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[R9a] 


lil-OKII^;  Kl  APPLICATIONS  Uli  COI\; 

P\R  M.  Cn.  HALPHEN. 


§   I.    —    Formules   kelatives  au  coin. 

Le  coin  t'Sl  un  pristiu'  droit  solide,  à  section   trian- 
gulaire  ABC   {fig-   i),   dont   les   faces   AB  et   AC   sont 


engagées  entre  deux  corps  solides,  et  sur  ietjuel   agit 
un(î  f'oice  F.   Soit  \x  la   parallèle  à  F  menée  par  A: 

a  l'angle  BAx  et  ,3  l'angle  i\Kx. 

Supposons  le   coin   en  écpiilibri'  limite,  c'esl-à-dire 
en  équilibre,  mais  sur  le  point  de  se  mettre  en  mouve- 

Ann.  de  Mallicinot .,   i"   sorie,  t.  \  1.  ;  Janvier  19(16.)  • 


(  ^-  ) 

iiK'iil  ilaiis  l.i  (lin'(  liiHi  «li-  la  lorrc  F.  Les  solides  S  et  S' 
t'Xcrceiil  sur  les  faces  Ah  «-l  AC  (l»'s  i-éaclioMS,  ohliques 
à  «aiisf  (lu  (lotUMnenl  :  ers  n'aclions  «)nl  des  lésiil- 
lauU's,  el  Il-s  I()ii<'s  R.  IV,  «'féales  cl  (lirtHU'uitiii  oppo- 
sées à  ces  fésullantrs,  soni  1rs  actions  du  coin  sur  S 
t'I  S';  donc,  R  et  W  rnftuciii  un  svslèiuc  do  foici-s 
écjuivalent  à  F,  ce  (|u  on  \n\i\  cxpiinici-  [taidcux  eijua- 
lioiis,  obtenues  eu  |)r'o|elanl  sur  A./'  l'I  sui'  la  direclioii 
pi'i'peudiculaire  à  A.^'. 

Soit  'v  l'auf^ie  de  R  avec  la  normale  a  A  R,  et 'i' l'angle 
(.le  R'  avei  la  noi'niale  à  AC  ;  comme  il  y  a  équilibre 
limite,  '^  et  es'  sont  les  angles  de  troltenn-nl  du  (oiii 
sur  S  et  S';  nous  aurons 

F  —  \K  sin(cp  -t-  a  )  -1-  R'  sin(9'-4-  fl), 
H  ci»s(cp -t- a  )       R' cos(  9'-!- ji). 

(^e  sonl  deux  é(juations  du  premier  degré  en  R  el  R', 
(litnl   on  tire 

p.  _  Fcos(<p'-t-  ^) 

sint  <p  -1-  a  )  c<»s(5i'  ^  3  )  -t-  sin(  çp'-i-  ^  )  cos(  cp  -4-  a) 

F  COS(  'f'-H   '^) 

sin(  w  -»-  <p' -t-  a  -f-  'P) 

et 

F  cos(  tp  -(-  a  ) 


R'  = 


sin(  «p  -t-  9'-!-  «  -H  ^) 


Kn  outre,  les  composantes  11  et  H'  des  pressions  sui- 
vant la  diieclion  perpendiculaire  à  Aj;  ont  la  mè'uie 
\aleur,  comme  il  1  (•suite  des  é(piations 

,,        „  ,  F  cos(©  —  a)cos(«' -H  3) 

Il   ^  H    cos(9 -(-«)=  ,-—^ ■ ^    n      ■  ' 

^  sin(<p  -+-  ip  -t-  a  -4-  P) 

,,,       ,,.  F  c<»s(  0 -H  a)r'JS(9'-f- 3  ) 

'  sin(9  -t-  tp  -I-  a  -h  p) 


(  'i  ) 

Cas  i)nilicnlicr.    —    Si    le   coin   a    pour    section    un 
uiangle  isoscèle  {Jig-  ^■i■)^  el  si  la  lorte  1'  esl  appliquée 

Fis.   ->.. 


suivant  la  hauteur,  on  a 


Si  en  outre  on  suppose  o  =  z! ,  on  voit  que 
,,        Fcos-(a-i-a)  Fcos-(o-^a) 


sin •>, (  ç  -(-  ot  )  2  sin (  œ  -h  a  )  co? (  -^  ^  %} 

F 


II  = 


•2  tang(a  h-  cp)' 
si  l'on  supposait  le  frottement  nul.  on  aurait 


H,= 


}.  tang  a 
valeur  sensiblement  inf«'rieure  à  H. 

Exemple.  —  Pour  V  =  .io^^,   x  =  5".  on  a 
H,  =  115''^: 

mais,     si    l'on    piend  /=  lani; -j  =  o,  3o,   soit   '.5=1^" 
(Irdtlement  di'  bois  dur  sur  bois),  on  u  a  en  réalité  qn«' 


(  1  ^ 

Daii.s  cr  «-.is  |»;irlirulici-,  sii|i|)(»s(»iis  (|iic  Ictoiii  ail  <'l.' 
riifoncr  iMilif  (l«  ii\  solides  ni  les  »''(ailiini;  si  K  cesse 
(l'agir,  les  s.ilidfs  \niil,  |»ar  suilc  de  leur  élaslirilé  na- 
lurelle,  cherth»  r  a  se  i  aj)|.i  otlier,  «-n  exerrant  siii  le 
coin  des  ••iVorls,  lendaiil  a  le  l'aire  saulei  .  Les  loiees  en 
|eu  seKinl  done  les  elloi  is  normaux  (^,  el  les  (oires  de 
(Vollenienl  /Q,  donl  les  eoniposanles  suivanl  la  direc- 
tion AM  i<ii(lenl  respeelivenientà  Caire  sauter  le  coin,  et 
a  le  niainW'nir  m  |ila(e. 

Le  C4»in  lester.i  en  e(|nilil)re,  si 

/O  c.sa  -Q  sina         ou         /i  lan},'a         ou         »  è  a. 

()ii  dit  alors  .[u'il    v  a  arc-hotilemcnl  «m  cuï/icrrii>'/if  : 
le  coin   ne   sautera  cjui-  si   Ton  exerce  sur  lui  une  loire 
de  bas  en  haut. 
Si,  au  contraire, 

/■(^>  r.tsa  <  Q -iiia  <>u  -i  <  x, 

ré(|uilibre  n  aura  pas  lieu,  le  coin  sautera. 

<>     11.     Al'Pl.K.ATlO-NS    l'KVTIOUKS. 

Le  (i)in  sert,  en  premier  lieu,  a  exercer  des  pressions, 
comme  rindi<|ue  la  tliéoiie.  en  prenant  par  exemple  la 
disposition  indicpiée  sui  la  (ij;ure  >.,  le  S(dide  de  gauche 
étant  hute  sur  un  min-  fixe,  liien  souvent,  après  ipie  Ton 
a  ohl.  nu  la  pression  voulue,  e'est-a-dire  réalise  un  ser- 
rage, lenseiiiltle  ie>le  »  Il  «'■<  jiii  I  i  hre  par  eoi  ncemenl  :  il 
est  calé. 

L<'s  oui  ils  nommés //<^/c7/r  et  t/tiriche  ai;issent  comme 
<oins  vis-a-vis  «les  hois  el  mélanx;  ()ar  des  pressions, 
ils  separini  la  maliére  en  deux  après  l'aNfiir  tendue. 

L«'S  t/avcUrs  sont  des  coins  (pie  l'on  emploie,  dans 
les    «-oiisli m  ti'iiis     iiie(ani(pies.    pour     assembler    avec 


seriagc    drux  pièces.   Su[)posoiis,   |)ar  cxcniplr,    (|u'<»ti 
veuille  relier  deux  tiges  T  et  T' (//^.  3);  on  munira   V 

Kig.  3. 
, T' 


d'une  portion  plane,  percée  d'un  irou  rectangulaire, 
et  T'  d'une  fourche  percée  également;  dans  ces  ouver- 
tures on  enfoncera  une  clavette.  Il  faut  avoir  soin  de 
ménager  en  j  et  f  des  jeux,  en  taillant  les  ouvertures 
en  conséquence,  afin  de  pouvoir,  en  cas  d'usure,  en- 
foncer la  clavette  pour  revenir  au  serrage  primitif  {rat- 
traper le  jeu). 

Dans  les  clavettes,  on  observe  toujours  la  règle  né- 
cessaire pour  qu'il  y  ait  coincement;  c'est-à-dire  a<^o; 
ou,  6  étant  l'angle  de  la  clavette,  0  -<  2'f  •  La  tangente 
de  9  s'appelle  tirage  de  la  clavette;  donc  le  tirage  doit 
être  inférieur  au  double  du  coefficient  de  frollement. 
Pour  des  clavette»  souvent  démontées,  le  tirage  est  de 
o,io  à  o.o5;  pour  des  clavettes  fixes,  il  est  de  o,0'2  en 
moyenne. 

Pai'mi  les  nombreuses  applications  de  serrage  par 
clavette,  on  peut  cilei-  le  calage  d'une  poulie  sur  un 
arbre  :  la  clavette  étant  enfoncée  entre  le  moyeu  de  la 
poulie  et  Tai-biequi  porte  à  cet  effet  une  rainure.  Mais, 
lorsque  le  clavetage  est  appliqué  à  un  organe  de  ma- 


(  'i  ^ 
rliiiii;  à  moiivriupiils  non  r«'t;iiliers,  ou  soumis  à  d«' 
(otifs  lr<-|)i(la(ions,  sou-  I  inllncncc  «les  diverses  lorce>< 
(lui  «Il  rrsnitcnl,  Ir  cuïim  rint'iil  [x'ul  cesser  ;  poincMi- 
pèclicr  lr->  (lis|on('lions  (l'ori,';irirs  (|ui  se  produiraienl 
alor's,  on  a  iniai;iné  des  disposil  ils  lie  sûreté  rnainlenani 
les  claM'lU'S  i'.u  |)laee.  On  jn'iil  voir  dilli'renls  types  tie 
ees  dispositifs  dans  les  elavelles  des  lèles  de  bielle  des 
niaeliines  à  vapeur,  loeoinolives,  etc.,  ils  sont  iiien- 
lionnés  dans  les  ouvraj^es  spéciaux. 


55     III.      Al'l'I.I(.\T10.\      \)K    LA     THroiilK    r)l      COIN 

AUX     \IIHS     OK    SOI  TliAKMKiNT. 

Soit  un  nnu-  de  .soutènement  dont  AB  est  le  pare- 
ment inlérieur.  La  terre  exerce  sur  ce  mur  une  poussée, 
«•l,  si  Ton  suppose  (ju'il  vienne  à  se  rompre,  on  constate 
ipie  la  masse  de  terre  (ju'ii  devait  retenir  s'est  fendue 
suivant  une  surface  AC,  sensiblement  plane,  dite  pltiii 
fie  rupture.  Dès  lors,  on  peut  envisagei"  la  poussée  de 
la  terre  sur  le  mur,  comme  celle  d'un  coin  ABC,  au- 
quel est  ;ippli(|M(''  son  poids  I''  (  /iff.  4).  En  supposant 
(jue  le  parement  AB  soit  vertical,  c\'st-;i-dire  a=:o. 
Ci  étant  1  anyle  de  frottement  dt'  la  terre  sur  la  maçon- 
nerie, et  es' l'angle  de  li  oltement  de  la  teiie  sur  la  lerre, 

F  CMS  ((f' -H   Ç>) 


on  aura 


R  = 


i'in  (  cp 


?) 


(/l'Si  la  poussée  totale  sur  le  mur. 

l'.\;duons   1' en  supposant  i|uc   i  "'  S(>il    la   loui^ueur'  du 
mur,  0  la  densité  de  la  trrre,   et  /  l'inclinaison  sur  1  lio- 

lizonlale   du   l.ilus    BC   doinmc     IU]A  =  (jo"  —  (/+|j). 

on  a 

.\B _    BC 

rns(  e  -^  fj)        sjn  i 


(  7  ) 

La  liauh'iii'  (A}  «lu  iriaiigic  \B(1  csl  doiir 

h  sin  £i  r«)s  i 

CQ  =  ne  cosi  -  -f — ^, 

cos(  i  -t-  p) 


l'if!-  i- 


^-i^^^"' 


el  par  >uiU' 


F  =  sui  r.  ABC  X  i'"  X  5  = 


8/j-  sin  3  cos/ 

2  C<1S(  l  —  ^  ) 


Dm 


(    «    ) 


Mais  |j  t'sl  iiicoiiiiu.  Aliii  (Tiivoii-  un  unir-  siiliisariiniciit 
solide,  ou  suppose  (pic  l«'  plan  de  nipLurc  AC  csl  relui 
qui    doriiK-   la   poussée   |{    uiaxiiiiuui.    H    élatit    fonction 

fie    j,  il    sullil    (ré"alei'  ;"i  z«mo  I;i  (l<''riv(''e  -yj-]  ou   a  ainsi 
'  n'^ 

une   e(piiilii>M  eu  ^jdniiniiil   l.i  \  .ili-iu°  île  cel  aui^l"  pour 

le  cas  lé  plus  tléfavor;il»le. 

Ou  a   i'euiai<pi('  (|ue  la  \iileur  de  '^  ainsi  obtenue  esl 

généialenicul    \nisiue  de  (   ^5" —  —  )>  d  on    le  II  are  pi  a- 

ri(pie   sui\;iiil   :  on    inèue  I  lioi  i/.oni  aie  de   \,  a  parlii   de 

liupi l'Ile  on  prend  I  ani;le  'i',  eu  I) A  I',  la  bisseelriee  A(  1  de 

I  au^le  BAI  esl  la  Iraee  du  plan  de  rupl  ure  elieiclié. 
Poneelel  a  donné  un  procédé  ^raplii(|iie  pour  elierelier 
le  prisme  di-  poussée  ina\uuuui,  eu  s  appnvanl  sur  ee 
principt'  bien  c»)nnu  :  Irois  forcer  eu  é>(piilibre  (ici,  ces 
foic«-s  sonl  F,  —  H  el  —  ÏV)  |)eu\eul  èlre  représentées 
parles  trois  côtés  d  un  liiaui;le  loriiié  de  vecteurs  é(jui- 
pollenls  à  ces    (oices. 

Menons  des  tiroiles  A(y,  A-C",  A(7".  ...  i  et  pi'enous  sur 
la  \  eiiicale  du  point  A  une  Ion  joueur  A//.  pi-oporlionnelle 
au  poids  du    piisuie   ABd';    puis   menons   la  droite    V  </', 

faisant  avec  A(  !'  un  anf,de  (V  \  </'  =  90"-}-  '-2',  et  en  lin  />'  1/' 
parallèb'  .1  la  din'ct  ion  eoiinne  de  M  (, es  deux  dernières 
di'oiles  se  coupent  en  y  ,  el  Ton  \  oit  (pie  le  I  ri  angle  A/)'y' 
a  bien  des  cotés  (''(piipollenls  a  F,  —  W  et  —  IV.  Traçons 
de  même  A/)"y',  \f>"  if"\  ...,  Coi  ri-spondaul  a  AC", 
A(7",  ...,  el  joignons  les  points  y',  y",  f/"\  ...  par  une 
courbe  continue.  Si  Ton  iiiéiu'  une  tangente  t/f  à  celte 
courbe,  parallèlernenl  a  AB,  la   poussée  y/;  correspon- 


(  f>  ) 

danl  au  poinl  (/  île  roniacl  esi  la  poussée;  uiaxiniuni: 
<t  la  loM^ucut  (lu  vccicur  t//>  t('|)f«*s«'tile  cette  poussée 
à  l'é«li<'lle  de   la    lii^ui-e;    le    |)lan   <lii'r(|i(''    \{]  vs\  donc 

(  ('lui  (|ui  fait  a\  (•«•  la  d  roi  le  \(/  un  angle  q  \.d^gi)°-\-':i' . 
(^e  piocédé  est,  lui  aussi,  a|>|>i'()\iuialii,  car  le  poinl  y 
n'est  pas  délerniiné  d'uiu'  (acon  précise;  mais  il  suflit 
pour  la  pralicpie. 

Cllierchons  je  poini  d'appli Mlion  de  la  poussi'c  H  sur 
le  parenuMil  AH  du  mur;  c'est  le  centre  de  pimssée. 
Pour  cela,  considérons  un  point  A,  entre  A  et  H;  sur 
la  fraction  de  mur  BA,,  la  poussée  est,  par  similitude, 
celle  (jn'exeice  le  coin  BA,  d,  A,C(  étant  parallèle 
à  AC;  et  cette  poussée  maximum  est  |)ioportionnelle  à 
la  surface  A,  BC,.  De  même,  sur  A^B,  la  poussée  est 
proportionnelle  à  AoBC.j;  donc,  sur  l'élément  A,  Ao 
cpie  nous  supposerons  tiès  petit,  la  poussée  est  pro- 
poitionnelle  à  A,A^C,C2,  ou  bien  à  A,  AoDiDo,  les 
jjoints  D)  et  Da  étant,  sur  les  perpendiculaii-es  en  A, 
et  Ao  à  AB,  à  des  distances  de  celle  droite  éj^ales  à 
celles  de  C)  et  C2-  Ou  voit  que  les  ()oints  D,,  Do,  ... 
sont  sur  une  droite,  passant  par  B;  et,  par  suite,  la 
poussée  totale  sur  AB,  lésullanle  de  toutes  les  poussées 
élémentaiies  sui'  les  éléments  A,A2,  est  applitpiéc  an 
{)oint  H,  projection  sur  AB  du  centre  de  gravité  du 
li'iangle  ABD.  d  après  un  théorème  bien  connu;  cfsl- 
à-dire  c|uc  la  poussée  R  est  appliquée  au  lieis  de  AB  a 
partir  de  A. 

Après  avoir  calculé,  on  construit  graphitpicmeiil  la 
poussée  R,  et  lavoir  appliquée  un  centre  de  poussée, 
on  compose  cette  force  avec  le  poids  P  du  mur.  Pour 
(|ue  ce.  mur  soit  en  équilibre,  en  supposant  qu'il  soit 
un  solide  rigide  et  homogène,  on  sait  (jue  cette  iésul- 
lanle  p  doit  passerdans  le  polygone  d  appui,  c  est-à-dire 


(|;<ii>  la  l).<M-  .)' \  :  mais.  |>()ur-  <|ii*'  la  slahilih-  <lii  iiiiii 
soil  j»arlail<'.  il  rst  ^n'h-raltlc.  (.l'après  la  i  t^sislditcf  (trs 
nmtt'liuti.v,  <|lli'  ^  |»assr  ilaii>  le  ijiis  iiiuxcii  \|  N  de  la 
l)aM'.  Vax  «»iilit*.  I  aiit;l<-  de  ^  ascc  I*  dnii  i-\  idi-iiiiiiciil 
v\\v  iiift'i'ictir  à  Tan^'lc  (je  (lolU'iin'iil  'i  dr  la  macoiim-rif 
MU  le  Sol.  Imi  divisaiil  la  prosinii  sur  la  hase,  o.par 
la  sui  lare  df  la  hasi-,  on  ohlirnl  a|i|)r(>\iiiiali\  «'iiicnl  la 
prt'ssioii  .sur  le  sol  |»ar  iiiiilt-  (1«*  surlacc  (cenliiiirtic 
cairé  par  exi'mple):  (t-iir  |nrssi(»ii  ne  doil  pas  dépasser 
une  cerl«iii<'  liniilc  poiii  (pir  le  soi  ré.sisle  sans  s  écraser; 
et  la  Condition  <le  relie  liinile  tixe  donc  la  lari;«'ur  de 
la  base  a  adopter  poui°  le  niiii'.  (^uanl  a  la  composante  11 
liori^ontale  (!<•  la  poussée,  elle  leud  a  tram  lier  le  niiu', 
et  lixe  l'épaisseur  à  adopter  pour  le  uuir.  poin  i|n  il  n'v 
ait  pas  ruplure  par-  ci^tiilh-rnriit . 


[Rlc] 

Mm:  REL\riM;  \l   MIIHKMKM   WV  HOTATIOV; 

Hah    m.    a.    i.i;   S\l\T-C.i:int\IN'. 


La  (léoniélrle  anaUliipie  permet  de  irouvei  i  i-  «pic 
d»'viennenl  les  coordonnées  d  un  puiul  ilonné*  M  d'un 
srdidi'  api  es  iiue  eilui-(  I  i  loiiriie  d  un  aiii;le  0  aiiloiii 
d  un  a\e  li\e:  niais  on  peu!  aussi  itsondri-  le  prol)l<Miii- 
au  moyen  d  une  inle^ral  ion  doMi  l.i  smiplii  iié  m*  rili- 
peul-èlnî  d'être  sifjnalee. 

(  )ii  |>eii(  supposer  i|tn-  I  axe  df  rotation  passe  pai 
I  o|-it>ine  di-s  roordonnées  lecl.iiit;!!  laires  :  soient  a,  h.  r 
sesiosinus  directeurs,  j-,,,  )„,  Zo  les  coordoiiut'e.s  de  \l 
a>ant    la    lotalfii.    LexpK'ssion    el.issiipn*    des   cunipo- 


(     M      ) 

santés  (le  la  vili'ssc  duc  ;i  iiiif  i-olalinn  moiilrc  iiiiiiH'dia- 
teincnl  que  les  eooidcMiiiécs  du  |>()iiil  M  sonl.  liées  ;'i 
l'aiigl»'  0  di>nl  le  solide  .(  loui  né  pai-  le>>  é<|ualions  siinnl- 
laiiées 

dx       ,  H  y  (Iz  , 

"*     d^  =  ^'-'y^        77b  ^'^^"^-"^       1F)=  ">-''''■ 

V*ouv  inléiçrei-  ce  syslènie,  dillérciitioiis  la  preniière 
des  é(]uatioiis  et  avons  éj^ard  aux  deux  autres  ainsi  <|u'à 
la  relation  «- H- />^ -h  f- =  i:  il  vient 

(2)  -—  ^  n(ax  ^  by^cz)  —  x\ 

une  nouvelle  dérivation  donne,  ;ipiès  réduction, 
d^  X  dx 

L'intégrale  générale   peut  se  mettre  sous  la  forme 
.r=  A  —  Bsine-hC(i  —  cosO): 

on  reconnaît  aisémeni  (|ue  les  constantes  A,  B,  (l  sont 

respec-livenienl  égah's  aux  valeurs  de  ^,  -^>  "jâT'  pour 

9  ^  o;  la  première  est  .ro,  les  deux  autres  sont  fournies 
[)ai"  la  [)remière  équation  (i)  et  pai-  ré(|ualion  (2),  et 
l'on  a,  [)our  la  \aleui-  demandée  tle  a:, 

X  =  Xo  eus 6  -T-  {bzQ~  cyQ  )  sin  0 

-+-  a{axo  •+-  b}\t-r-  cz^)  (\  —  cosB). 

Les  expiessions  de  j  el  z  s'en  déilnisent  par  de 
simples  permutations. 


(  '-^  ) 

|K9b] 

Nia  li:  iiiKiHiniK  iik  noi.KMFK  n  son  \n'i.i(:\iio\ 

\l\  hll.n.lINKS  KUill.lKKS; 
l'\H    M     .1      Mil  i:i.-l<R\ov. 


Il  vs{  d'usage,  dans  les  (^)ll^^  <!«•  (  ironu-iric,  d'ap- 
pli(juer  le  ihéoièiiic  df  Ptolémée  à  la  seul»*  iiiscriplion 
d«'S  pentédécagones  réi;uliers.  Le  but  d«'  iclle  Note  «'st 
d'en  fair»'  rappiiealit^n  aux  polygones  réguliers  d'un 
noinl»r»'  (|iiel<-()n(|ne  de  côtés,  en  particulier  aux  déca- 
gones et  pentagones,  el  d'en  déduire  re<|uati«)n  géné- 
rale dont  dép(!n(l  l'inscription  des  polygones  réguliers 
d'un  nonibn'  (|uelc(>n({ue  de  côtés. 


I.  ISous  comnuMicerons  par  donner,  du  ihéorcme  de 
l'ioléniée,  une  dénionslralion  (jui  se  déduit  iniinédiate- 
nient  de  la  définition  du  rapport  anhannonicjue. 

.Soient  ABCD  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle 
»l    M  un  point  d«*  ce  cercle.  On  a  la  relation 

(M.HACD)^!  M.HCAD)  --=i. 

Or,  en  giandenr  el  en  signe. 

siiiCMB     siiiDMB        CM     DU 


( M.BACby = 
(M.BCAD)  ^- 


sinCMA  •  sinDMA        GA  "  DA 

si  II  A.MB  .  sinPMB  _  AB  .  PB 
sinAMC  *  siiiDMC  ~  AG  *  DG 


et.  par  suite, 


i:\',.i)\  -  \B.i)»:  ^-  A»:. m». 


(  ..-i  ) 

II.  Sii|)|»(»S()iis  la  circoiilérciicr  divisé»-  cm  ///  [»arlics 
égales  el  soient,  il;iiis  le  (|u.i(ii  ilatèrr   MUll), 

n  — [1  l<"  imiiilirc  des  divisions  soiis-lf-ndues  par  AU, 

p  »  n  »  IM-, 

p  »  n  ))  CD. 

n  ->r  p  »  >)  »  I  '  \ 

Le  lliéoièiiic  de  Ploléiiiéc  donne  la  foi  mule 
/,\  r"-*-p -u.  ('"  i> "  C" 

(I)  *-/«       -T-  ^m       —   TTS^  ^m- 

La  circonférence  élant  toujours  divisée  en  m  pailies 
égales,  supposons  que  les  côtés  du  quadrilatère  ABCD 
sous-tendent 

.\B n      divisions 

BC p             >) 

CD n  —  p        » 

D  A •'.  n            » 

Le  ihéoiènie  de  Ptoléniée  donne  la  formule 


C 


Entin,  dans  une   iroisièinc  hypothèse,  re|)résentons 
par 

p  le  nombre  des  divisions  sous-tendues  par  AFi, 

n  —  p  ..  ..  ->  BC, 

n  »  »  >)  CD, 

n  ^r-  p  »  "  «  DA. 

Le  théorènie  de  t'ioléniéc  doinie  la  toi  mule 

111.    Appliquons  ces  toirniilcs  à  la  tlivision  de  la  cir- 
conférence en  dix  parties  égales;  la  formule  [i)  donne, 


(  '4  ) 


iiir  //  =  .)   fl  f)  -^   \, 


C     —  "*  R 


puis,    pi'lll     //  ,)    <l    ji  -         ',  , 

(  '  î    —  _1  *  u  • 

^10—   c\        • 

(lOii.  |)ar  iiittiliplii  .ilioii , 

r\    ri    —  wi 

*-'l  0  '--i  0  —   '^    • 

Dans  la  foniiiilr  (■?.).  laisoiis  n  -^  ?.  vl  f>  ^=:  \ , 

(  * 

ps    ri    __liri    —R 

'-^10        ^to  —  pi'-'io—  ■'• 

(If  sniil   les  loirmilt's  ilt-   I  iiist  ri|)l  ion   des  décaj^oiies. 
(pliant    ;ni\     jtcnla^oïK's,    r<-iii|)la('()ns,    dans    la     l(ir- 
niiilc  (    1  1.  n  |tar  j.  cl  ^;  par-  i  , 

puis  n  par  \  «-l  /;  par  .3, 

Hii  ilc'(iiiil  de  CCS  jorinult-s  la  cunslrucliun  hwAX 
<iMinii(,'  (juf  voici  : 

Soicnl  A(i  ri  Hl)  lieux  diainclivs  rcitangulairt-s  d'un 
cercit;  de  cenlie  O;  <]e  I  niilii'U  d«*  AO,  avec  IB  coiiuue 
ravon,  on  trace  une;  circonfcr-ciicc  (p.ii  coupe  \C  en  F 
l'I  (  I,  on  a 

Ofc;  =  C}„,         UG  =  Cï„, 

EB  r^  C!,  GH  =  Cf. 

|{i'niar<|Uiins,  en  passant,  la  lutninh- 


(    i5  ) 

l\  .    Sii|»|in.soiis,   (I  uni'    maiiirii-    i^t'iici  .ilf.    I;i   (  iicori- 
(ereiicr  divisée  rii    •.*.///    pallies   égales    et    re|>rëseiiloiis 

par  .r  le   rapport     !- .   en  «lési^n.iiil,  pdiif  siniplilifr  les 

nolalions,  par  ^^^^  la  longueur  «le  la  conle  (jui  sous-lend 
K  divisions.  l/a|»pli<alioii  de  la  relation  (i)  donne  les 
éqnalions  siiivanles  : 

Gî  =rC,, 

Cj-f-C,  =TCi, 


d'où  l'on  tire 


■2R  -4-  (),„   4     =  J-C,,,    ,. 

Cm-  1  =   R  J\ 

C,„  =^R; 

C,„     =  2  H, 
C,„^î  =  (  j--—  i  )R. 

et  ainsi  de  snite.  On  voil,  d  une  manière  générale, 
qu'en  posant  ^-K^f^^/H-K)  ti'oi>  polvnonies  \  consé- 
cutifs satisfont,  d*a[)rès  ce  qui  précède,  à  la  loi  de 
récurrence; 

avec  les  conditions  Vo=  2  et  V(  =  ,t". 
Or  on  a 

Cî=  KV,„.j         et         C,=  H\  „,--,, 

et,  par  suite. 

'  //(— î  —  ^  '  m  — 1  =  o  ; 

d  ou  l'on  tieduit 

\'„,  =  o. 


(    'ti  ) 

Trllf  «'sl  r«''i|ii.itiii|i  ijiii  (loniir  l.i  .soliitioii  du  |iio- 
hU'iiu' <li'  la  (liviMtiii  t\i'  l.i  <  ii  t  ■Piilfrcm  c  i-ii  'in  partîtes 
é^ali's. 

(  )i  i>ii  >ail  (iiir  li>  luiKl  ions  \  |<iiiiss(iil  dr  loiilt'S 
Ifs  j)roj)ri«''lé.s  (lr>  foiKliniis  «le  Sliiiiii,  (|ii  «'lits  mil  en 
parliriilicr  lonlrs  Umms  lacim-s  léillt".  fl  (luc  1  «-(iiia- 
tioii  \  ,„  =  <>  a  iinr  laciin'  t*l  mu*  st'ulc  «iMiipiisf  entre 
la  |>lus  ^lantle  latin»-  de  V,„_  ,  =  o  el  -+-  x.  Il  s'a^^il  de 
démontrer  t|iie,  pour  eliai|iie  é(|iiali<tn  \  ,„  =z  o,  la  plus 
grande    raeliie    seule    eonxieiil    à    la    solution    dn     pro- 

hlèllM': 

C«'la  resiilie  iiniiiédiatenn-nl  <!«•  ce  <|ue,  d  apiés  la 
valeur  de 

T  =    -  Cl",,,'  =  -  v/j  R*  — (<-',,„  )', 

X  eroil  aver  ///  il  (|ue.  pour  I  eipialimi   \  ^ -^  o  en  parli- 
rulier.  c'est  la  piu>  grande  rai  i  ne  (pu  ronvienl. 

\  .  <  )n  ^ail  (pie  les  loiielioil->  \  oui  toutes  Iciil- 
racines  «(uiiprises  entre  -\-  ■/.  v\  —  2.  D'après  la  loi  me 
même  des  ionclions  V,  don!  tous  les  termes  sont  de 
même  parité,  il  suttil  (|ue  la  plus  granile  racine  de  la 
fonction  V,„  soit  inlérieurc  a  :>,  el  ceci  esl  une  con- 
sé(pi('ii(  e    de    la    1  tdal  ion 

("//(     I  _    u^ 


Il  esl  inéine  possilile  d'rditenir,  pour  la  plus  grande 
racine  de  la  fonction  \  ,„.  uni.'  liiiiile  supérieure  plu> 
1  .ippldc  liée  (pie  V». 

<  )ii  deiiionlre^  en  <  llet.  facilement  (pie  la  fonction  \  „, 
satisfait  à  lé(piatioii  diflereiiLielle  linéaire  do  second 
01  (lie 

<  -^^       »  »  N  ,„  -I-  X  N  /,,  —  '«*  V„,  -  o. 


<  •:  ) 

()r\  Laj^iUMi  r  a  (l«Miiuiit  i<'  dans  nrif  Nul»-  :  Stir  Irs 
t'(f luttions  al^t'briifues  dont  It^  f>rfniœr  nifiiii/>i  r  satis- 
fait  à  une  é(/tiutio/i  linraire  du  sccuml  oittif,  (ju'claiil 
donné  un  polynôme  j^  av^iil  tontes  ses  racines  réelles 
et  salistaisant  à  r<Hjuali<in  (liiicrentielle 

\>y'^  (jy-H  R^  ^  o, 


le  ijolv  nonu' 


L!  =  HR  ^  l'Q'  -  ()]>•—     '"       '*■     Qî. 
.|  (  //i  -  I  ) 

on  tn  (U'siiçnc  le  degré  dn  polynôme  y.  a  nn«'  valenr 
|Mi.siti\e  ou  nidlc  (|uand  on  y  icmplaee  j'  par  une  lacim- 
(pieleontjue  dn  polynonn-  y. 

On  a  done,  dans  le  cas  aelnel,   pour  toute  racine  x 
de  la  tonclioM  V  ,„, 

,        .        i(i(/«  —  I  )2  (  ///  -f-  I  I 

•*        =  — r- — — ; ' 

I  >.  //*  —  I  )  (  u  m  -  —  ni  -^  •>,  I 


X        'l^\(m  —  i) 


V-. 


m  —  I  M  2  m-  —  m  -r-  ■?.  ) 


(JÇ",„i:4H(m-i)l/ 


(im  —  i)(2/?j*  —  m-f-2) 


Sit;nalon.s    cnlin    la    piopriélé    sui\ante  de    la    lone- 
I  ion  \  ,„  : 


Si   U,„_i  représente   le  résultai  de  la  ^uh^lilulion  de 


la    plus  tjrande   racine   de  \  ,„   dans  \  ,„_  ,,   on    a,   pour 


liiiii  m  U,„    i  \  —  T.. 


Ann.  de    \l<illieniat.,  \'  série,  l.  VI.  i  Jiiiivier  iyo6.) 


(   «8  ) 
[P3b] 


Al  SIJET  iri\  THEOREME  COWH; 

Pak  m.  m.  FOUCHE. 


Le  tlu'ortMiu-  lioiil  il  s'agit  est  le  siiivaiil  ; 

fjinKt'isinn  consen-e  les  lignes  ilr  couihure  des 
surfaces.. 

De  loiitj's  les  (iéinonstialions  (|u On  en  ;i  données, 
aïK  une  II*-  MX-  |t.irail  aussi  simple  i|iie  la  sui\aiite  : 

I  "  Le  ihéoiènie  est  vrai  s'il  s'agit  d  une  -«iirlare  dé\e- 
lo|i|)al)le,  |>uis(|iie  au  li<-u  d'une  eiivel<)|)|>e  de  plans,  on  a 
une  eii\elo|>|)e  de  sphères  dont  les  earacléi  islifjues,  qui 
sont  les  transformées  d«*s  généralrices  de  la  surface  déve- 
loppable,  sont  évideiiiin«iit  des  lignes  de  courbure, 
(^nanl  a  la  seconde  famille  elle  s<*  (uniserve  égalemeni  à 
cause  de  la  conseivalion  d«'s  angles  droits. 

2"  Ctda  posé,  \v  considère  une  ligne  de  courbure  (C) 
d'une  surface  «|U«dcoiKjue  el  la  dé\cdoppdl)leenve]oppée 
par  les  plans  tangents  à  cette  surface  aux  diflérents 
j)oiiils  (C).  (C)  est  aussi  uin*  ligne  de  courbure  de  cette 
dé\elt)ppable  |)ni>-(pie  les  normah-s  sont  les  mêmes  dans 
la  dèveluppable  et  la  surlace  donnée,  en  tous  l«"s  points 
d«'f(^).  Par  riii\<'rsion  les  di'ux  surfaces  circonscrites  s<- 
transformeiii  en  deux  autres  égalemeni  circonscrites. 
La  transformée  (C)  de  (C)  est  ligne  de  courbure  sur 
renxeloppe  de  sphères  (jui  est  la  transformée  de  la  déve- 
loppable  :  donc  elle  l'est  aussi  sur  1  autie  surface. 

c.    V.     K.     II. 


(   «9  ) 

[P3b] 

.\OiE  Al!  SIUËI  lli-  L'AltnCLE  PKHCKDEM 

l'AH   M.    W.    15. 


L'élégaiilc  (lemoiisiralion  tie  M.  Fouché  t-st  iiolabli*- 
nicnl  [)lus  simple  que  celle  que  j'ai  donnée  dans  ce 
Journal  (lyo^i,  |).  i6).  Mais  elle  ne  met  pas  en  évidence, 
plus  que  celte  dernière,  le  fait  que  les  centres  de  cour- 
bure principaux ,  en  deux  points  correspondants  de 
deux  surfaces  inverses,  sont  deux  à  deux  alignés  avec 
le  pôle  d' inversion.  J^a  démonstration  suivante  (dont, 
bien  entendu,  je  ne  garantis  pas  Toriginaiité,  étant  donné 
qu'il  s'agit  d'une  proposition  tout  à  fait  classi<|ue)  éta- 
blit ce  fait  en  même  temps  que  le  théorème  relatif  à  la 
conservation  des  lignes  de  courbure. 

Soient  ni  un  point  d'une  surface  (S),  (S)  une  sphère 
tangente  à  (S)  en  ni.  (S)  et  (S)  se  coupent  suivant 
uni'  courbe  G  présentant  un  point  doubje  en  /;/,  et  les 
tang<'ntes  en  ce  point  sont  les  diamètres  communs  aux 
indicatrices,  construites  avec  le  même  paramètre,  des 
deux  surfaces.  Poui-  que  le  contact  soit  stationnaire, 
c'esl-à-dire  pour  que  le  point  double  de  C  soit  un  point 
de  rebroussenieni,  il  fautet  il  suffit  que  les  deux  indica- 
trices soient  bilangenK-s  :  cela  exige  (fue  (S)  ait  son 
centre  en  l'un  des  centres  de  courbure  /irincipaux 
de  (S)  en  ni.  On  \<)it  aussi  (jue  la  tangente  à  C,  en  ce 
point  de  ifhroussi'menl,  est  une  direction  principali- 
de  (S). 

Cela  posé,  une  sphèie  et  un»;  surlace,  ayant  entre 
elles    un  lontact  slationnaiie.    se   Iransionaent  par  in- 


MTsioii  m  uiir  spljèrt' «•!  iiiir  MiiLur  ;i  rontacl  statlon- 
II. lire,  (.cllr  rciii.ii  (|  m-,  juiiilc  ;i  (elle  (iiic  Ir»,  (•<'illlfs  de 
«1<  ux  .s|ihèies  inverses  seuil  rn  lij^iie  ilnMlc  avr<-  li*  pôle 
<l  iin nsion ,  rend  lninili\ es  l«'s  pntpi  i»''t«'s  dt  l'inversion, 
it'lalives  aux  li^'nes  de  courhuie  el  ;iu\  centres  de  cour- 
Imif  jii  iiK  i|iaii\  (les  suifaees. 


SOLITION  Ht  LA  OLKSTKIV  IIK  MVilinhlIOl  tS  SPtClALtS 
Hl   COMOIItS  h  \(jlth:(iAriON  i)K  l!IO:i; 

l'vii    M.   A.  \  ACol  AM". 


i"  Ofi  (li)rinr  1rs  tirii.r  tlnjiics  D,  I)  dc/inifs  rrspri- 
fw&rnrn(  pai   If  s  /'i/udfioris 

t  \) }  y  r=.  o^         z  :=  h, 

(  l>  »  X  ==  <>.         z  =■  -    h. 

les  (iXf^s  fif  cuof  (lo/indrs  o.f.  o)  ,  oz  i-lant  sttjiposcs 
/ffi-tanmilairrs.  l'i  ini\'*-r  l' éqiuilion  innutiiclh'  de  In 
siir/dcr  S /ira  du  .su/firrirt  d'un  pdraholoïde^  l'ariable 
(jui  jKi'ssr  i>(ir  ers  deu.r  droitrs.  Tr(>u\>rf  l'éf/uation 
tnrii'rnlif'llp  dr  ht  niriur  suiftur. 

■>"  (  tilcuif f  Ifs  coo/t/onrti'fs  d  un  poinl  iiurlcunijur  M 
df  In  surfiler  S  rn  fonelinti  tir  l' nhsci^sr  7.  rt  dr  l'itr- 
flnnnrr  'i  drs  dru. r  points  .N  .  N  où  unr  droite,  nn-nrr 
pur  M.  I  rneinili  r  r<^spreli\'rniriil  I)  rt  I).  .S«»;/  I'  Ir 
point  dr  eifordonners  a,  j  dnns  Ir  phin  xo\  .  lAru  du 
fioint  M  i/iKind  P  dcerit  un<-  rlnnlr  ipirleomjur  du 
pinn  .loy.  htinlrilrl  inirrsrel ton  dr  lit  surf neeS  nvpc 
unr  ipindinjur  (jurleoinpie  i/ui  pn^sr  pnr  I)  rt  I)'.  fArn 
eorirspondnnl  du  point  \* .  (tts  où  eettr  uitrrsnlion  sr 
décompose. 


(  •>..  ) 

3"  Drmonticr  (jutt  la  surface  S  t:sl  sd  pvoj)i  c.  poUiirr 
réciproque  par  rapjxnt  à  une  in/lnifr  dr  (futtdriffurs  O, 
(hmt  on  rhf reliera  /rquation  ^énéra/f  ponc/iiff/r.  ()n 
f'n\'iMa^era  f>lus  particulirrenient  parmi  ellrs  les  para- 
holoïdes  ()^.    l'rons'er  V envidoppr  des  t/u/tdrifpirs  (>. 

î.  Les  deux  (Iroilcs  I),  D' déliiiies  rcspeclivciiHMil  par 
l<^s  équations 

(  IJ  )  y  =  o,        z  ~  A, 

(  D'  )  T  =  n.  3   = —  h 

stTOiil  it'iicontrées  par  une  droite  avant  pour  équations 

x  :=  a  z  -*-/', 

r  =  h  z  -y-  </. 
si  l'on  a 

/'/i  -+-  r/  =  o,         —  aA  -f-  /?  =  o 

cl,  p.ir  suit»', 

(  G  )  r  =  o(  z  ^'  /i  ),  y  z=  h  {  z  —  h  ) 

sont  les  équations  d'une  droite  Ci  rencontrant  D  et  D' 
iMi  des  points  N  et  N'  ayant  respectivement  pour 
abscisse  et  pour  oidoniiée 

a  =  5  a//,  ji  =  —  •}.  hh. 

^^)ur  (jue  (j  reste  parallèle  au  plan 

A.r  -f-  B  I   -I-  <  1-  —  o, 
il  tant 

A«  -i-  B/>  -H  C  =  o. 

Le  parabnioïde  engendré  par  (i  a  pour-  é(juation 
A.r  H)' 


z-  h        z  —  h 
on 


(J  = 


k.n  z  —  h  )  --■  B  >- (  5  -r-  /j  )  H-  Q(  i  —  //  )  (  j  -u.  //  )  =z  o 


(  ■->■■>.  ) 

(III 

(m        <:,-'-    \  r:   .    I!  ,  .- —  \  A  /        IW/>    -  <;//»-... 

C.f  jiai  ilxildidr   .ivtlil    |i<iiii    jiLiis  (lii  «M'Iciits 

z  —  o,         A  r  -(-  Hy  -    (Je  —  o, 

la   (Urt'Cliuii  (le  st)ti  .i\«'  .1  itciiii'  fi|ii.ui(>ii*> 

T  y  z 

B  ^  ^^  ^  ô  * 

Le  point  MCx,  >%  z)  scpH  le  somnirl  «le  m  si  le  plan 
tangent  en  M  est  perj)endi(-iilaire  ;i  Taxe,  r'esl-à-dife 
si  Ton  a 

\(z~h)       BU-+-A)        A.T-hBy-i-  iC.z 


B 


—  A 


Les  coordonnées  dn   sommet  M  de  tît  soni   donc  défi- 
nies pnf  les  e(|iiali(^ns 

\  -  (  i       /<  )  -I-  B-  (  w  -t-  //  I  =  o,         A  ./•  -t    B  r  -+-•>.< ^  c  =  o, 
V.r(  c        h  )  -h  B  K(  :■  -v  h  )  -^  Ci  z  —  h  )(z  —  h  )  -.  o. 

Vax  éliminant  (1  eiilie  {«-s  d«'ii\  dii  nièies  è<|ualioiis, 
on  obtient  l'équal  ion 

\r{  z  —  h  )i  z    -  h  -     t.  z)  -^-  \^  y  {  z  ->n  h  )  (  z    -h  —  > .;  )  =  o 


OU 


\.r(  z  —  h  \^  ~  H  V (  S  -H  A  )*  =  «». 


Kii  éliiiiiiiiiil  \  el  \\  cnlic  rcllf  écjiialmn  et  la 
première  des  li<»is  pr<''e«'denles  on  a  le<pialiiiii  ponr- 
tiiellc  du   lieu  de  M  : 

y"*  I  z    ■    h  )'  [  z  '-  h  )  -^  x'^ ^  z  —  /j  )M  i  -H  A  )  =  o. 

Après  siippiessioii  du  ('acteur  (r  -  h  )  i  z  -f-  // )  ipii 
donne   l'ensemble    des    deux    plans    parallèles    à    xo) 


(  ..i  ) 

iiMMH's  p.tr  I)  (  I  |)\()ii  (>l)liciil  une  sdi  larr  S  aV'iiil  pour 
<-(|ii;ili(iii    poru  I  lirllr 

(S)  j2(  c -T- A)^-+-.rî(  c        h)^-ii 

OU 

x^i  h  —  z)^  —  yH  h-^  z  )^, 

<'Vsl-à-dire  une  surfaire  réglée  du  lincjiiit'uie  ordre  avaul 

pour  généralriee  la  droite 

ï 
y  =  \x,         h  -  z  =  \'*  {  h -T- z), 

parallèle  au  plan  J'oy  et  s'appuyanl  sui"  Taxe  des  z  (|ui 
esl  une  ligne  double  de  la  surlaee.  Tout  plan  passant 
par  zz'  coupe  S  suivant  zz'  et  trois  autres  droites  paral- 
lèles à  xoy  dont  une  seulement  est  réelle.  La  surface  S 
esl  donc  un  conoïde  avant  pour  axe  zz\  pour  plan 
directeur  jcoj  . 

Les  c»)ordon  nées  homogènes  «,  u,  w,  r  dun  plan  tan- 
gent à  S  au  point  (x,j  ,  z)  sonl 

u  =  iJiz  —  hf, 

V   =  y.yi  z  -h  hy, 

«•  =  3^ï(  s -I- A )* -(- 3 .r*  ;  -  — /oS 

/•   =  i  hy'^ (2  -f-  A  )'  —  ilix-i  z  —  h  )*. 


cl  ou 


u        x{z  —  /i  i'  _  —  y 
V        y{  z  -^  hy  T 

(z—  h)Hz^h)^  —  {z-^-  hy{z  —  h\^  z  —  h      [Zx-h] 


r        /?[(«  — /i)3(3-,-A)»-t-(z-+-/t)3(z  —  A)î]        hiz-h^z^-h) 


ou 

tv  _         I 

r  z 


Lu    portant    les    valeurs   de  —  el   de    z    dans    (S  i   on 


(li)liriil  I  t-(|ii.iliiiii  l;iii^ciiliell<-  de  la  mii  face  S 


(S,) 


u-(  ln\-  —  /•  i' —  r'(  lnv  -(-/•)*=  o. 


II.    I.fs  é(nialii»riN  (  (  î  »  priiM-ut   s'rcrifc 


'  T  =  —ri  z  -ir  h  ).  y  — '—  i  z  —  h). 

>  h  -^  »  // 


lifs  t'(|Maliotis.  |(iiiilc.s  ,1  rHcjiMliuii  |)i»ii(l  iirllc  de  S. 
savoir 

3^*  (  5  —  /»  )•'  -f-  ^'*  (  3  -+-  /j  )»  =   <», 

(loiini-iil  les  ro(>nli)iiii»'cs  ./•,  r.  z  (l'un  [xnnl  (|ii('ln>ii(|iir 
M  d»'  la  Mirfacf  S  fii  loin  lion  de  diiix  |)aramèlri's  a 
tt  [j.   L  «•liiiiiiiahoii  di' .r  l'I  )' ddiitic  I  t'(|tiali<»ii 


l)".)ù 


a»(  c  —  /j  )  -I-  ■i'(  s  -(-  /t  I  =  (». 
A         z  -t-  /i  i  z  •>  h 


rî ^î 


l'ai    suite  les  ( ooi  dMiim-rs  du  |i(iiiit   M  lonl 


(î) 


,.. 

a» 
ï»-4-  ji»' 

] 

ii* 

'  y  — 

««-h  ^»' 

.- 

/i(a*—  ^«) 

Supposons  (|iie  \v  |>iiiiil  P(  7..  [j,  «j  )  dé«Ti\  <•  niir  dioitr  A 
a\aiil  |Miiir  éciiialiitiis 


(A; 


=  (»,  <l  T   -     A_>'  -»-  C  =  O, 


(  ^^  ) 

on  aura 

(3)  n-x-i-h^-^-c  —  n. 

Le  lien  de  M  ol  une  coiiilx'  (li'liiiir  pai  iiiiit'l  i  i(|ii('- 
menl  par  les  ('■(|(iatioiis  (2)  ri  (.i),  «•'••sl-a-diic  une 
cubi(]ii('  i;;au(lu'  V.  On  (ildienilia  les  équalions  [)»mu-- 
lufllcs  tie  celle  c'nlji(|ne  en  *'-liininanl  y.  et  'i  enlie  (^2) 
el  [l^),  ou  encore  (Mil le  \rs  é(|ualion.s 


X              V 

=  1. 

X          y 

a           ^ 

^  À' 

IX—  ^y 

=  a-  — 

■?' 

a%^  b'^^ 

-  f  =  0. 

Des  deux  premières  on  liie  a  el  ^ 

T^'-^V        T-'~/7' 

xhx  .  J'-^iy 

h  -\-  z^  '^  ~  h  —  z 

En  porlanldans  le>  deux  dernières  on  ohlienl  I  é(jua- 
lion  de  S,  comme  cela  èlail  a  prévoir,  el  l'équali)»!» 
d'un  paraboloïde  m,  passant  pai-  f)  el  1)'^  de  sorte  que 
la  ligne  lieu  de  AI  quand  P  dècril  A  esl  délinie  par  les 
équations 

(S)  x^(z  —  h)^-^y-(  z -h /i  \^  =  o, 

(ni|)     la/i  x(  h  —  z  )-h  xbhy^  /i  -^-  z  )---  c{h  —  j)(  A  -f-  J  )  =  0. 

1/interseclion  de  la  surlace  S  et  du  paraboloïde  ra, 
qui  esl  du  dixième  degré  se  conqxise  de  \)  el  D',  droites 
doubles  de  î>,  de  la  droite  de  Tinlini  /  =  o,  z  =  o 
comptée  trois  lois  «M  de  la  cubique  F. 

L'équation    (ro,)    étant    linéaire    cl     liomogene    par 


(  if)  ) 

taiMiorl  .iiix  trois  |iaraiiit'tiTS  </,  /»,  c.  un  peut  (lin-  (jn»' 
«l'Ile  é(iualiuii  ncul  ri|»i«'sriii»'i  un  paraltoloidc  (|tit'l- 
ri>ii(|ue  passant  pai-  I)  vl  I)';  alors  le  caUiil  pr«*<'é<l<'nl 
inoritre  <mr  i^inlcrsrrlioii  (i»î  la  suifacr  î>  cl  «l'un  para- 
holoiiir  <|n<'lcon(jii«'  passaiil  par-  I)  ri  D'  se  compose  (l«*s 
droites  I),  D'  «oiiiplees  deux  lois,  de  la  droite  à  linfini 
du  plati  .11)  V  coniplt'e  trois  lois  et  triirie  t  ubi(pie  j^am;lie. 
l'.tudions  riiairiteriaiit  rirjtervsectiori  de  S  avee  une 
(piadr-i<pie  (|uelconque  H  passant  par  I)  et  D'.  L'équa- 
I  ion  d)-   1 1   csl  de  l;i   loiinc 

■  Hi      \.r(z  —  A»-+- Bj{i    ■•- h)-h  C.iz  — /iHS  "- h)-^  D.ry  =  o. 

Pour-  tout  point  roniniun  (x,  K,  s)  à  H  «'l  à  S  l«'s 
païaïuèlres  a  et  ^  ser-ont  liés  par-  une  relation  obtenue 
en  remplaçant  dans  l'équatiorr  (H)  l«'s  coordonnées  .r, 
y,  z  par   leurs  valeurs  (2).  En  remarquant  que 

—  i h  i*  ,  ih  a* 


cette  relation  est 

—  i  A  A  a  '  ^î  ^  -JL  M  h  Ji'  t-i  -     i  C  /j»  2*  ^«  -I-  ï)  a'  p»  =  o. 
Klle  se  déconi|tose  en  deux   ; 

(  4  )  a»  a*  =  o. 

C.)  Mafi  —  7.\/ja  ^  7.B/i3  -  4CA»  =  o. 

La  preiuicre  d(»nr«e  sut  S   lis  droites  D  et  D'  comptées 
•  jeux  lois,  (  ar  pnur-  a  =  o  ou  .i  =  o  on  a  r  espectivemerrt 

x  =  o,         y  =z  '^,  z  =  —  h         <  droite  D' ), 

^  =  1»,         j- =  a,  c=       h         (droite  D). 

le  lieu  correspondant  du  point  P(a,  ^)dans  le  plan  roy 
est  l'axe  ny  ou  l'axe  oJ\ 

1/équation  (5  1.  qiri  est  une  n dation  homograpliique 


(    '-7  ) 

«•Dire  «  et  3,  drlinil  sur  S  nnc  cnuil)!-  du  sixiriui- 
degré  Cg.  l^e  lieu  coiTespondanl  de  P  dans  !••  [dan  .ro^', 
déliiii  par  IVqualion  (•*)),  esl  une  liypeihide  é(juilatère 
donl  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  ox,  oy. 

Si  D  n'est  pas  nul,  c'est -à-dire  si  H  n'est  pas  un 
paraboloïde,  île  {:))  on  déduit 

f.^        x  h  (  A  a  -t-  •;>  C  /n 

et  d'après  les  loruiules  (:>)  on  obtiendrait  aisi-nicnt  les 
«■oordonnées  d'un  point  de  (l^  en  fonction  du  seul  para- 
mètre a. 

La  courbe  Ce  se  décompose  (juand  la  relation  (5)  se 
décompose;  alors  (5)  prend  la  forme 

(  m  a  -H  «  )  (  «i'  S  -(-  n'  )  =  o, 

ce  cpii  a  lieu,  comme  on  le  voit  sur  l'expression  précé- 
dente de  jiJ,  quand  on  a 

A  _  C 
D  ~  B" 

L'byperbole  (5)  se  réduit  à  deux  droites  respecti- 
vement parallèles  à  ox^  oy  et  la  courbe  Ce  se  décompose 
en  deux  cubiques  planes:  car,  si  l'on  appelle  )>  la  valeur 
commune  des  rapports  précédents,  on  a 

A  =  DÀ.        C  =  BX, 

et  l'équation  [H)  devient 

[  j  -T-  X(  c  —  /O]  (  Dr  -i-  B  (  3  -^  //  )]  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  (piadriijue  H  se  réduit  à  deux  plans 
passant  respectivement  par  l),  D'  et  déterminant  dans  S 
deux  cubiques. 

Si  IJ  =  o,  la  quadrique  H  esl  un  paraboloïde,  et  l'on 


icti<)ii\(-  l« -s  n'Millals  ii)(ii(juc.s  |)lii.s  liiiiil  :  la  cuiirlx-  (!, 
i-sl  irin|ilacë<'  par  iiin'  (iihiqu**  ^aïK  In*  I  <'l  la  (iruiu*  a 
riiiliiii  du  plan  xoy  c»)iii|)U*i*  liois  lois;  I  livpfilx)!»'  (5) 
l'Nt  rciiiitlacét-  par  iiiic  dioilc  (|ii('l('oiK|iir  du  plan  X07  . 
La  cul)i(jiu-  r  (itviciil  plane  si  A  =  o  on  \\  =  o,  auquel 
cas  le  paraholoïde  se  décompose  m  un  plan  parallèle 
à  xoy  passaitl  pai-  Tmoc-  des  droiles  I),  !)'  el  un  autre 
plan  passant  par  l'autre  droite.  I^e  lieu  de  I*  est  une 
droite  parallèle  à   ux  ou  o)  . 

III.     Les    ei|iialion.s     poiK  luelle    el    laiii;rnl  lel le   de    S 
sont,   en  coordonnées  Imnio^èiies, 

(S)  .rî(  c  —  An'  -i-  v*(  3  —  An»  =  u, 

(  S)  )  //-(  //if  —  /•  l»  —  i'*(  Inv  ^-  /•  (•'  -^  «). 

Soil   une  (pialriipie  (^  avant   pour  étpialion   ponctU(dle 

/(  .r,  »',  5.  O  =  ". 

Les  coordonnées  homogènes  du  plan  polaire  d'un  point 
(.ï-,  y,  z,  f)  de  S  pai-  rapport  à  (^  sont 

"  ^  /x-         '•  -  /, ,         "  =  /:■         f  -■  fi  '■ 

en  reniplaçani  //,  e,  w.  /•  par  ces  valeui  s  dans  (  S,  ),  on 
doit  obtenir  l't-ipiation  ponctuelle  de  S.  \ùu  ideutitiaut 
r('(|ualion  obtenue  avec  Técpialion  (S)  on  voil  aisément 
(pje,  si  la  (piadrKpie  (^)  cxisii-,  son  écpiatiori  nr  peut 
èlre  (pie  <le  la  lorme 

A  ./•*-♦-  A'v'-t-  A*5*-f-  iC  z  -H  I)  =  o. 

«  est-à-dir<-  (pie  (^  est  une  (pi.i(lri(|uc  ayant  p(»ur  plans 
de  symétrie  r«xlanqulaires  _)  00  el  ro.r,  pour  axe  de 
svmetrie  oz .  I)  ailleurs  ce  résultat  est  a  peu  près  évident 
en  remarcjuant  tjue  la  surla(  «•  S  possède  (elle  symétrie 


(  ^î)  ) 

On  a  alois 

u       y^^  \  r. 

Porlaiil  CCS  \alciirs  dans  (S|),  on  ohlicnl  I  c(|uaLi()M 

\2./--|  j(  A"/»  —  (/  »  -^  (7 h  -  D  |-< 
—  A'2^2  I  -  (  \Vi  -H  C  )  -H  C"  A  -r  I  »  l''  =  o. 

Kn  idcnllliant  avec  (S),  (jn'on  écrit 

x-  [Il  —  c  )•■'  —  y-[  h  -i-  z  )■'  =  o, 

on  a  les  rclalions 

A'(  C  —  K  h)  =  — ^^ ; 

h 

=  A  •'  (  A  //  -i-  ( ,  )  =  7 , 

h 

(|ni  se  réduisent  aux  deux  suivantes 
D  =  Vh\ 

ClA"^— A'^)  =  Vh[\^-^  A'^). 

Les  deux  coelficienls  A   el    A'  >ont  dinéients  de  zéio  ; 

quant  à  A"  il  peut^èlre  nul  ou  non. 

Si  A"=  o,  on  a 

D  =  o, 

cl,  comme  C"  est  dirtérenl  «le  zéro,  sans  {|uoi   la  <|ua- 
dricjne  (^  se  réduirait  à  deux  plans,  on  auia 

a"— A'3  =  o, 
doù 

A*=       A'î, 

A   =±  A'. 


(    .io    ) 

Les  (|ii.iilri(|ins  «)  (iiil.  il.uiscf  cas.  pom  ('•i|u,itioii  t;éiM'- 

lalr, 

K(t*±  y*)-\-'i(Vz  =  o 

ou 

T*r^  .»'*-»-  'i/'S  =  «>i 

c  f>l-à-ilirt'  bonl  <J«"S  j)ai  dln»li>iil»s   (J,  de   i  es  ulininii   ou 
équilalj'res. 

Si  .-Vii'csl  |>a.s  mil,  I)  «si  diUj'icnl  «le  z»mo  ainsi  qur  C", 
A  et    \'.    .Nous  poMTniis 

1  I 

pai    Miitr 

A^.'.    A- «s.    G'=v//";-";;'. 

<j  - — f /  - 

L  «'(luntion  générale  dis  (jnadi  i<|iM's  (^)  ol 

a»xJ-4-a  ;«  >î^  \'z*-+-  x\'/i  ^"''^  ",'  z  -H  A"/»'  -  o. 

Cninnic    A"    (■>!    tliir«'iriil    de    /.eio,   on    jx-ul    suj)|)os<'r 
A"=i,ei  re(ju.ilioii   j)rét'édentc  s'écrit 

(  a*  -H  fl*  I 

^    ,.     ,  .    51   ^   ^/Tjî-     a'î    V-î-H   5Î-^<A  ; —Z  ->r-  ir-^-  O. 

(l Cl    - 

On    t)l)li»nl    I  enveloppe   de  ces   (|uadri(jnes    (^   en    éli- 
ininanl  a.  a  i-nlri;  l'éijualion  précédente  el  les  suiv  an^e^> 


[a-  —  Il     <t.<i        I  fi  ■  ^f-  n  ■  I  I  II 
ia*x»   -t-jt/iz :; 7-— =  o, 

i  a'^  K*  -(-  2  A  s  ^ — rr-; =  O, 


c  esl-a-dire 

iax-   —H/i 


i  a    V*  -H  8  «  s  z ;--;    =   O, 


(  ;i'  ) 

De  ces  «l<ri\  (Ifiiiirrcs    ('•(jiial  ji»iis  on   (h'iliiil,   m   ««liiui- 

iiaiil  z, 

ri*.r»  -4-  «'*>'*  =  o, 

el,  d'aprrs  I  «'(luiilion  /i.r.  )  ,  z  o.  i»ii  aura 

C-  -4-  JJ! 7—  z  -h  /l^  =  n 


OU 


3*  ■+-  A*        a'*  -f-  fi* 


D'où 

On  en  déduit 


•?.h  z  a'-—  a- 

U  —  /M*  _    ia*    _   <72 

a  .    z  —  h 


a 


[IcMiplacant  —  par  l'une  ou  I'huIic  de  ces   valeurs  dans 

l'équalioM 

a'^x-  -r-  a'^y^  =  o, 

on  oblienl  pour  envi'loppc  des  quadriques  (^  les  deux 
suflaces 

j'^  (-  —  /»)•'  ±  j2  (  -  ^_  /,  ^3  =  o^ 

dont  I  une  est  la  suilac»'  S. 
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(  3.  ) 
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<lc>  fail-  |)riiic-i|iaii\  ilf  la  lln-nrir  /nire  (!«•>  (•inirlu's  algé- 
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Miin«'«"  par  la  pn'iMTupation  d'i-tuiliiT  \vs  fnnrtions  alpé- 
hriaues.  I.^?^  CMiiuai-saiu  rs  -upp<»«iêi's  oliez  le  Ifcleur  xml 
riiluilo  au  riiinitiinin  :  rliiinnl^  «ir  la  (  it-ninr-tr  ir  aiial\  lii]iif 
<-i  <in  Calcul  «lilIVifUlii'i. 

I  II  rr--uiiii-  lii-  r<  )ii\  r;i;;i-  )'ii  liia  ii  iii  ii.i  i  (  1 1'  l<-  plan  fl  la 
porlée. 

ClIAl'ITME  I.  —  (  ifUiTailIr"-,  <li(lllltliin»  d»'»  cnuil)»  aljjr- 
Itiitpn-s.  di^liiiclion  eiUrr  l<"-  pi'>pri<-lf-  iiM'tii(|Ufs  v\  les  pro- 
piiét»*«;  pinjectiM^,  élt'UH'Ul»  inia;;iiiairt-.  piiiicipc  de  dualilé. 
«ndif  et  cla'^ie  d'une  ciuirlte. 

<iuvi>iriu:  11.  —  l'ulaire»  de  dixei-  indu».  |Miiiil-  iiiiiltiple». 
Itiir  iiilliKiK  !•  -m    la  cla-se.   lliéurie  de»  eii\t  luppe». 

Ghaimtkk  m.  —  (^uirl)es  associées  à  une  Cfimlie  donnée 
(  liert/ieimc.  <a\leNenue.  sleinérienne  i. 

•  iiM'iini:   IN.  I"<ii mule»  de  riii(kci. 

CuAITIIiK  \.  —  Niilidii  de  ;;eiir»',  couilic»  iMiiciir»ale».  (  itii- 
»ervali"U  du  ^curc  par  une  Iransfoi  iiiatiMu  liiialioiim  lie 
(  d<Mii<»n»lra(ii>ii  de  /.cul  licn-Heitini  i. 

CiiAPlTlU-;  NI.  —  l)élinitii>n  du  hianf^le  onnlylifjtif,  re- 
cherches des  as)  mploies,  de»  (nn/hes  tifi/iroclutntes,  de 
l'équation  «l'une  courbe  de  foi  nie  donnée  a  /irinri.  La  lecture 
de  ce  Chapitre,  consacré  à  de»  »ujets  peu  connus  en  Krance, 
crovons-nous,  e»l   (oui   pai  (iciiliiit'iueut  reconiniandable. 

<',H\iMil(K   \  II.  iJudc  de«  »iii^ularili»  ch-xces. 

CuM'iriu    \lll.  rran»foi  Mialioii»    en  particulier  traii»ror- 

inalion  ipiadral  i<pie  .   t/is/nf  sion  de»  »in;;iilariti». 

CiiM'iTRK  i\.  -  Kliide  ;;i:nerale  des  corre»pondances  entre 
Courlie». 

•  .iiM'iiii»;  \.  —   Kliide  lie»  points  coniiiiiin»  a  deux  courbe». 

'riieoicnie   de    l'iiil    et     Nul  lier. 

tiiiAiTiKi.  \l.   -     Application  de»  résultat»  du  (diapitre  pr»-- 
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rédeiil    aux    <'iihi(|tif*.    ;iii\    if un rtifj iir:\    tie    l.iiroth   (  fircMii'»- 
criles  à  mif  iiiliiiiir  tli*  prntagones  complets  ). 

Cll.VPiTUK  \ll.         I.liiili'  parliciilii'ic  (les  ciiIh(|iios. 

CilAi'iriU-:  \lll.  IJinlr  iiarticiilit-rc  «le»  (|iiarli(|U<'S. 

Chapitiik  \I\  .  —  Systèmes  «le  rourhes  (  faisceaux,  réseaux, 
systèmes  non  liiicaires,  caractéristiques). 

J'ai  lin  rue  Imnier  a  un  e\|ii»sé  très  rapide.  (|ui  ne  donne 
pas  une  idée  suflisante  de  la  licliesse  de  rOu\ra},'e,  el  mm  plus 
de  la  précision  el  de  l'élégance  des  démonstrations.  Signalons 
en  terminant  que  les  ligures  sont  dessinées  a\ec  le  plus  grand 
soin  :  les  courbes  v  sont  tracées  avec  leur  forme  exacte,  sauf 
pour  un  très  petit  nomlitc  de  figures  schématiques  que  l'auteur 
signale  du  reste  ini-niéme.  R.  B. 


CEIMIFICAIS  M  MKCWiyiE  HAIKIWELII-. 


Besançon. 


Ei'REi  vii:  i:(:iuri:.  —  1.  Etablir  le  théorème  de  Lagrange 
et  Dirichlet  sur  la  stabilité  d'un  système  dépendant  d'une 
fonction  (le  forces  et  d'un  nombre  Jini  de  paramètres. 

II.  Un  ressort  de  masse  négligeable  communique  à  un 
pendule  j>esant  un  moment  de  rappel  proportionnel  à 
l'angle  d'écart  au  point  mort  du  ressort. 

i"  Calculer  la  position  d'équilibre  et  la  durée  des  petites 
oscillations  exécutées  autour  de  cette  position  par  le  pen- 
dule ainsi  modi/ié. 

■j'."  En  supposant  petite  l'arlinn  de  la  />esanteur  />ar  rap- 
port à  celle  du  ressort,  étudier,  par  la  méthode  de  la  va- 
riation  des  constantes,  les  grandes  oscillations  du  système, 
et  déterminer  leur  durée  en  fonction  de  la  demi-ampli- 
tude en  cours  prise  par  rapport  à  la  position  du  point  mort 
du  ressort. 

3"  Comparaison  de  deux  écarts  e.rtrémes  consécutifs. 

A'in.  de    \liit  lieniat . .   '\'  ■.«■rie,  i.   \I    i.lionicr  i}»ii6.)  3 


Ki'Ui  I  V I  iu\  I  i(.>i  i:.  —  L'n  /'fiultile  tonstifiié  i/'iinr  lii:e 
trt's  rninir  ff  t/'unf  s/i/iirf  lif  lo""  de  rayon  est  muni  d'un 
[iftit  curseur  ilunt  l<i  /misse  est  à  celle  de  la  s/ihére  dans  le 
ra/>/><>rt  de  i  à   \'i.-i. 

On  demande  : 

l"  Au-dessous  de  -juil  ni\iini  N  <«//  idncera  le  curseur 
l<nur  être  assuré  que  toute  descente  du  curseur  ralentira 
les  battements  du  pend ti le'.' 

•  "  Après  avoir  place  le  curseur  au-dessous  et  près  de  la 
s/dière,  quel  ébat  /""'->!  tn,'i,.ii,r,,i,  ■  m  seur  pour  i/ue  cet 


ébat   soit    capable    de    corriger    un    écart    de     marche  de 
±  i5  battements  du  pendule  sur  ><().<«><>  battements. 

La  distance  de  I  axe  de  suspension  au  centre  de  la  sphère 
est  i"";  la  masse  de  la  tif^e  est  regardée  comme  néplineable  ; 
le  pendule  est  supposé  placé  n  température  constante. 

(  Juin  i()()').i 

l'^i'RKl  VK  ÉciUTK.  —  I.  r  Théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement 

■j."  Un  ensemble  de  points  nuitériels  est  soumis  éi  des 
forces  mutuelles  dont  le  potentiel  est  une  fitnction  uni- 
fortne  de  la  confiffuration  intrinsèque  du  système  ;  démon- 
trer que,  si  cet  ensendtle  a  toutes  ses  vitesses  nulles  au  dé- 
part, il  ne  pourra  reprendre  plus  tard  sa  conkiui  hat(o>° 


(    .^:>    ) 
INITIAI. K  '///'•  si/  /rtnii/if  l'/i    mrinc   tein/is  son   ohikmmion 
IMTIAI.K. 

11.  ( hi  ro/isirfrrr  une  tii^r  hinnitL^mr  penantP  s^i/ijinvanl 
avec  frottements  sur  I  inttiwtir  d'une  tleini-siilieie  creuse 
et  sur  le  bord  de  la  circonférence  horizontale  ijui  limite 
la  surface  sphériifite  supérieurement  :  former  les  éf/ua- 
tions  qui  feront  connailre  les  inclinaisons  extrêmes  de  lu 
tiffe  sur  l'iio/izon  entre  lest/uelles  se  répartiront  les  in- 
clinaisons de  la  tii;c  maintenue  en  équilibre  tlans  le  plan 
d'un  même  grand  cercle  vertical  de  la  sphère.  Le  coeffi- 
cient des  deu.r  frottements  est  f. 

lipRELVE  l'UATioi'E.  —  Deux  cames  à  promis  rectilignes 
sont  portées  par  deux  solides  en  rotations  parallèles  et  de 


sens  contraires  autour  de  deux  axes  O  et  O'.  Soient  lo  et  co' 
les  vitesses  angulaires  des  deux  solides  à  un  instant  donné. 
On  demande  : 

i"  D'étudier  comment  varie  le  rapport  —,  durant  la  con- 

duite  de  la  came  O  par  la  came  O' . 

1°  De  calculer  les  angles  a  et  a'  dont  tournent  alors  les 
deu.r  solides  pendant  la  conduite  depuis  l'instant  où  les 
deux  pro /ils  formaient  une  seule  et  même  droite  perpen- 
diculaire commune  au.r  deux  axes. 

Données  : 

cm 
Dislances  de>  axes  00' id 

Distances  des  becs  des  deux  prolil.-<  \  (JA ^o 

à  leurs  axes  respectifs  (   OH io 

(  Novembre  1905.) 


(  v\  \ 


Bordeaux. 

tl'KKi  VK  KCRITK.  -  I.  l  rtt/f  rn/io  n.  Avce  Irral  ifins  tnrt- 
t^tntielle  ft  centripète.  JJèterniination  île  /  arce/rrrititiu 
dans  un  système  de  coordonnées  tun'i/i^'nes  tftielcvn^urs: 
application  aux  coordonnées  pulaireê  dune  If  plan  tt  dans 
/'espace. 

II.  Mouvement  d'une  barre  soumise  à  des  liaisons  sans 
frottements  et  attirée  par  un  point  Jixe. 

La  barre  est  homogène  et  pesante;  t'ertrémité  B  glisse 
sur  un  cercle  vertical,  rea-trémité  F  est  articulée  en  un 
point  de  l'arc  du  cercle.  Le  point  le  plus  éleié  A  du  cercle 
attire  les  éléments  de  la  barre  proportionnellement  à  la 
distance  et  à  la  masse. 

i)n  déterminera  les  forces  de  liaistms  auxquelles  la 
barre  est  soumise  en  \i  et  V . 

liPHKivK  l'HATiyLK.  —  Un  .solide  homogène  a  la  forme 
d'une  pyramide  dont  la  base  ABC  est  un  triangle  ét/uila- 
téral,  et  dont  la  hauteur  est  SA,  S  désignant  le  sommet. 
Déterminer  le  rayon  de  giration  autour  de  l'arête  SB  : 

AB  =  I"',  SA  =  •/'". 

I  Juillet    190').) 

KiMut  VK  KCHiri;.  —  I.    l'endule  composé. 

\\.  Mouvemeiil  d'un  flisffue  qui  <i  un  point  fÏTe  et  d'une 
chaîne  placu-e  sur  sa  fiériphérie. 

Le  disque,  circulaire  et  de  rayon  H,  hon\ogène  et  pesant , 
est  mobUc  sans  frottements  da/is  un  /dan  vertical,  autour 
d'un  des  points  O  de  su  circonférence. 

La  chaîne,  homogène  et  pesante,  glisse  tans  frtttiements 
sur  une  gorge  pratiquée  à  ht  périphérie  tlu  disque. 

(as  où.  à  l'orif^ine  du  temps,  le  système  est  immidule . 

Ki'RiiNi,  i'HMii.)(K.  —  Calculer  l'énergie  cinétique  d'un 
discfue  circulaire  homogène,  fiesant  3*^,67.3  et  roulant  sans 
glisser  sur  une  route  horizontale,  de  telle  sorte  que  son 
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centre  de  Ji^iirr  parcoure   unifornu'nn'iit    km»'"   en    \    mi- 
nutes : 

A'  =  y,*^<J'.>  nii'Ires-sccnndcs. 

k'xprirner  /c  résultat  en  unités  cuininu/ies  et  en  unités 
().  G.  S.  (Novembre  igoî.) 

Grenoble. 

EpREUVK  KciuTK.  —  Une  barre  homogène  OA,  de  niasse  M, 
de  longueur  l,  est  mobile  autour  de  son  extrémité  O  qui 
est  Jixe.  Vautre  extrémité  A  est  attirée  par  un  point  fixe  H 
situé  également  à  une  distance  l  du  point  O.  L'attraction 
est  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance; 
c'est,  d'ailleurs,  la  seule  force  donnée. 

i"  Former  les  équations  du  mouvement  de  la  barre. 

'i"  Discuter  ce  mouvement,  en  supposant  qu'à  l'instant 
initial  la  barre  est  lancée  tangentiellement  au  plan  per- 
pendiculaire à  OB  passant  par  O. 

3"  Dans  ce  même  cas  particulier,  déterminer  explicite- 
ment en  fonction  du  temps  les  cosinus  de  l'angle  AOB. 

hlpRKi  VE  l'RATigLK.  —  Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  rer- 
tangulaires.  Les  sir  plans 


X  ^  a. 

a:  =  —  flr, 

j  =  a, 

r  =--«. 

5  =  c, 

z  =  —  c 

déterminent  un  parallélépipède  rectangle.  Ce  parallélé- 
pipède limite  un  solide  homogène  S  dont  la  masse  est  M. 

A  l'instant  initial,  le  solide  S  est  animé  d'une  rotation  tu 
autour  d'un  axe  OR,  situé  dans  le  plan  xO z,  faisant  avec 
Oz  un  angle  x.  Dans  l'espace,  cet  axe  OR  est  dirigé  sui- 
vant la  verticale  descendante. 

1°  Déterminer,  à  cet  instant,  la  force  vive  de  S  et  le 
moment  résultant,  relatif  à  0,  des  quantités  du  mouvement 
de  S. 

1°  Le  solide  étant  abandonné  à  l'action  de  son  poids  [et 
n'étant  soumis  à  aucune  liaison  ),  déterminer  le  mouve- 
ment ultérieur  par  le  mouvement  du  centre  de  gravité   et 


,'    '.s    , 

les  tliimnls  tlu  iniitlii/tiffit  ttutonr  du  cf/it/r  tie  f^'iunitr 
(r/tnes  roulettes,  vitesses  fin,i,'ii/(iires  >.  Ouels  seront,  nn 
l/out  tlu  temps  f^,  tes  anf^les  tl'Fuler  dé  /in  issu  nt  /'nrim- 
tatiofi  du  trièdre  ().ryz  />tir  rn/i/tort  n  un  autre  trii'ilre 
dont  les  n.res  ont  dis  diret  lions  fixes  i/tir  l'un  cluiisi/n 
comenahlenient. 

3"  A/ipliealiiin  nttnti  riijtti-  : 

M         1.  (i  —  v^,  6  =  1,         (o  =  3o,  t\  —  I 

I  iiiiiirs  (!    C,    Si.  n|;  ,  s/  /,t\^r,  //,',,    iiii.  rieurf  de  ^<')- 

NmxoimIjic   Hjo').) 

Lille. 

Ki'HKi  VE  KCHITE.  —  I.  A/i/dii/uer  les  é/uations  f^énèrales 
ili-ijuiUhre  d'un  fil  jlerihle ,  inertensible  et  sans  torsion  à 
la  reeherche  de  la  Jipurr  d  éfjuilihre  d'un  Jil  pesttnt  lio- 
mof^'ène  librement  sus/te/itlu  /mr  ses  deu.r  extrémités. 

II.  Un  tulir  ri rculnire ,  hontoi^'énr ,  pesant,  de  très  /irtitr 
section,  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une 
droite  horizontale  Ox.  A  l'intérieur  du  tube  f^'lisse  sans 
frottement  un  />oint  pesant  de  masse  essaie  à  celle  du 
tube. 

Etudier  le  mouxement .  en  sujipxsant  t/iia  l'instant  ini- 
tial le  système  est  abanilunné  dans  le  fdan  vertical  de  Ot 
avec  fies  vitesses  dirigées  tlan\  re  /dan. 

Ki'BKlVK  l'HATIOlK.  —  Déterminer  la  vitesse  tl'une  balle 
de  re\'oher  d'après  les  fdysendlions  sui\<iutes  faites  à  la 
balance  balisfir/uc  : 

r  La  balle  produit  une  tléi'iation  maxi/na  de  l'i"  \n' ,  la 
distance  de  la  ligne  de  tir  et  l'a.re  de  rotation  étant  de 
iy",'JL\  la  il  urée  d'oscillation  est  de  f>',~. 

}."  'lO*  \us/>endus  au  laier  à  jo""  de  l'a.re  fie  siispeiisnin 
donnent  une  déviation  permanente  de  1 4"*io'. 

l.a  masse  de  la  bfille  est  fie    »',  ~. 

N.  M  —  Ihi  établira  sommtiiremenl  Ifi  formule  fpii  dé- 
termine la  vitesse  demttndee.  (  Novfinlin'  \\\o^.) 


.H) 


Montpellier. 

Ki'HKUvE  ÉntirK.  —  Un  l'/fi/iso'n/e,  hn/n>>i,'i'/if'  ft  pesant, 
dont  la  masse  est  égale  à  O.  a  /mur  équation  par  rapport 
à  ses  axes  de  symétrie 


r 


s" 

-h  —  —  I . 


Cet  ellipsoïde  étant  immohile  et  s'appuyant  sur  un  plan 
horizontal  fixe  par  l'un  des  siminitts  de  son  ^ifrand  axe, 
on  lui  imprime,  au  /xtint  de  voordnnnées 


y  =  \i 

une  percussion  ayant  pour  composantes 

^—\/^-      ^  =  -      ■'■  = 

Quel  mouvement  prend  le  solide? 

Ephklvk  PRATIQIK  —  Une  barre  pesante  AB  repose  tan- 
sfentiellement  sur  une  courbe  dont  le  plan  est  vertical,  et 
appuie  son  extrémité  A  contre  un  plan  vertical  perpendi- 
culaire au  premier.  Déterminer  la  courbe  de  manière  (/ue 
la  barre  reste  en  é(juilibre,  quel  que  soit  son  point  de 
contact. 

Il  n^y  a  pas  de  frottement .  (  iNoviMiiltre  190J.) 


Toulouse. 

Epkkuvk  kchitk.  —  I.  Les  extrémités  d  une  tige  homoi^ène 
pesante  \h  de  lonf^ueur  v.  /  sont  assujetties  à  se  mouvoir, 
la  première  sur  une  horizontale  0.r,  la  seconde  sur  une 
verticale  O  >'.  Le  système  tout  entier  tourne  autour  de  Oy 
avec  une  vitesse  angulaire  constante  (o. 

Oh  demande  : 

1"  De  former  les  équations  du  mouvement  relatif  de  la 
barre  dans  le  plan  ./(►>. 


(  1" 

Ih-  liuUKt'r  la  /nisifio/i  (l'i'i/iiililiri-  lelulif  lir  ht  hurre. 
Cet  é(i  II  mitre  rsl-il  sliihir  mi  insdthle'.' 

'\°  I>iins  If  rus  «l'i  rriiiiilthn-  t'sl  sttihli-,  ilitiKlirr  /«• 
i/iiiint'fm/i/  ilr  la  Ixir/r  tiutnitr  df  ctltr  fmsitinn  d'cqtti- 
libre. 

.\"   Hr  ciili  uhr  les  i  iurlio/is  tiii  r  poinls    \  cl  li. 


(>n  néglige   h'   fniltcinrnl  des  extrrmilés  \  et  W  sur  Ot 
it  U  K. 

II.    Ihii.r  fiiiiilii's  homogènes  situées  dans  un  même  plan 
vertical  tiiiiinriit  autour  de  deux  axes  paralli-les  ()  et  O' 


avec  des  vitesses  angulaires  estimées  dans  un   même  sens 
de  rotation  èi^ales  à  Wo  et  (o„. 

Un  Jil  non  tendu  s'enroule  sur  les  deux  poulies.  A  un 
moment  donne  le  fil  se  tend  de  telle  sorte  t/ue  les  mouv- 
intnts  des  deux  poulies  quiétaient  indépendants  deviennent 
brusquement  solidaires  l'un  de  l'autre,  (hi  suppose  que  la 
tension  du  Jil  persiste  apfès  le  rhoc,  et  l'on  demande  ce 
que  deviennent  les  vitesses  angulaii  es  des  deu.T  poulies. 
On  donne  les  rayons  des  deux  poulies  R  et  H',  les  moments 
d  inertie  ix.  et  \x' . 


(  4'  ) 

PipRKlVE  l'n.VTH.)!  i:.  —  Computer  h-s  innwfnt%  rl'imrtie 
rflalivcment  à  leur  art'  commun  A  drs  Imix  nnneaur  ho- 
mogènes  engendrés  par  la   réi'olution   simii Ittmée  d'une 


A 

C^^^^W^^^ 

**^"^                             r-..                         ^>^ 

v\^|  5Ji::i!^ 

■■.^ 

h^' 

ellipse,  fie  son  rectangle  circonscrit,  de  son  losange  inscrit 
autour  d'une  droite  A  parallèle  au  petit  axe  de  V ellipse. 

(Novembre  igoï.) 


CERTIFICATS  irASTROVOMIL 


Besançon. 

Éphecve  écrite.  —  I.  ( >n  demande  de  calculer  les  élé- 
ments Q,  lo,  /,  q  et  T  d'une  orbite  parabolique  possédant 
les  racin.es  de  l'équation  d'Euler  s,  u,  r  et  r' . 

II.  Etablir  les  formules  usuelles  de  la  parallaxe  en 
ascension  droite  et  déclinaison. 

Epreuve  pratiqie.  —  Calculer  l'arc  de  grand  cercle 
d^korizon  compris  entre  le  lever  du  Soleil  au  solstice 
d'été  21  juin  et  au  solstice  d'hiver  ii  décembre  à  Besançon. 

Latitude  de  Besançon .  .     o  =  47"  1  4'  ^'j'-  4 

Inclinaison  moyenne  de  IVcliptiquc 

sur  l'ëqualeur a»  =  yi"?.-'    y,6 

(Juin  ii^o5.) 


ÉPRRivE  ÉCRITE.  —  I.   Planètes.  Etablir  les  lois  du  mou- 
vement héliocen trique  et  donner  l'ensemble  des  formules 


(    42   ) 
«jiii  font  cimiKiitrf  IfS  ciundntini'i's  i^'t-nct/i frnfiirs    iifitnfo- 
rialts. 

II.  Interpiiliition.  hr  Itt  J'nrrniili'  loiultiiiifiitdlr  ilr  New- 
ton (liduire  la  fnrmulc  usuelle  ou  de  Stirliiif^s 

f\  a  -+-  Uiv  ) 

=  /(rt  )-t-  -/(«)-+-       .  /  i«) 

//(//«—  I)  </»(«»—  I) 

I  .  A  .  1  I  .  Jt  .  J  .   I 

Ei'HElvi:  l'Kvriot  K.  -  '/'ntme/-  le  nionient  nù  une  ramète 
ptiraholii/ue  tirant  /xissé  nu  périliélie  le  li  septenihre,  ù 
midi,  sera  à  une  distnnre  du  Soleil  r  =  7.,o'>'} .\io,  sachant 
que  la  distante  fierilnlie  y  ^  i,  Vi'iiijj  et  que 

1..^ /?=  H,7.J558i. 

Uniti'  tir  distance  :  Terre,  Soleil . 
Unité  du  temps  :  jour  solaire  moyen. 

I  !\()M'iiil)ri'  I9<»i.) 

Bordeaux. 

hipnKiVK  KCHiTi:.  —  Httthlir  f,'eomet ritjuement  l'étfudtion 

de  Kepler 

u  —  *•  sin  M  —  nt. 

Expression  du  rayon  vecteur  r  en  fonction  île  u. 

Expression  de  l'anonialie  vraie  \  en  fonction  de  l'ano- 
malie excentrique  u. 

Expression  de  l'anomalie  traie  \  />ti/  une  série  or- 
donnée suivant  les  puissantes  eroissttntes  île  e  et  les  sinus 
des  multiples  de  n  . 

Ki'HKi  VE  PHATiyi  K.  —  I  ttliul  de  l'éclipsé  de  Lune  du 
I  j  août  11)0  1  /"'/■  /"  metlitide  des  différences  d'ascensions 
droites  et  tiéclinaistins.  (Juillet   i<)<)5.) 

Kl'RKl  VK  KCHITK.  —  Ihniontrer,  par  des  considérations 
géométriques,  les  fttrmules  île  Mtiyer  et  de  Bessel  pinir  la 
réduction  des  ttOservations  méridiennes. 


(  43  ) 

Rapport  algébrique  de  ces  deux  séries  de  formules. 
Détermination  e.rpérinwntnle  de  l'inrlinnisnn  de  l'axe 
et  de  la  collinifition . 

[•A'WEivK   i'R\TH,ii  i:-   —   Calculer  /xiiir  Bo/iletfux 
(  o  —  44"5o'7',v.  ) 

les  digressions  de  la  polaire  (o  =  t<S"i6''|>",  i  )  lorsque  ses 
angles  horaires  sont  de  'i'-o™,  5''4"',  5"8"',  ...et  S^ao'". 

Vérifier  le  calcul  par  la  méthode  des  différences. 

La  digression,  comptée  à  partir  du  .\ord vers  l'Ouest,  est 
donnée  par  la  formule 

cosô  sin  t 
tangA  = 


COSO  sin 0  —  sin  <p  coso  cos  t 

(Novembre  igoS.) 

Grenoble. 

KpRELVK    ÉCRITE.  I.     Compensation    des    angles  d'un 

triangle. 

II.  Compensation  des  angles  d'une  chaîne  de  triangles 
qui  s'appuie  sur  deu.r  bases  extrêmes,  tous  les  angles  des 
triangles  ayant  été  mesurés. 

III.  Théorème  de  Le  gendre  pour  la  résolution  d'un 
triangle  géodésique. 

EpiiKivK  l'HATiuiE.  —  Etant  donné  l'azimut  A  du  coucher 
d'une  étoile  de  déclinaison  ;_!?,  calculer  la  durée  T  de  la 
course  apparente  de  l'étoile  au-dessus  de  l'horizon  du 
lieu,  ainsi  que  la  latitude  X  de  ce  lieu.  Déterminer  les  va- 
riations AT  et  aX  de  T  et  de  \  qui  correspondent  à  une 
variation  A  A  de  A. 

On  ne  tiendia  pas  compte  de  la  réfraction.  Application 
numérique  : 

A    =      G6"    i'i3",j, 

(.0    =  — i6"38'    i',o2, 

AA  =  -(-!'. 

(Novembre  1905.) 


(  ii  ) 


Marseille. 

Ki'iiKi  vi;  KciUTi:.  —    l'In'orif  //<•  ///  lum  ttv  iinriilifune. 

Kxptjser  cu/nnicnt,  tn-rc  une  lunette  inètidienne  bien 
réfilée  et  une  pemlule,  un  détermine  l'heure  locale  ainsi 
tjue  les  ascensions  droites  relatives  <les  astres. 

Etablir  les  formules  qui  permettent  de  tenir  compte  des 
erreurs  instrumentales  et  expliquer  comment  on  déter- 
mine ces  erreurs. 

lOpRKLVK  PRATioiE.  —  Connaissant  ta  latitude  géogra- 
phique -i  d'un  point  de  la  Terre,  calculer  la  latitude 
géoceniriifue  •b  de  ce  point  et  son  rayon  vecteur  r,  en 
admettant    que     la    surface    terrestre    est    un    ellipsoïde 

de    révolution    dont  l'aplatissement  est  — -  et  en  prenant 

pour  unité  le  rayon  éipialorial . 
Donnée  numérique  : 

43"i8'i7'ô.. 

(  NoM'inljrf   igoj.) 

Montpellier. 

KpRKlVE  KCRiTK.  —  Erreur  d'e.rcifntririté  dans  le  théo- 
dolite. Forme  et  détermination  «les  constantes  instrumen- 
tales Jigurant  dans  la  formule  de  correction.  Erreurs  de 
division  des  cercles  gradués.  Formule  générale  de  toutes 
ces  erreurs  et  procédé  général  d'élimination  par  l'emploi 
de  plusieurs  Derniers. 

KpRKi  VK  PRVTigUK.  —  La  formule  pour  la  correction  de 
l'erreur  d'excentricité  dans  le  tUèiutolite  est 


Àmà  n  ^  r  r 


supposons  que  les  constantes  instrumentales  son  nt 
-  =  — ; — ,  a  =  18-».  7.0  i? 

r  2DOO 


(  45  ) 

ef  //Ut'  l'on  ail  fuit  hi  lirtiiir 

I)éterininff   ht   correction  p   en  secondes  et  a  moins  d'une 
seconde  près.  (JSo\eiiil)i t  I9<)5.) 

Toulouse. 

ÉpRïît'VE  ÉCRITE.  —  I.  lU' finir  Vt'ifuation  du  centre.  Étu- 
dier sa  variation. 

II.  Deux  planètes  X  et  B  décrivent  dans  Le  même  plan 
des  cercles  concentriques  dont  les  rayons  sont  respective- 
ment 16  et  36,  le  moyen  mouvement  diurne  de  la  planète  B 
étant  6.|".  On  suppose  qu'à  l'origine  du  temps  les  deux  pla- 
nètes sont  en  opposition.  On  demande  : 

1°  De  trouver  la  lonscitnde  de  la  planète  A  supposée  vue 
de  la  planète  B,  et  d'étudier  ta  variation  de  cette  longi- 
tude ; 

2"  De  trouver  l'angle  sous  lequel  on  voit,  de  la  planète  B, 
la  planète  A  et  le  Soleil  et  d'étudier  la  variation  de  cet 
angle. 

ÉiiHEiVE  PKÀTiQLE.  —  L' excentricité  de  le  planète  (23)  Thudie 
est  o,  23ij'29i  et  son  moyen  mouvement  diurne  833.  j.  A  une 
certaine  date,  l'anomalie  vraie  étant  3o",  on  demande  de 
calculer.  : 

1"  L'anomalie  excentrique  à  cette  date; 

2"  L'anomalie  moyenne  à  cette  date: 

3"  Le  temps  écoulé  depuis  son  dernier  passage  au  pé- 
rihélie. (  .Novembre  igoi.) 

Nancy. 

EpRElVE  ÉCRITE.  —  I.  En  supposant  connues  les  trots 
formitles  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique, 
établir  les  analogies  de  .\eper. 

\\.  Expliquer  comment  on  établit,  en  Astronomie,  que 
lies  :pJanètes  suivent  les  lois  de  Kepler.  Les  six  éléments 
d'une  planète. 


<     i<i   ) 
I-.l»Hli\i:   l'ii  \ll(,>i  i;.   —  A    une  certaine   époque,    les  roni- 
données  /ii/i<irt'/it/i>/iits  i/'iine  />/(tnite  nnt  pour  vulettrs  : 

Liiii<:iiii(lf /  —  I  \\\"    i   '>7',<i 

L;Uilii<le /—       '>"i9'n»',8 

Rayon  vocIimm  /  —  <>.7iS»«h7 

Ihi  ilcnianiie  de  cdlinler  /</  Imi  :: idiile  1  et  la  lnliliiile  i 
^)oventri(/ui  s  de  cette  planète,  sdclutnt  f/ue,  ti  lit  nient' 
époque,  la  Terre  a  pour  coordonnres  lièliocentriques 

l.iiiiuilii'l'' 1 1  —  ■?.[)'»"  i  V  'ij.',io 

Ha>uii  vectfiii' 'i  ~  I ,  oi(ii45  4 

(Juillet  i()o5.) 


soM  Tiovs  m:  (hhstio\s  iMiorosKKS. 


1664. 


(/ne  courbe  du  quatrième  ordre,  qui  a  trois  points 
doubles,  admet  f^énéralement  quatre  tangentes  doubles, 
qui  forment  quatre  triangles  honiolnf^iques  du  trianf:^le 
déterminé  par  les  points  doubles.       <  Kk>k>t  I-Jii'okcq.  » 


1665. 


Si  trois  cercles  sont  inscrits  a  un  trianf^le,  les  qua- 
trièmes tanf^entes  communes  qu'ils  admettent ,  pris  deux  à 
dru.r.  forment  un  frianpie  homolni^ique  du  premier. 

(  Khnkst  l)l  l'ORcg.) 

^^||.l  TIONS 
l'ai    M.    Tmi  . 

l-a  <l<Mri<>nxtrati<)n  ijc  la  |)i-ii|)o-ili<in  HUî")  est  immédialf. 
Su|i|)i>s<)ri»  p.'ir  i'\<'m|il«"  (jiic  hs  trois  cerrlfs  <loni  il  s'agil 
»Mi«;ni    \e>    trois    («mcIcs   exinscrits   :    ainrs   on    \<tit    tout    «le 


(    17   ) 

suite  (lin-  II*  lûtes  1^1  triiiii;;le  liinin'  |i;ii  le*  i|ii;il  riiines  t;iii- 
geiiles  coinriMiiies  leiieuiilieiit  les  côtés  du  lriaiip;lo  ilonin'  itii\ 
pieds  (les  bissect liées  extérieures  fie  re  dernier.  (!(;s  pieds 
soiil  en  lif;ne  droite,  doue,  eir. 

Voici  niainteiiaut  eoniineiil  ou  peut  i.iii.h  lu  i  rininir  i  KKJi 
an  précédent. 

On  \()it  d'aliiiril,  par  le  nièine  rai^ouiieiin'iil  <  liiiii'iilairi'. 
(|ue  : 

Si  trois  cf'i/ies  de  nvulution  sont  inscrits  à  un  même 
trièdre,  les  quatrièmes  plans  tan^'e/its  communs  t/u'ils 
admettent,  pris  deux  à  deu.r,  forment  un  trièdre  homulo- 
gique  du  jtremier. 

Dans  cette  proposition.  rent|)laçons  les  mots  cônes  de 
révolution  par  cônes  touchant  un  même  cône  suivant  dcu.r 
arêtes,  poui"  aMiir  une  généralisation  projecfive;  elTecluons 
ensuite  une  Iransfornialion  par  polaires  réei|)roques,  et  pre- 
nons enfin  la  trace  de  la  fi;j;urc  obleuue  sur  un  plan  quel- 
conque :  on  aboutit  à  I  énoncé  suivant  : 

Soient  ABC  u/i  triangle  et  S  une  conique  quelconques.  Il 
existe  quatre  coniques  passant  par  les  points  A,  B,  C  et 
bitangentes  à  S.  7'rois  de  ces  coniques  se  coupent,  deux  à 
deux,  en  trois  points  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle 
homologique  à    VB*',. 

lilïectuons  alors  une  traiisforniatiou  quadratique  ayant  ABC 
pour  iriaiigle  fondamental;  S  devient  une  l)iquadraiique  S' 
ayant  trois  points  doubles  en  .\,  B.  C.  F. es  quatre  coniques 
bitangentes  à  S  deviennent  les  quatre  bitangentes  de  S'.  Trois 
d'entre  elles  forment  [)ien  un  triangle  homologique  à  ABC,  en 
vertu  de  ce  tiiéoréuic  : 

Si  trois  points  sont  les  sommets  d'un  triangle  homolo- 
gique au  triangle  fondamental  d'une  transformation 
quadratique,  il  en  est  de  même  de  leurs  transformés. 

Cette  dernière  |)ro|tosition  est  bien  connue,  (|uand  la  trans- 
formation quadratique  considine  est  V  inversion  par  rapport 
à  un  tritingle.  Il  suffit  d'une  1 1  ausfurmation  bomographique 
pour  avoir  renoncé  général. 


(  4B  ) 
QUSIIOVS. 


HKVi.  On  rnnsiHrre  une  rardioïrl»'  dont  le  somme!  est  S. 
dont  If  point  ilc  rebroii>>.i'iM(;nl  esl  <  ».  et  dont  le»  |>(iinls  de 
couluct  de   la  tangente  per|>cii(li(iil;iiif   a  OS    soni    A    tl    H. 

On    prend    !•■    pnjnl  1  «-iltir  «yilre  O  et  S  et  tel  que   01  —   —p-  • 

On  dt'-cril   II-  cercle  C  de  centre  !  et  de  rayon  lA. 

Soient  T  le  point  de  contact  dune  des  tan},'cnles  au  cercle  C 
issues  d'un  point  quelconque  M  de  la  cardioïde,  et  H  Ja  pr(>je(  - 
tion  de  iM  sur  la  droite  AH.  Démontrer  que,  quel  que  suit  M, 
OD  a 

kmt'  =  ôs'.  m  p. 

c'est-à-dire 


Ml-         '""''■ 


(E.-N.   Barisik.n.) 


2ttiJ{.    Si,  dans   le   lrian};le  sph«iique  AH(],  ran^ile  A  e^t  de 
grandeur  constante,  et  -i  l'on  n 

lan;i  Alî 

'^  =  e<.n>t.. 


on  a  aussi 


tang  A(; 

eus  B 
cos  c 


=  con^t . 


(H.  B.i 


-J(Kti.  Soit  iJ.jn-  nu  cert  le  une  r<»rde  \\'  perpendiculaire  au 
diamètre  |{(;.  On  |tren(l  une  parabole  «le  fo>er  I'"  tanyenle 
an\  cAtrs  du  triangle  Al{<',  et  un  cercle  de  centre  A  lan^'ent 
à  B<^",  :  en  dehors  de  H<  !.  les  tangentes  rommiine'*  à  ce  cende 
et  à  cette  paral»<>l«'  loiment   un  iriatiL'Ie  «*quilateral. 

(  Manmikim.i 


(   19  ) 

[R7fa] 

TIIEOUIE  KLK^IEM AIHH  »ES  I'EUTES  OStILLAIIOVS 
\){}\  Vmniï  SIMPLE; 

Pau    m.    lin.    COLLIGNO.N. 


I.    Soit'iil  : 

0  le  ceiiirc  lixc  auf|iu'l  esl  altaclié  le  (il,  iiiexlt'usihlc 
et  sans  niasse, (|in  sonlient  le  point  pesant  niobileM; 

OA  =  OB  =  OM  =  /  le  rayon  de  la  cireonlérenee  tlé- 
crile  par  le  point  mobile; 

1  la  longueur  du  pendule  simple; 

ACB  Tare,  supposé  1res  petit,  que  ee  point   parcourt 

dans  son  mouvcnienl  oscillatoire; 
T(]  la  flèche  de  cet  are. 

Lorsque    le    point    mobile,    parti    sans     vitesse    du 
point   A   {Jig.    i),    passe   au   point   M,    il   possède   une 

V\z.  I. 


A' 

^ 

C 

/ 

il'      / 

> 

/'P 

/    jl       "^ 

tl* 

^< 

\ 

G     / 

H 

^ — 1 

L.^ 

vitesse  e  donnée  par  la  formule 


(>  =  /->.,ir  X  P. M. 

Ann.  de  Matliemat..  '\'  sciic,  l.  VI.  (  l'évrier  ii)o').) 


(  ;m.  ) 
itliisiiiril  luinlic  (Ir  la  li.iiit<'iii   l'M  .  :i  part  il'  du  niveau  Al> 
«III  sa  \  ilrssr  rsl  iiullr. 

l'niloiii^eoiis  rordoiiiuM'  MP  jnsfin'à  la  iciironlir  <'u  ]\ 
uwv  la  ••irroiilt'n'iu<'.  Nous  aurons 

l'M    -    l'H  -  l'\  X  l'H, 
«V'sl-.ciliic 

,■^,=  '■'■'■^. 

V\{ 

Sur  la  corde  VH  roiniiu'  diaiiu'lrc  décrivons  la  d<'tni- 
cirronfércnce  Allli,  el  soil  11  le  point  où  ronKnuu'c  P.M 
prolongée  la  rencontre.  On  aura 


et,  par  suit»*, 


l'H*=  l'V  X  l'H 


l'M  =  i^"- 


<  )n  i-n  d«''<liiit  pour  la  vitesse 


éfjuation  (jui  va  nous  servir  à  déterminer  approximative- 
ment la  vitesse  moyrnnr  it  du  ])oinl  moNilc  dans  son 
parcours  de  Parc  ACH. 

I,cs  <piaiitiiés  PII  el  V]\  sont  les  seuh-s  vaiiahles 
dans  récjiialion  (i),  mais  elles  varient  dans  des  condi- 
tions ti-ès  diliérentes  :  PH  varie  de  o  à  ^  AB,  puis  de 
^  AH  il  o,  suivant  les  ordonnées  du  demi-cercle  AIIM 
rappoité  à  son  diamètri;  AH;  au  contraire,  la  (|uaii- 
lil»'  P!{  reste  toujoui>  (  Dinpii-^i'  entre  les  liiiiiles 

A,\' —  Bi{'=  //(-..sa,  10  =  /(i  -r-  cosa), 

en  appelant  -/  Jaunie  AOC=  AOH,  qui  mesure  l'écart 


(  •^'  ) 

iiiilial.  .S'/  cet  (ingla  est  trt's  jfolil,  on  a  .sciuihlciiicnl. 

AA'=W  — /a-         .1         l(r=7./-/-, 

■}. 

(1(«  soilc  (|iM'  la  grandeur  PR  est  Irt's  peu  \arialilc.  cl 
s'écarlc  peu  d'une  ccrlaiuc  valeur  nioveinie  (jm On  peul 
regarder  connue  conslanle  ;  ce;  (jui  introdnil  dans  l'<''(| na- 
tion (i)  un(;  notable  sinipliticaliun. 

11.   Supposons  d'aboril  a  inlininient  petit.  Les  (pian- 

litcs  /a-  et  /—  sont  alors  négligeables  vis-à-vis  tic    '. /, 

et  les  deux  limites  de  PR  deviennent  égales  à  >.l.  Un  a, 
par  conséquent, 

(a)  c^^/fPH, 

de  sorte  (]ue  la  moyenne  a  des  valeurs  de  c  correspond 
à  la  moyenne  des  valeurs  de  PH  quand  le  point  H  par- 
court la demi-circonlérence  AllB.  Cette  valeur mo venue 
est  l'ordonnée  du  centre  (j  des  movennes  distances  de 
l'arc  AllR  à  son  diamètre  AB,  ou,  en  d'autres  ternies, 
l'ordonnée  du  centre  de  gravit*!'  de  cet  arc.  On  a,  par 
une  formule  connue, 

_  _    VB  _  7.  /  sin  a 

et,  par  suite, 

(3)  „=^ii|ï5. 

La  durée  /  de  l'oscillation  simple  s'obtient  en  divi- 
sant la  longueur  ACB  du  cliemin  parcouru  par  la  vi- 
tesse moyenne  u  du  mobile  ;  on  a  donc 


(4) 


■>  /  si  11  a  'y     ir        "  y     î^  ' 


(  5'^  ) 
m  obsiTvnnt  (iiic  le  rapport     —  .1   pixii    limilf  riiiiil»-, 
lor.s(|iii'  r.iiii;li'  y.  csl  iiiliiiiiiiciii  [xtil. 

III.  (,('lh-  InriiiiilL'  (  p  s'ohlifiil .  (uiiiiiic  on  le  voit, 
.sans  iiilé^r.ili<jn,  puiirvii  <|ti('  1  <iii  cuniiaissu  la  pusllioii 
lin  ci'iilrjî  tir  gravilr  tl'un  air  di'  rcrcln  lioinogèiic  ;  or 
celle  JéU'iiiiinalioii  s'ohlieiit  égaleineiil  sans  inU''i;raLion 
en  saidant  de  I  (■(|ii;ilioM  d  un  nionNcnicnt  cinnlaiic 
iiiiilornic  jtio|cle  snr  un  dianielre  lixe. 

Imi  ell'ct,  soii  ACIi  un  are  dr  eereli-,  décrililu  point  <  > 
roinnif  K  nlrc  avee  UA  ==  OB  =  H  |)uur  rayon  ( //;,'.  ■>.). 


I  1.. 


Menons    la   bisseeliice    OiA    de    cel    arc,    et    Irarons 
l'arc  OX  perpendiculaire  à  OV. 

Iniaj4;inons  un  point  M  (|ui  paicoure  l'arc  ACB  d'un 
mouvecncnl  unifornie,  avec  une  vitesse  angulaire  con- 
stante, 10,  autour  (In  centre  O.  Projetons  le  mouveun-ni 
sur  l'axe  0\,  et  soit  Oni  =x  l'abscisse  du  [)oiul  ///, 
projection  tic  .M,  à  l'épotjue  /  ;  nous  aurons,  pour  récju.i- 
tion  du  Mil  >u\  tnunl  projeté, 

j-  =  I{  vin  (•)/. 

t  II  coinplanl   !<•  li-iiips  /  à  partir  du  passage  du  pt^int  /// 
•  Il  O,  ou  du  point   M  en  <i.  La  vitesse  e  de  ce  inouve- 


(  ^•■^  ) 

ment  scm'.t  doiim'i'  |).ii'  r('(|ii.it  ion 


,ll 


Uo) 


<)  t   rz^    t»  \\   COSOJ  t 


tMi  appelant j'  I Ordonnée!  ///M  dn  poini  M. 

J.a  vitesse  niovcnne  n  du  point  ni  dans  le  parcours 
du  segment  ah,  pio|eelinii  de  I  ai('  hital,  sera  le  pro- 
duit wj'i  de  la  vitesse  ani;ulaiii'  (>)  par  roidonnce  j  ,, 
moyenne  de  toutes  les  ordonnées  y  ^\^if,  points  de  l'arc 
circulaire,  c'est-à-dire  par  l'ordonnée  OG  du  ceiilic!  (!<• 
irravilé  tie  cet  arc.  Aous  noserons  donc 


1' 


ab        AB 


u  =  cori  =  —  = 


t  étant  la  duiée  (\\\  parcours  nb  =  AB  du  point  pi'ojelé 

lie  <i  en  b,  ou  de  A  en  H  le  long  de  la  corde.  Cette  durée 

est  égale  à  celle  du  parcours  de  l'arc  ACB  par  le  point  M, 

et  l'on  a  aussi 

arc  ACB 


W/   =: 


H 


Par  cousé(|uent,  ou  a  à  la  lois  les  deux  relatious 

arc  ACIî 


wj'i 


AB 

~7~ 


t't 


(0/ 


R 


Entre  ces  deux  é(|ualious  éliminons  le  produit  oW  :   il 
viendra,  en  résohant  par  rapport  à  j  i, 


Ji  = 


Hx  corde  A B 
arc  ACB 


Ibnuulc  connue  de  la  distance  au  j)oint  O  tin  centre  de 
gravité  de  l'arc  ACB. 

Eu  appelant  h  le  demi-angle  au  centre,  on  transformi' 
la  loj'mule  en  la  suivante  : 


fi 


R  sinO 
i) 


(  -^4  ) 

ri,  iiiiiil  i(|lir«'    .1   lii   iIcMi  1-1  il  roiilcrciicc    \lll!,  <  Ile  ildiiiic 

^        Ali        vs/sina 

r  - 

r{|iialinii  (luiil  nous  a\f)iis  fait  usage  (  '  ). 

I\.    .Siij)|i»)>(>iis  ("Il  sfCdiKl  lien  (jiu'  raiiglc  a  ne  soil 
pas   intininienl    petit,    niai^  (in'il    soit   assez,   petit    poiir 

(pi  on  puisse  poser 

a- 

cusa  =1 > 

xiii  a  -     a . 

(. 

à  titre  d'approximation.  Les  limites  de  l*l{  sont  alors 
dillëientes.  mais  d'une  petite  quautilé,  et  l'on  pourra 
substituer  à  PR  variable  uu<'  valeur  conslanle.  tjue  nous 
prendrons  égale  à 

eela  re\ient  à  po»ei- 

M.=  ^-^;-"-, 

en  adeclant  du  coellicient  :>.  la  plus  grande  limite,  maxi- 
mum de  la  variable.  Il  \i(iit  ab»rs.  en  refaisant  les 
calculs, 

*"  ~     r  1 1 


a- 


i')    Cette   déiiionsiratinn    a    ('•li-  donner   dans    notre   Mécanique. 
l.  II.  §  18i  (IV*  .diu.  Ilaclicllc). 


(  ^=»  ) 

«•l,  comme  j.ly.  csl  la  loiii^iK-iir  <k'  I  ;m(    parcouru    \(,l>, 
on  a 


(4) 


c'esl-à-dire  la  loiinuic  tiouvcc  pour  a  intinitucnl  |Hlil, 
élunduc  aux  petits  arcs  a. 


[K2e]  ^'''^'■' 

SUR  LE  CEKCLE  PÉDVL; 

l'AK  M.  G.  rONTEMi. 


1.  Soit  un  triangle;  ABC.  Le  cercle  pédal  d'un  point  S 
(cercle  circouscril  au  triangle  pédal  de  ce  point)  passe 
au  centre  K.  de  l'hyperbole  équilalère  ABCS  {Nouv. 
Ami.,  190.'),  j).  4  '  4  )•  Dt^ux  points  inverses  S  eL  S' ont 
même  cercle  pédai;  celui-ci  est  rencontré  par  le  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  ABC  en  deux  points  K 
et  K.',  (jui  sont  les  centres  des  deux  hyperboles  équi- 
laières  ABCS,  ABCS';  on  peut  remai(pier  que  ces 
deux  courbes  sont  les  transformées  par  inversion  des 
deux  droites  OS'',  OS,  en  appelant  O  le  centre  du 
cercle  ABC. 

Soit  DEF  le  triangle  pédal  relatif  au  point  S:  soient 
M,  N,  P  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC;  si  a, 
b^  c  sor.l  respectivement  les  intersections  des  droites  NP 
et  EF,  PM  et  FD,  MiN  et  DE,  les  trois  (frottes  Da, 
EZ»,  Fc  concourent  au  point  R',  Ce  point  R'  doit  être 
considéré  ici  comme  étant  le  centre  de  l'hyperbole 
équilalère  qui  est  la  transformée  par  inversion  de  la 
droite  OS. 


Cl'  lliL'olVMii-,  tloiil  <tii  troiiMia  |ilii>>  loin  une  ilr- 
iiioiislratioii  anal vli(|U(>.  (loiiiir  la  xtliilioii  de  la  (|iR's- 
iKJii  "lO'iï  :  !••  »|ua(lraii^l«'  DKFK' «'laiil  inscrit  an  tM-n  le 
jH'dal,  son  liianj^lc  tliai^onal  (ibc  est  «;(»njngu<'  par  rap- 
port à  (•»'  n-rt'Uî.  La  (Irniunstration  géonn-lricpi»'  s«'nil)!«;'  y 
devoir  être  assez  (lif(icilf  :  je  n'ai  rien  trou\é.  ' 

LorsqiH'  la  tlroitc  SS'  passe  au  centre  ()  du  ceicle 
tirconscril  an  triangle  AIK^,  les  den\  poinls  l\  (I  K.' 
sont  eonfundus,  et  le  cercle  pédal  est  tangent  au  cercle 
des  neuf"  points  (  Notn'.  Anti.,  i()o.').  p.  •')o4);  «'ii  a  alors 
uni*  extension  de  la  eonstrnction  donnée  par  Ilainillon 
pour  le  point  de  i diiI.uI  K  du  cercle  inscrit  a\»'c  le 
cercle  des  neul  points. 

^.  Je  dénionlreini  li-  tln'ort-ine  énoiwe  en  vérilianl 
(pie  les  trois  tlroiles  1)1-..  M  N ,  I  K  sont  < onconrantes. 
Prenons  connue  triangle  tle  lélérence  le  triangle  ABC^, 
et  soient  y*,  <y,  /•  les  c<joidouiu'es  du  point  S.  L  e«|ualion 
de  riivperbole  éfpiilatère  ABCS',  tléduile  de  celle  de  la 

tlroile  US,  e.sl 

zyz  '•-  [t  :r  --  •■  ry  —  <« . 

.sous  les  conditions 

a  r(is  A.  -i-  ^  cos  B  —  Y  cos  G  =  i). 

Les  coordonnées  du  centre  K'  tic  cette  courlte  sont, 
d'après  un  calcid  facile, 

j-o=  a(  ^  sin  B -i- Y  ^'11  G  —  asin.V),  ... 

connue  on  a 

_  ^  . 


^  cosC  —  rcosB        rcosA — /jcosG       pcosH  —  ^  cosA 


(  •>:  ) 

<»li  ohticiil,  s.ilil   lin  (liMiii^ciiii-nl  de  sii^iics, 

a:o  =  (  <7  cos  C  —  /•  cu>i  lî  I  I  Y  siii  H  /-ini;  /> -\i\(  H  —  (l)], 
^Q  =  (  /•  cos.\  — />  cns(i  1  I  /•  siii  (]  —  p  >iii  V  -f-  Y  siii(  (]  —  ,\^|, 
Zq  ^  i/>cns\i  —  y  (US  \  )  I  /'  siii  \     -  Y  ^iii  M        /•  -im   \  —  |{  )|. 

I.;i  (Iroile  SF  ;ivaiil   pour  ((iii.ilioii 


rosit 


z ( p  cos  \  —  Y  cos B  )  —  x{r  c< ts \  -~  q  )  -^ y (  /•  cos  B  -\- p)  =  o, 
l'é(jiialioii  (le  FK'  est 

j(/- cos  A -i- y) -ttC/' cosB  4-/?)    _   -3 
a"o(/"cosA -t- Y  )  —  .KoC'^cosB -+-/7)        z^^ 

Celle  èiiualion  peut  être  simplifiée.  I.o.-scjiic  la 
(Iroile  OS  osl  pcrpcndicnlairc  sur  Alî,  de  sorlr  (jiie 
l'on  a 

p  sin  \  —  Y  ^'"  '^  ~"  ''  ^''^(  ^  —  B  )  =  o, 

riivperlw)le  é(|uilalère  ABCS'  qui  en  esl  la  I  raiisfoi'iuée 
par  inversion  a  son  oenlre  au  milieu  de  AH,  puis(|ue 
I  ou  a  aloi'S  Zq^  o.;  les  points  F  eL  K'  soiil  eoiiloiulus, 
et  la  droite  FK'  nesL  [)as  déreiiuiiiee.  Il  suit  de  là 
(|ue  le  dé'uoniiualeur  du  premier  nieiulue  de  ré(jualion 
ei-dessus,  après  (pi'on  v  a  iem|)lacé  ^o  •'•  .l'o  |>ar  leurs 
e\|nessious  eu  />,  <y',  /•,  l'eulerme  eu  laeltur  la  (pianlilé 

/j  sin  V  —  Y  =^''1 J'  '~  /■  sin  (  \  —  B) 

(pii  l'ulre  aussi  dans  re\[)i cssioii  de  z^\  pour  faire  la 
division  ou  ordonne  par  rapport  à  /•,  le  leriiie  en  r^  tlis- 
parait  au  dividende,  ce  ipii  réduit  le  (juotieul  à  èlie  de 


(  ^>8  ) 
Il   lui  1111'   11/-  —  K.n   le  cale  ul  <1«  s  cofflicicnls  II  cl   K, 
(iiir     l'on     |ii'ut     (It'lcriiiiinr    iiulcpciKlamiiniit     1  un    ilf 
jaillir,   <lonin'   pour  (c  (|nolirnl 

{>  =  r  -in  C.^^p  »iii  l>  -t-  7  -in  \  i  —  ■  <>-  C(  /J- -t-  7^7  dis  Cl  -+-  7*;; 
r(''(|iii)tioii  (le  l'K'  «'sl  donc 

„.,.       j-(  rcosA -4-7)  —  j(/cosB -t-/>)  _  5 

^  (  )  ~  p  cos  B  —  7  cns  A 

l.cs  «'(jualioiis  lies  tlroilcs  Sl)  t'I  Slv.  rlanL 

j-i  7  <  11- 15  —  /•  cosi;  )  —  J'ip  t'"^  B  --  r)  -)-  5(/v  cos  G  -i-  7)  =  0, 
>'(  r  (o-C  _^>cos  A  I  —  -(7  cosC  -f-/^)  4-  a"(7  cos  A  4-  r)  =  o, 

1  l'tjualioii  tic  J)L  l'sL 

,,  .,  <7  (.•oS;\  -:- /•  p  ciisU  -i-  r 

l'iMiualion  (le  NLN  csl  d  ailiciirs 

(  M\  )  or  sin  A  -+-  )-  sin  M  —  z  sind  =  o. 

lui  t''cri\anl  (|LK'  IjK,  \1N.  I'K'  sonl  coin  (tui  ailles, 
on  a  la  (-oiidilion  suivaiilc  (jui  doit  avoir  lien  (rclle- 
nu'iiif  : 

(7  eus  A  -  ■  /•)  {p  cosC  -(-  f/  )         (  p  rosB  -}-/•)  (7  cos  C  -+-/>)     (/^cosC  +  7)(7Ci)s(;  ^/y] 
sin  A  sinll  «iinC. 

\(/(:osA-i-7)(/>cos|{  — 7if»s.\)     (rc<>sH  ~/;»)(7rns  A  — />cosR)  <» 

or,  si  1  ou  addilionnr  lis  ('N'incnls  des  deux  lignes 
exlrèiues,  on  obiiini  les  élénicnis  de  la  seconde  ligne 
iiiullipliés  pas'  les  lacleiirs  (-ouiniuiis 

y/- -in  A  -*-/•/' -in  I)        /yysiiMi: 
le  dt'lerniinanl  csl  donc  hicn  cyal  ii  zéro. 


(  h  ^ 

[K2e] 

NOTE  Al  SUE!  HE  LAIITICLE  rUÉCÉHEM 

l'\i«   M.    W.    15. 


Dans  l'arlicle  pi'écédeiil,  M.  Fonloiié  «'-lablit  pac  le 
calcul  Ii;  llu''oi'èni('  suivant  : 

Soient  Al><.  ii/i  tridiigle;  DKI*'  le  trid/igle  pédnl 
d'iiti  point  S  par  rapport  an  triangle  ABC;  M,  N,  P 
les  inilieiix  des  côtés  dn  triangle  ABC;  a,  h,  c  les  in- 
tersections respectives  des  droites  NP  et  EF,  PM  et  FD, 
MJN  et  DE.  Les  trois  droites  Da,  E^,  Fc  concourent 
en  un  point  (jui  appartient  au  cercle  DEF  et  au 
cet  de  i\Ji\P. 

Voici  une  démonstration  géométrique  et  très  éléuien- 
laire  de  cette  élégante  proposition  : 

(Construisons  le  cercle  A?SI*,  cuniuie  l'indicpie  la  ligure 
ci-après  .(' ).  11  contient  le  point  H,  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ABC  et  ortliocentre  du  triangle  MNP.  Ce 
point  H  est,  en  outre,  diamétralement  opposé  à  A  sur 
le  cercle  AXP.  Appelons  K|  le  second  point  où  la 
droite  SH  rencontre  le  cercle  AJNP.  Les  points  E,  F,  K, , 
sommets  d'angles  droits  dont  les  côtés  passent  par  les 
points  S  et  A,  sont  sur  un  cercle  de  diamètre  SA.  Ce 
même  cercle  contient  aussi  le  point  l)(,  projection  du 
point  S  sur  la  parallèle  à  BC  menée  par  le  point  A 
(D,  est  symétrique  de  D  par  rapport  à  NP). 


(')  C'est  par  hasiirci  que  la  droite  Kl"  est  tangente  au  ccrrie  AM'. 


(    6n    ) 

,!<•  (lis  ifiif  Ifs  jKiiiits  a.  K,,  I),  sii/if  en  li^/ii-  dioife. 

I  II  <'l]t'l,  (I  ;i|)i<'s  mil'  |)i  <i|M°ii'l('  liii'ii  l'oiiiiiii-  il(i  (jiia- 
<liilal('r<-  <  iiiii|>l(-i  .  le  |ii)iiil  K,.  (|in  .ippai  ticiil  aux 
«•«•kIcs  AM*.  .\1"I- .  .i|i|i.iriit  m  .ui->m  .m  (•«■icli-  ^/IvN. 
(  )ii   a  (loue 

aK,E  =  aMÎ. 

D'autre  paît.  If  (|ua(lrilal»"-ic  iusci  iplihlc  .S|,l\,l), 
(liiuiir 

i:  K ,  l),  =  t:  —  D,  S  E  =  ::  —  (/  NE, 
puisque   les   tleux   aiiLjles  D,SE,    ri  Mi   oui  Icuis  t  ùlcs 


M   D 


deux  a  deux  |»ei  peudiculaires.  (  )ii  a  doue  liualeiiieiil 

fiK^\:^T.     i:K,n,, 

ce  fjui  étaMil  lasseilioii  faite  plus  liaiil. 

Appelons   euliu    K    le    point    svuu'liicjue   de    K,    pai 
rapport  a  M»;  K  est  snr  la  droile  a\)  et  I  ou  a 

"  K  .  // 1  •  —  r/  K I .  (7 1  >  1  —  ali.aV. 


(  ^''  ) 

Ainsi,  les  points  l\.  I).  I"..  I  muiI  mm-  un  nuinL' 
cercle.  D'auliL'  [>art,  le  point  K  csl  tMcKininuMit  sur  li- 
ceicle  MNP.  On  Noil  donc  i\m'  la  ilioilo  l)(i  passe  par 
l'un  (K's  points  coniniuns  aux  cercles  DEF,  iMNP.  Il  en 
t'sl  (li>  même  des  droilcs  KA,  Tr,  cl  l(i  s)  mclrie  exige 
ijue  ce  /)oi/it  tl'inlersection  soit  le  niênic,  (/iirl/e  que 
soif  lu  droite  considérée  (  voii'  plus  loin  i. 

Le  lliéotènie  est  ainsi  elal)li,  et  l'on  Noil  mèmr  <pu' 
le  polut  K  reste  fixe  lorsque  le  point  S  déciil  une 
droite  7  passant  par  le  centre  H  du  cercle  ABC  :  ce 
fait,  signalé  par  M.  Fontené,  rend  lomptede  rexistencj* 
d'un  liiu  ilu  point  K.  lorsuue  S  varii;  dans  le  plan.  Si 
l'on  se  donne  le  point  K  sur  le  cercle  .MJNP,  on  pourra 
constrniic  les  svmélricjues  K,,  Ko,  K3.  lesquels  sont 
sur  uni'  même  droite  7  passant  par  l'oillioc entre  H  du 
triangle  MÎ\P  (Steiner);  inversement,  si  Ton  se  donne- 
la  droite  7,  on  en  déduira  le  [)oint  K,  et  l'on  voit  (juc 
l'existence  de  ce  point,  affirmée  ci-tlessus  par  raison 
de  symétrie,  peut  s'établir  par  un  raisonnement  formel. 


[K2e] 

VOTE  SIR  LA  GÉ\ERALiSATIO\  Dl  THÉORÈME 
DE  FELERKACII; 

P\n  M.   Kmu-i:  ^\  IiBER. 


A  propos  de  la  très  intéiessante  généralisation  du 
théorème  de  Feiierbach,  indi^piée  dans  les  jyoïn'elles 
Annales  par  M.  Fontené,  on  peut  faire  les  remar(|ucs 
suivantes  : 

1.    Le    lieu  des  points  en   ligne  droite   a\cc  Irni    in- 


(    ()2     ) 
Mise    II  iaiii^illairc   cl    .ixcc    le   cciilic  du    ((TcIc   «iicoii- 
sriil    ()    a    |)i*iii°   (MiualKiii    en    cooi  (loniicrs    it  iliiu-airi's 
noniialcN   : 


(U 


>   u'*  •;  CnsC  —  '^  cttsU)  =  t>. 


C/esl  mu-  (  ul)i(jiii'  ciitoiiscnli'  au  iriaiiyU*  loiida- 
niciilal  \I)C  et  passaiil  |).ii  1rs  pieds  des  sj hauteurs 
(^droites  joignaiil  les  soiiiiiicLs  au  (ciilrc  ^  du  <<Milf 
«irconsn-il  ). 

''2.  !-<•  nrclr  j)t-dal  d  un  noiut  (|U(d<-(in(|Ui'  P  du 
cerclt;  AHC  esl  la  dioilt-  de  Siinsou  de  P.  Si  P  esl  lel 
<|ue  son  inverse  P'  (à  l'inlini)  soil  préeisénienl  le  point 
à  l'iniini  de  la  dii-eclion  PO,  eelle  droite  de  Sinison 
sera,  en  \<ilu  du  lliéorènie  de  M.  Iidileni',  tangente 
au  eerele  ct'Kuler.  Poui-  avoii-  tous  les  |)iiints  P  n'pon- 
tlanl  à  ces  considcralions,  il  faut  iheiclicr  les  jmiwiIs 
d'inleis«'«lion  ilt-  la  cul)i(]ue  (  I  ),  avec  le  cercle  circon- 
scril 

N  II  3"  =  o. 

_^     ' 

Mais,  reculant  dc\ant  la  complication  des  calculs  à 
«•Mer  tuer  à  cet  elFct,  nous  avons  essayé  de  résoudre  la 
(|uestion  pai'  la  niélliod»'  géoniélri(|ue.  Soil  donc  P  un 
des  points  cliercliés  ayant  son  inverse  à  l'inlini  sur  P(J. 
Le  diamètre  PO  sera  parall«'de  à  Pisogonah-  AD  de  \P. 
Soil  I'-  le  sfiduij  poiMl  d  inlerseclion  de  (  )P  a\ec  le 
cercle  VH(1.  .Nous  désignons  par  j:  l'angle  (!.\P.  Il  e^t 
alors  facile  <lc  voir  (|uc 

arc  Al*  -i-  arc  Al{  zu  arc  HK  =  '2  dr., 

arc  AP  =  arc  AC  —  arc  PC, 

±ar.  HK-r-iM.  |{|i  =.     an  lU:  —  arc  PC  =  arc  Al'. 


(  <''i  ) 

On  tire  IduI  de  siiile  <!<•  I;"i 


i<lr. -+-B  — A 

T  = ' 


()ii  voil  donc  (jiic  < clic  i|iicsli(iii  (h'-pcnd  Av  la  Iri- 
scclioii  d'un  iini;lc.  Kccipicxpicnicnl,  h' prahlrinc  de  la 
Iriseci ion  fie  /'angle  peut  se  rr/nirner  à  celui-ci  : 

Déterminer  les  droites  de  Siniso/i  tangentes  au 
cercle  d'Euler. 


[Dlb] 
SIK  LA  LIMITE  DE  (n-  ^j^)   »  QIIAXD  m  AIGMEXTE  Al  DELA 

DE  rOl!TE  LIMITE; 

Par    m.    V.    JAMET. 


Préoccupe  par  le  désir  d'atteindre  au  maximum  de 
simplicité  dans  l'exposition  de  celle  question  toujours 
eflVavante  poui-  les  débulanls,  je  me  suis  aperçu  (|u'eil(î 
perdrail  beaucoup  de  sa  dillieullé  pouj-  un  t'Iève  (pii  con- 
naîtrait préalablement  le  dt'veloppemenl  en  séiie  en- 
tière de  (i  — x)~"' ,  au  moins  pour  les  valeurs  entières 
et  positives  de  m.  Ce  développement,  ou  peut  le  faire 
dériver  du  théorèiue  sur  la  ililTérenliation  des  séries 
entières,  appliqué  m  —  i  fois  de  suite  au  développe- 
ment connu  de  (i  —  .1')"',  savoir 


I  -+-  J7  -t-  3-2 -4-  J73  _j_  . 


Mais  procéder  ainsi,  ce   sérail  simplement  déplacer  la 
dillieullé,  car  le  tliéorème  invoqué  présente,  à  mon  avis, 


(  <>1  ) 

lies   (lilliculh'S   (iii    iin'im-  nnlif   (|iif    la   i  <•(  lu-rtlic    «le   li 

limilf  (le  (  I  H )     •  .)  ai   jifiis»'.  l'ii   («(iistMHiciMi-,  (|iril 

V  avait  iiilcirl  a  «'-lalilii  If  (|t'\  (•l(>j>|i('iii(iil  <le  (I  —  .f)  '", 
par  lin  |nc)tétl«''  (|iii  hiipjHjst'  a(:(|uis  un  iniiiiniiini  il<' 
(uiinaissanj'c.s  jH('Mlal)I«*.s,  savoir  le  calcul  ali;i''l)ri<|ii«', 
cl  les  propritHcs  U-s  plus  clcinenlaircs  des  séries. 


I.     Idnl  )l  ali(»r<l.   on   rcifinnail  ipic   la  séi  ic 


m  m  (  /«  -t-  I  )     .       /«  (  //i  -t-  1  )  (  m  -h  •/  ) 

f  _u    /r*  -u  


I 


.•{ 


ar'-+-. 


csl  conveiycnlc,  (juci  <juc  soil  m,  [)onr  lnuir  \aliMii 
(le  X  comprise  enlre  -\- i  el  —  i.  Soil  donc  pour  nnr 
Icllc  \  il<iii'  «le  .r,  y„i  la  sitoinir  «le  relie.  S(m  ie,  «I 
soil  r,„.y  la  somme  de  ses  y  -f-  i  premiers  KMines.  l*ar 
la  mullipliealion  des  p«>l\nonM-s,  on  lron\e 


I  I—  r)Vn,,, 


r     '/ 

V 


/ni/il  -^  i)...(/n  -h  p  —  i;        m i/n-.-  i)..a m  -+-/>—  y.) 


P' 

L       /'  =  ' 

m( m  -^-  iK  . .(  m  -^  (j  —  i  )     , 

_    : : i T'/  * 


p-i\ 


)■" 


«m  l>ien 


("  -  ^)7>n.f, 

/'  =  ! 


(in  —  j )  m ( //i  -4-  I ) . . . ( m  H- />  —  -î 


UA 


m  (m  -^1  )...(/»-+- 7  —  1)  ^^ . , 
7' 


Mais,  si  le  nond)re  t/  aui^nuMile  au  delà  de  l«»nle 
limile,  le  dernier  teiin(.'  du  second  inend)re  lend  vers 
/.«'•ro,  cal"  il  «-si  etj;al  m  Ici  im-  i;ent'i.d  «I  une  série  donl 


(  '>•>  ) 

on  rt'coiinait  .lisriinMil  l.i   coiiNcri^fMKt'.  Hn  m   rniK-liii 

liiiil  I  —X  ))■„,,,, 

l>  -  « 

V^  (  »t  —  i  )  m( m  -T-  i). . .(  m  -^  p  —  t  ) 
=  -  -^  > 771 ""  • 

/'  -' 

c'csl-à-dirc 

/n  —  I  {  /n  —  i  )ni 

I  I  .  .i 

(  «i  —  I  )  m ( m  -+- 1)    , 

H :; ^  X^  -*-... 

I  .  2t .  3 

rm  hirn 

!2.   Supposons  désormais  (jin-  ///  soil  un  ciilier  positif. 
^Noiis  liouvcrons  de  nièiiic 


Mais 

I  —  X 

On  eu  déduit 

(3)  (i-x)yt  =  i. 

En  inulli[)li;)nl  membre  à  membre  les  égalités  [t), 
(a),  (3),  et  sup[)rinjant,  aux  deux  membres  de  l'égalité 
résullanle,  les  lacteurs  communs  ).,,  j'j,  .  ..,  )/„_(,  on 
trouve 

{ I  --  xy"y„,  =  I         ou  bien        y,„  =  (1  —  x)-'", 

c'est-à-dire 

m           m  (  //«  -4-  1  )     , 
(i  —  X  )-'"  —  i  ->. X j-"-  -t-  . .  . 

-^ ^ XI'  --.... 

Ami.  lie  Mat/iémot .,  \'  série,  l.  \  1.  (  lYviicr  njoG.)  > 


(  6*6  ) 

\\.    D.iiis  (cIlc   f^aliU',   <'l;il)li«'   |)(»iii    loiitr   \;iltin    fii- 

lii'rt-'  dv  ///,   laisoiis  x  =^  —  ÎSoiis  irotivoiiN 

m 


1    //»  (  ///  -t-  I  ) 


ni(in  -\-  \). .  .(m  ->r p  —  i  ) 
ji  !  III  I' 


Or  It!  (/>  +  I )''■""■  Icniie  de  (.•clic  série,  éyal  à 

\         m  )  \         m  1         \  m     J 

!>'■ 

est  évldtMiimcnl  siinérieur  ;"i  — r»  cl  l'on  en  concinl 
'  /'• 


I >  f . 


I.    Daulre  pari,  le  (lévclo[)penicnl  de  /  i  H )     pai- 

la  formule  du  biijonie  nionlre  que  le  {(> -\-  i)'*""*  leiine 
de  ce  développeincnl  esl  égal  à 

(._A)(,_:\)(,_1,...(,_/^1) 

\         m  /  \         ni  /  \         m  /         \  ni     J 

J\ 

cl  par  eonséquenl  in  ft'-rienr  à  — -•  Un  en  conelnl 

(4)  (.--;)    <<■■ 

Si  donc  on  vcnl  diMnonlici  (|ne   les  nombres 

tendent  l'nn  et  l'autre  vi'is  e,  <|uand  m  augmente  sans 
limite,  en  prenant  des  valeurs  entières  et  positives,  il 
suliil   de  faire  voir  (|ne  leui-  dillercnce  tend   \eis  zéro. 


(  6-  ) 
Or 

5)  (l -:         =         |: • 

\  1)1     '  \   ///    1     '  \  //*    I   / 

Eli   venu   de    ri(l('nlil('    (|ui   pcnuel  de  d»''eoMiposer 
x'"  —  «'"  cil  un  produit  de  facteurs  entiers,  on  trouve 

m  {/n  —  I  )  L       V  "'  —  '  / 

\         m  —  I  /  \         rnj       '  '  '       \         m  /        J 

On  en  conclut 

( ,  ^  _L_)'"_  (,  ^  _L)'"  <  _L_  (,  ^  _i_y 

et,  eu  vertu  des  relations  (4)  ^^  (^)> 

\  m  /  \  m  /  m  —  \ 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

[F4b] 

E\l»UKSSIO\   DE   j  "  COMME   ()LOriE,\T 

DE  DEL\  SEKIES  E.MIÈRES; 

Fak    m.    L.   VESSOT    KING. 


in—\ 


On  a,  d'après  une  formule  sjniélri(|ue  établie  dans 
les  Nou\'elles  Annales  (mai  1904)  par  M.  Huiubert, 

u  _  Cl  (  g  j  —  f  3  )  j*!  //  -t-  gj  (  gj  —  f  I  )  s'a  «  -t-  63  (  gj  —  gj  )  s'a  </ 

^  x    ~  (gj—  gj)3'|M  ^-(gs— gi)3'îM-+-(g|  — gî)3'3M 


(  6H  ) 


^•^'   (|lll    pi'lll    s  «'<  rir(! 


<•) 


N\- 


y^^ep       Cfj^x" 


V 


il  cil  roiillr  iiiiiin"(li,ilcmriit  uiH'  cxprcssHtii  de   p       sous 
la  Iniiiic  illi  (|il(>li('iil  «le  deux   s('iics. 

Lf  (JrM'l(i|»|i('iiicnl  (1rs  loiulioiis  'iy,u  (^7.  =z  1 ,  y.,  .') )  en 
série  se  fail  il.ipiès  la  iurniiile 


(2) 


Vf/*'' 


L«'S  coefliciciits  \,,,  j},..  (  !,.  soiil  ((iimiis  cl  s  ohlifimnii 
|i(»iir  It'S  diverses  valciiis  de  r  au  niovcii  df  lorniuli's 
r  l'cui'i  enlcs. 

{{(•Miplacoiis  dans  la  loiniulc  (ij  jr^ti  j>ar  son  devc- 
l()ji|>(iuenl  en  scnc  <l   i(iiiai(|uoMS  d'abonl   <|in'   Ton    a 

2^ fa  =0,  2^"':'—''-:'       ^  "• 

(a  =  t.  -i.  tj. 
Jl   tn  lesulle,  sans  <lilli(  idlé, 


2  "••S 


Ci) 


u  ,.-0 

i'7  =  - 


y, ;.,!!!; 


ou    hien  .     ani  <-s    a\  on     ^u 


iisliliH!    U's    \aleuis    (K-     H,,    ri 


(  ^9  ) 
di!  C,.  cl  après  avoir  simplifié  le  lésullal. 


A'î  I  >A'i 

«         /|  •>•'.  j.  )  a*.  3.  j.T 


■^-        "-   .  ^'*-      „v_        -•' 


•>«.{.  i  ■>'.^/^.- 


Noiis   I  eli  oiiNoiis  la  srric  oi  tliiiairi;  ilc    p      cii  di-vc- 
I()j)paiil    Icxpi-i-ssioii   lie  dioile   suivant   les   puissauecs 


[L'21b,  Rie] 

sLi(  i\K  iMtoiMtiF:rt:  \\i  i;iivi>i^:iii;()MMnK  oKiiiOdowL 

ET  SIU  l\  SYSTEMi:  AKlIClEt; 

l'AK   M.    W.    I!I!Ii;AKD. 


I.  Proposons-nous  tout  d'abord  le  problème  sui- 
vant : 

ABCD  étant  un  qun'hilalèic  gauche,  soient  A  a. 
Jîjj,  C*'.  Do  /es per/fendiculaires  élevées  des  points  A, 
B,  C,  D,  respecti\'enient  «//.»■  plans  i  DAlîj,  (ABC), 
(  BCD),  (CDA).  A  (pielles  conditions  doit  satisfaire  le 
tpuulrilalère  ABCI)  pour  que  les  quatre  droites  A  a, 
H|j.  (>•',  Viù  appartiennent  à  une  même  hjperbo- 
loïde? 

Comme  on  va  le  voir,  il  se  présente  le  fait  remar- 
(jualde  que  les  conditions,  qui  seraient,  a  priori,  au 
nondjre  di"  trois,  se  réduisent  à  deux  distinetes,  d'ail- 
leurs bien  simples  :  le  quadrilatère  ABCI)  doit  avoir 
ses  côtés  opposés  égaux  deux  à  deux. 


(  70  ) 

"2.    Prt'iioiis  \r  plan  (  AHDi  «■uniiiic  |il.iii   de   la   lif^urt' 
{/ig-  l)-  '-a  (lioili-  \  y.  x-  |ir()|«'lli' oillioj^oiialciiiciil  mu 


Aoc 


-■■'yc'-^To 


cv  plan  au  poinl  A,  K*.s  droilcs  lî^,  Cy?  1^*^  s**  |)ro- 
i<ttf>iit  snivaiil  des  droites  R|ju,  C„-'i,,  noo,  «jui  sont 
respeclivcmcnl  pcrpendinilairfs  à  \\\,  lU).  AI).  Si  les 
droites  Aa,  B|j,  Cv,  Do  sont  sur  un  inènie  liypcrbo- 
loïde,  il  exisre  une  droile  I,  jiarallèle  à  Aa,  (pii  len- 
contie  n  j,  (!-',  Do.  Cria  rxii,'e  (jut-  les  liois  di'oites 
B  j„,  C„Vy,  Do„  concourent  en  un  même  point  F.  H 
re\ienl  au  nn^Mne  de  dire  (pie  le  point  C  (de  l'espace)  et 
je  point  d'inlcrseiMion  K  des  droites  Ho  [jo  ♦-'•^  ^^«''-'0 
doivent  avoir  les  prop-ctions  ortliojçonales  sur  BD  con- 
fondues i-n  un  même  pointe.  Mais  le  point  E  <'sl  diam»'-- 
Iralemenl  oppoM-  au  point  A  sur  le  cende  (pii  passe  |»ar 
les  prtinls  A.  1).  1).  Lf  poini  c  est  donc  .s\  mt'lri(|iie, 
par  rappDii  ,111  iiiiliru  de  lU).  du  point  a,  projection 
de    \  sm    r>l  ),  <l  1  on  a 


\ia  -=  r\). 


Ur  =  „\): 


il  ou  1  on  con(  lut 


—  s      — î      — I      — 1      — t      — j      -7— «      •— -> 
AB    —  DA   =  Ba   -  aD    =rD     -  Br    =  CI)   —  BG 


(  :•  ) 

ou 

(i)  ÂM*  +  ïï7;'  =  CD*-+-ïï\*. 

Ileciprocjiu'mciil,  si  ceUf  rchilioii  tiilrc  les  loiii;ucur.s 
(les  côtés  tlu  quiuliilalère  AlUU)  «vsl  vc-riliée,  il  existe 
uiu'  ilroili-  paiallèle  à  A  a,  et  rciicoiilraut  B^i,  C"'-  IJo, 
et,  à  eause  de  la  syinéliie  de  la  relation,  une  dioite 
parallèle  à  Cv  et  rencontrant  Aa,  U|j,  iJo. 

Il  existera  de  même  une  droite  j)arallèle  à  l)'j  et 
i-eneonliant  Va,  B  j,  (>',  si  la  ludalion  suivante  est 
\ériliée  : 

<2)  DÂ'  — ÂB'  =  ÏÏr"-+-GD". 

Si  les  relations  (i)  et  (2)  sont  simultanément  satis- 
faites, on  a 

(3)  AB  =  CD.         BC^DA. 

Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  sujjisantes 
pour  quil  existe  quatre  droites  distinctes  rencontrant 
Aa,  B|j,  C*',  Do,  c'est-à-dire  pour  que  ces  quatre 
droites  appartiennent  à  un  nu-ine  liyperholoïde.  C'est 
le  résultat  annoncé  au  n"  I . 

3.  Soient  ABCI)  un  (juadrilatère  satisfaisant  aux 
relations  (3),  et  (H),  rhyperboloïde  qui  contient  A  a, 
lijii,  C^',  Do.  La  ligure  constituée  par  ABCD  vX  (H) 
dépend  de  12  —  :>,  =  10  paramètres.  Donnons-nous, 
a  priori,  l'hyperholoïde  (H),  et  cherchons  à  cons- 
truire le  quadrilatère  ABCD  de  telle  manière  (pie  les 
droites  Aa,  B^j,  C^,  Do  soient  des  génératrices  de  (H  ). 
Jl  semblerait  que  le  problème  est  simplement  indé- 
terminé, quel  que  soit  (H),  puistpie  nous  imposons 
neuf  conditions    aux    tlix    païaméues    dont   dépend    la 


(  :■>■  ) 

lii;iin-.  (  )ii  \  ;i  Mtii  (lurii  ii-alilt',  l  /ly  /><-rholoi(l(i  (W) 
iliilt  Mil isj (lire  à  une  comlitiuii,  cl  que,  cettr  condition 
tftini  Mipposcc  sntisfaitr,  le  proh/cnir  fit  ditnhlcnicnt 
indrtfiiniiic . 

Il  «'si  loiil  d'alxnd  bien  cv  iilciit  (jiic  le  (jiiadrila- 
Irir  \l>(.l)  admet  un  axe  de  syiiu'lri»!  (^ri'sl  la  di'oile 
|i)i^iiaiil  le  indien  des  diaj^'onales  .\(^  el  HD)  vX  (jue 
•  et  a\f  est  un  axe  iiiineipal  de  riiV|)«'i"boloide  (H). 
Mil  j)j><n  idMS  eel  liv)»ii  Ixdnïde  à  ses  axes  principaux  el 
sitii  alors 

son  é(|uatit)n.  Le  «jnailrilalèi  <•  AlH.l)  doit  être,  d'a|nès 
ee  (jn'on  vieni  dédire,  svniélri(|ue  par  rappoi  l  à  l'un  des 
.ixes  de  eoortlonnées.  Sii|tp().s(tns  (iiie  eel  axe  soit  ();. 
Si  l'on  appidle  (jr,,j),,  c,j  el  (^x^.  )^i.  z-,)  It's  coor- 
données lies  points  A  el  B,  «elles  des  points  C  el  I)  sont 
respect i\ «nient  (  —  x^.  — i',,  ::,  )  «t  (  —  jto.  —  y>,  Zj). 
Le   plan    Mil)  a  pour  éipiation 
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r 

y 

z        1 
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.»  I 

-1    1 

Xi 

Jî  - 

Zi        1 

-  .r. 
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z,      1 
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y    - 
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d  nn  I  on  lire  .sans  peine  les  lupialions  de  la  dioite  A  7. 

^  —  Ti     _       y—yt       _      z—z, 


Pour  <  xpriiiiri-  (pic  la  droile  A  a  est  sur  (  Il  ).  il  snilit 


(  7-^  ) 

(rt'ciirc  (|irtiii  [loitil  (mcIcniKjuc  (le  la  diolle  Ay,  doiil 
It'S  coordonnées  sont 

T  —  Xi-^  f'Vii  -1  —  -1  »< 
J=^,  -  ÀXîl  -,  —  -î), 
5  =  -3,  -H  X(>î  Kl  —  -^ija  I. 

a|)|)artitiil  à  celle  smiaee.  On  forme  ainsi  nne  é(|ua- 
lion  du  second  dei^ré  en  A  (|ui  doit  èlie  identicinenienl 
salislaile. 

Il  nons  snffira  de  retenir  la  condition  obtenue  en 
annulant  le  eoellicieni   du    lernie  en    /.. 

On   trouve  ainsi 

I    XXiVii  Zi—  z-i)—  nxiViizi—  z^} 

i  -^CZi{Xiy,  —  .riyi)^o. 

On  trouvera  nne  condition  analogue  en  écrivant 
(jue  B|3  est  sur  (W).  il  suffit  de  permuter  les  indices  i 
et  2,  et  1  on  obtient 

(  -^  ^Zi{xiy.,—  .riyi)  =  o: 

d'où,  en  a|(nUanl  les  é(|uations  (i)  et  (•?), 

(j-,  v-,—  x<,y,  )  { Zi  —  Zi)  {  X  -^  M  —  C )  —  o. 

Les  deux  premiers  fadeurs  de  la  relation  précédente 
ne  sont  pas  nuls,  sans  quoi  le  (piadrilalèreAB(]D  serait 
dans  un])lan,  soit  passant  par  ()-.  soit  parallèle  ;urO). 
On  doit  donc  avoir 

O)  A-+-B  — G  =  o. 

Ce  qui  uïonlre  bien  (pie  l'Iiyperboloïde  (\l)  n'est  pas 
quelconque  :   la  condition  (  .)  ).  de  foiine  bien  connue. 


(  74  ) 

(■\|)riiiii-  i|iril   esl  oitltof^onal ,  (•'e.sl-;i-(liir  (|ii  il   a  di'S 
yéiM  Tjliift  ;>  il  lies  |ilaiis  I  NcliijiK's  |)('r|)fii<li(  iilaii'fs  ^  *  ). 

i.  lu-(  i|)r(i(|Miiii)>iil .  ^uil  (II)  iiii  liy|)('t'l)i>|iii(ii- (irllio- 
i^olial.  Jr  (lis  iiuf  I  Du  jiftit  (iui<ili  litre  uni'  thuihlf  iii/t- 
nitc  (Ir  (jiuiilrHiiièrrs  VH(llJ,  /c/v  ijur  les  jx'ipcnduu- 
liiircs  \a.  H  j,  (]•-,  Do,  inenrcs  drs  sonnncls  A.  \\.  (!, 
I)  ilii  (fiiiiiln//if('rr,  ri\'ifK'(/i\rinr/if  tinx  pîtuis  (  l)\H), 
(ABC),  (  BCD),  (Cl)\),  suirnt  des  général riccs  df 
même  système  de  (II). 

C»'  tliéorrine  |n*ul  èlre  (•()nsidér<'-  comme  résullaiil  <lii 
(•fim|il('  (le  jtaramètrcs,  fait  an  (Irl)iil  «lu  n"  W.  Mais  on 
obtient  nnc  (It'monstiation  pins  ri^onfcuscr  t't  pins 
inslrucli\e  par  des  lonsidéialions  d'un  ordre  dilleient. 

o.  Dans  ce  fjui  snil.  |<'  (unsidérerai  nu  liv[)erh<j- 
loïde  (H)  (]ncl(-(in<jn('.  mais  distinct  d'nn  paraboloïdi' ; 
je  dirai,  pour  ahréi,'('i-.  (juc  les  génrniliiccs  de  (II) 
sont  (i)  ou  (y)  sui\anl  (|n'(ll('s  appartiennent  à  un 
système  ou  à  l'autre. 

Soient  G  une  j^énératrice  (i)  lixe,  V  et  V  deux  géné- 
ratrices (i)  variables,  telle^  (pit!  les  j)erpendicnlaires 
communes  à  G  et  à  V  d'une  part,  à  G  et  à  V  de  lanlre, 
ai<'nl  leurs  pieds  sur  i'j  confondus.  Il  existe  entre  V 
vl  V  uiH,"  correspondance  dont  nous  allons  clierclier  la 
nature. 

La  perpendiculaire  commune  à  G  <'t  à  V  engendre, 
connue   l'on     sait,    un    cylindroïde    «tu     conoïde    rie 


(')  !>"tinr  fiiron  jiliis  |ir«risf,  stir  lis  six  phms  cycliques  d'un 
hypcrboloïde  orllinRonal.  il  y  en  a  deux  qui  sont  pcrpcndiciihiircs 
.1  drs  f;«!-nt'ralrircs  de  la  surface.  Crf>  deux  |)laiis.  supposés  diafin'*- 
Iraux,  se  coupent  suivant  un  axe  prin<  ipal.  Il  faudra  loujoiirs 
«•nlcndre.  dans  rr  qui  ««iiil.  pour  firr  di*  i'li\  |><^rholoïdc.  l'axr  dont 
il  s'agit. 
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Pliichcr  (P),  (lonl  C,  rsl  l.i  droite  duiihlr.  Doiiiioiis- 
iioiis  r,  oL  soil  X  la  |)L'r|)»'ii(li<:ul;iirc  (.onimniM' il  (i  «-l 
à  r.  X  ni"  peut  ôlre  perjUMuliciilaiic  (•oinniuiic  ;i  M  cl  à 
aucuiu'  {^t'rnt'raliic»'  (i)  anlrcr  (|ii('  F,  sans  quoi  (II) 
aiiiail  li'ois  génôralrices  jiaiallèk'S  à  un  inriiic  pi. m,  (<• 
qui  conlrcdiiail  l'Iiypollirsc  faile  que  (H)  n'csl  pas  uu 
paial)oloïtlt>.  Mais,  par  le  point  où  X  ifiironlre  (i,  il 
passe  une  autre  généralriee  X' du  cylindioïcle  (P),  et  \' 
est  perpendiculaire  eoiniiiuiie  à  G  el  à  une  seule  i^éné- 
ratriee  (i)  V . 

La  correspondance  (>ntre  F  el  F'  est  donc  hiunixcxjne  ; 
eouinu"  elK;  est,  eu  outre,  évideninienl  svuiéliicpie,  on 
voit  (fuc  F  et  F'  sont  con/iiguées  da/is  une  un'olii- 
tion  (^Jï). 

Il  est  aisé  de  définir  l'involulion  (Jï)  par  deux  cou- 
ples particuliers  de  génératrices  conjuguées  (F,  F')  : 
construisons  (  fig.  2)  les  deux  génératrices  (i)  F,  et  V-, 


Fif 


qui  sont  perpendiculaires  h  G.  Il  existe  une  généra- 
trice (i)  F.',,  autre  que  G,  per[)endiculaire  à  F,,  el  une 
génératrice  (i)  Fj,  autre  que  (i,  perpendiculaire  à  Fj. 
Soitenlin  V"^  la  génératrice  (2)  parallèle  à  Fo  ;  T.^  est  la 
perpendiculaire  comnume  à  G  et  à  V\.  Désignons  par  ti 
le  point  où  F",  rencontre  G;  coinnie  G  est  per[)enilicu- 
laire  au  [)lan  (F,,  Fl\  a  est  hî  pied  sur  C  de  la  perpen- 
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tlirlihiiif  r mmic    à   (  1   «l  .1    l',.  <  )ii    \"il    'Iniic   (|Ur    1  , 

ri  1'  sont  «•(niinj;nr<s  «l.iiis  liiiN  nlutimi  1  J).  Dr  imiiir: 
I'.  cl  r,.  Ainsi,  /'i//i'<;//i//o//  [3 )  ('s'  lii'Jinic  j'our  les 
ileux  rniii>lr.s  dt:  i^riicniti  iics  conju^iu-cs  (  T,  T',  ) 
et  (T,,  V.,). 

(!»'la  «-tal)!!,  Mi|>|u»s(ins  (|uc  (  Il  )  «'sl  mi  li  \  piThoIoïili' 
01  lli()f;niial,  cl  irpK'si'iiloiis  <ii  (^  sa  liare  sur  If  plan  di' 
riiiliiii  (   /iu.  .)).  l{(|.r(''SLMil()iis  aussi  en  S  l'ouibilicalf 


cl  soient  ///.  //,  ///.  //'  les  (juatre  points  trinlerseclion 
(le  S  el  (Ir  (^;  |»ni>(|u<;  (H)  esl  oilliogonal,  deux  des 
<-ordes  cominmifs  ;i  (tes  deux  conicjues  ont  leurs  |i('»les, 
|)ar  iaj)|)iii  I  à  S,  sur  ():  par  exemple,  les  lanj;eiit(;s  à  S 
aux  pi»inls  ///  cl  //  vonl  concorder  en  /;  sur  (),  el  les 
lant;enlcs  à  S  aux  poinls  /;/'  et  //'  vonl  concorder  en  y' 
sur  (J. 

(  )ii  priii  (  (insidt'-rer  le  conloiii-  ////'//  coiiinie  consli- 
Inaiit  ////  lic.vni^onc  (h-i^dnri  r ,  iiisciil  à  (  ),  ri  dont  les 
soniniff\  consfciil ifs  sont  c<injn^u('S  pnr  r(i/)i>ort  à  S; 
les  Miiiiriiris  (je  cet  liexat^one  soni,  dans  I  oidrc.  les 
points  I,  A,  .i,  /|,  5,  6,  dispo.si's  connue  le  umulrc  la 
litiure. 

Il   exi>le  donc,  en    \crlu  d'un  llieor("ine  connu,  iinr 
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infinité  d'hexagones  inscrits  à  Q  <>/  diml  !<•%  soniniels 
consécutifs  sont  conjugués  par  rapport  à  S  (•).  Soif 
éT'T'^TiT^  ^'"  '^•'^  li<'\;ij;()iie.  Ses  soiniiicls  smiL  les 
Inices,  MIT  le  |>I.iii  <l<'  riiiliiii,  lie  ij;<''iu''ralii(rs  i  i  )il('(H), 
que   nous   appellerons  rcspt'clivi'Miont   (i,    1',,    I",,    (V, 

r', ,  r^.  (G,  r, ),  [\\,  r!,), . . . ,  (r^,  G)  som  des  ccjnpics 

de  j^énéralrices  reelangulaires. 

On  \()ii  donc  ((lie  deux  généralrieos,  conjuguées  dans 
rinvolution  (S)  d(^finie  pins  iuiul,  ont  |)Oiif  traces  sur 
le  plan  tie  l'inlini  deux  points  de  (^,  conjugués  dans 
l'involution  (/)  définie  sur  celle  conicpie  par  les  couples 
de  points  (^'i^y,  )  t'I  (ya»  y')-  D'autre  pari,  quand  on 
fait  varier  l'hexagone  g^'\^'',g'^'\^'-2f  on  sait  que  deux 
soniniels  opposés  de  cel  hexagone  sont  conjugués  dans 
une  involulion  delinie,  on  le  reconnaît  irninédiale- 
nienU  [>nv  les  couples  [m,  /f),  {ni',  n').  L'involution  (t) 
se  confond  donc  a\ec  ci'lle-là.  Par  consé(juent,  l  invo- 
lution  {3)  ne  dcpcnd  pas  de  la  génératrice  Q.  Deux 
génératrices  conjuguées  dans  celte  involulion  ont  leurs 
traces  siu'  le  plan  de  l'iuiini  en  ligne  droite  avec  le 
point  de  rencontre  de  nm  et  de  m' n  ,  ce  qui  levient  à 
dire  que  ces  génératrices  sont  syniélricjues  par  lapporl 
à  Taxe  de  rhv()iîrl)oloïde. 

^ous  sonnnes  donc  parvenus  au  théoiènie  suivant  : 

Soient  (II)  un  liyperholoide  ortliogonal,  G,  V  et  V 
trois  génératrices  de  même  système  de  cet  hyperbo- 


(')  nijin  peut  aussi  être  eonsidéié  comme  un  quadrilatère  dégé- 
néré inscrit  à  O  et  circonscrit  à  S.  Un  peut  ilonc  énoncer  le  lliéo- 
rènic  suivant  ((|ui  a  sans  iloute  été  déjà  remaniué)  : 

Deux  coniques  Q  et  S  doivent  satisfaire  aux  mêmes  conditions 
pour  qu'il  y  ait  des  quadrilatères  inscrits  à  Q  et  circonscrits  à  S. 
et  pour  qu'il  y  ait  des  hexagones  inscrits  à  Q  et  ayant  leurs 
sommets  consécutifs  conjugués  par  rapport  à  S. 
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loïilf.  V  et  ï"  lihiiil  s)nirtrn/iirs  jxir  i  (ip/yoi  t  à  l'tixe 
(if  lit  surface.  J^rs  pcriifuduttldircs  coiinnuni's  à  G 
ci  Y  (l'iifif  part,  à  ( j  ft  à  I"  ilf  /\iulrt\  diiI  leurs  jnftfs 
sur  Cm  confondus. 

La  l('(ipi(KiUf  t'iiniH  et'  .111  ii'  i-  b  iii  dcduil  iiiiim'dia- 
Iciiiriil. 

6.  .le  vais  inainli-iiaiil  luonliuT  que  les  résiillals  pré- 
cédenls  coiuluiseiil  a  la  coiiiiaissaiice  d'un  syslèuie  arli- 
«:ulé,  1res  inléressant,  découvert  par  G. -T.  Reunell  ('), 
el  reli(iu\é  indépendaunnenl  par  M.   l'jiiilc  lîorel  (^). 

Soi«'iil  toujours  ABCjl)  lin  (piadiilalérc  gauelie  à 
côtés  opposés  éijanx,  Va,  \^'{j^  <  i".  Do  les  pci-pcndlru- 
l.iiio  clcvé-i-s  des  soininets  A,  M.  (1,  J)  aux  plans  (  I)  \  15"), 
(ABC),  (lîCD),  ((]DA).  (>)nsi(lérons  les  droili-s  li 'i  v\ 
Cy  comme  formant  une  ligure  de  grandeur  invariahle. 
Puisque  Aa,  Bj3,  Cy,  Do  sont  sur  un  même  livpnlx)- 
loïde,  on  peut  (ioiincr  à  la  ligure  (BjJ,Cy)  •"•  d<'place- 
ment  inliniinenl  p(;til,  tel  que  l«fs  droites  B  3  ft  (j*' 
aient  resjK'clivement  Aa  el  Do  pour  tiroiles  conjuguées 
dans  le  complexe  linéairexatladié  à  ce  déj)lacement  in- 
iiniiiiciil  jjilil.  AiitreinciiL  dit,  dans  le  déplacement, 
B|j  tourne  autour  di;  A  a,  (  iv  tourne  autour  de  F)o. 
]Nous  pouvons  encore  donner  à  ce  résiliât  l'expression 
suivante  :  Un  peut  délornni  iiiliiiiiii<>nt  pi'ii  la  (igure 
(Aa,  B.3,  C-',  D^),  (Aa,  B[i),  (B^,  Cy),  (Cy,  Uo), 
(Do,  A  a)  constituant  (jiiatre  ligures  invariables. 

Après  cette  dé-formation  inliniment  petite,  ABCD 
est  encon'  un  quadrilatère  à  côtés  opposés  égaux  ;  donc 


(')  t'nf,'i/iperin!^  {(Iéci,'iiil>ri'  ifjii3,  p.  777)  :  A   new  Meclianism. 
(')  Mémoires  des  savants  étrangers  (t.  XXXIII,   n"   1,   p.   :'>(>)  : 
Mémoire  sur  les  ité//lacements  n  trajectoires  s/i/ierir/ues. 
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Aa,  B^,  Cy,  Do  sont  encoie  sur  un  nièiue  hypciho- 
loule,  );l  la  fif^iirc  peut  iccooir  uin;  m<»uvcII<'  délorma- 
lioii  iiitiiiiuKMil  pelilc;  et  ainsi  de  suite,  ^ous  arrivons 
ilouv  à  ceUe  coni  I u>i()ii  (jut"  la  lij^uie  est  suscepliljle 
cl  une  (lélornialion  Unie,   \insi  : 

Soient  ABCD  un  t/nadrilatèi-e  gauche  dont  les  côtés 
opposés  soiU  rivaux  deux  à  deux,  et  A  a,  B3,  C",  Do 
les  pe/pendivulai/es  menées  des  points  A,  B,  C,  D, 
respectivement  aux  plans  (DAB),  (ABC),  (BCD), 
(  CDA").  On  peut  déformer  le  système,  les  couples  de 
<//oi/P5(Aa,  B,3),  (B^,Cy),  (Gv,  Do),  (Do,  Aa)/o/-- 
mant  (/untre  figures  de  grandeurs  invariables. 

On  a  ainsi  formé  une  chaîne  fermée  de  quatre 
couples  rotoïdes,  pour  employer  le  langage  introduit 
par  M.  Kœiiigs  dans  sa  Théorie  des  méeanisnies,  c'est- 
à-dire  un  système  articulé  constitué-  de  (juatre  corps 
ligiiles,  articulés  deux  à  deux  suivant  des  charnières 
(pii  sont  les  cpiatre  droites  A  a,  B^3,  Cv,  Do. 

7.  On  peut  d'ailleurs  donner  une  démonstration 
directe  bien  simple  de  la  déformabilité  du  système  en 
question  :  tout  revient  à  démontrer,  on  le  voit  tout  de 
suite,  que  le  fjuadrilalère  ABCD  peut  être  déformé  de 
telle  manière  que  ses  dièdres  restent  tous  de  grandeurs 

constantes  (j'appelle,  par  exemple,  dièdre  AB  du  ipia- 
drilalère,  celui  (pie  torment  les  deux  plans  (  DAB), 
(ABC). 

Le  quadrilatère  ABCD  peut  être  évidemment  déformé 

de  telle  manière  que  le  dièdre  AB  restiî  de  grandeur 
constante  (puis(pie  ce  quadrilatère  possède  deux  para- 
mètres de  délbrmation).  Je  vais  montrer  que  tous  ses 
autres  dièdres  restent  aussi  de  grandeurs  constantes. 


(  «'•  ) 

<  )ii  u  m  rllrl   (^  l'uir  l.i  /i  i^ .  I  i.  (i;iii>  le  II  irilic  l).\(!I). 


/ 


biiilJC  _  ^iiiAlU) 
«in  HA        hiiiClih 


.Mais  It's  doux  iriaiiglt's  Alil),  (  .Hl)  sont  t-gaux  toinmr 
avant  Iturs   trois  côtés  égaux  chacun  à  cfiacun.  On  a 


Donc 


ou 


(:bd  =  adb. 

sinbC  _  sinABD         VU 
sinBA        sinADB 


/^        \l)        /\ 
sin  B<;  =  -— rj  sin  BA, 


ce  (jui  clahlil  bii  u  la  (unsLante  du  dièdre  BC. 

On  vérifiera  do  niênic  cjue  les  autres  dièdres  du  (jua- 
drilalèic  sont  de  grandeurs  constantes. 


COilKKSPOMrWCK. 


M.  P.  Montel.  —  Vous  ave/,  public  dans  les  Nomelirs 
Annales  <lo  l'an  dernier  un  élégant  article  de  M.  Tresse  éta- 
blissant que  les  six  comlilinns  nécessaires  à  l'équilibre  «le  tout 
système  de  points  suffisent  à  assurer  celui  d'un  corps  soliile  : 
je  vous  envoie  une  autre  solution  <le  cette  question  qui  ne 
suppose  pas  connues  les  propriétés  du  mouvement  hélicoïdal 
tan;,'ent  et  peut,  par  conséquent,  être  introduite  dans  l'ensei- 
gnement fies  classes  de  Miilhi-matiques  s|ié<iales. 

On  démontrr  très  siuipliMnent  tpje  tout  déplacement  d  un 
corps  solide  peut  être  obtenu  par  une  translation  suivie  d'une 
rotation.  Supp<»sons  que  le  corps  solide  soit  soumis  ii  de» 
forces  extérieures  formant  un  système  équivalent  à  o.  l'our 


(  «'  ) 

un  tl('|il;i(t'mctil  iiiliiiiiin-iit  |ii'lit,  If  ti;iv;iil  ('•Irincnlaire  dr. 
cliaqin'  force  s'oblienl  on  ajoutant  les  travaux  n-latifs  à  la 
iranslalioi)  et  à  la  nitalion.  Dans  la  traiislalion,  le  travail  est 
égal  an  lundini  ,{,-  \.t  IdUfrueur  du  drplaceuient  commun  à 
tous  les  points  par  la  projection  de  la  force  sur  la  direction 
de  la  translation.  I.a  somme  de  ces  travaux  pour  tous  les 
points  du  sotide  est  nulle,  car,  |)pur  les  forces  intérieures, 
les  projections  sont  deux  à  deux  opposées  et,  pour  les  forces 
extérieures,  la  sonuue  de  leurs  projections  est  nulle.  Dans  la 
rotation,  le  travail  est  égal  au  produit  de  l'angle  de  rotation 
par  le  moment  de  la  force  par  rapport  à  l'axe  de  rotation.  La 
somme  de  ces  travaux,  pour  tous  les  points  du  solide,  est 
nulle,  car,  pour  les  forces  intérieures,  les  moments  sont  deux 
à  deux  opposés  et,  pour  les  forces  extérieures,  la  somme  de 
leurs  moments  est  nulle. 

Jl  résulte  de  là  que  la  difTérentielle  de  la  force  vive  est  nulle, 

Vo  étant  la  vitesse  initiale  et  v  la  vitesse  au  temps  f  du  point 
matériel  de  masse  m.  Si  le  corps  part  du  repos,  io=o,  la 
force  vive  est  toujours  nulle  :  c'est  une  somme  de  termes 
positifs  dont  chacun  doit  être  nul.  Donc  les  vitesses  de  tous 
les  points  du  corps  sont  nulles  et  tous  demeurent  immo- 
biles. 


CEUTIFICATS  OE  MAillEMATIOlES  «É.VÉUALES. 


Lille 


Géomktrie  analytique  et  Analyse.  —  I.  i"  Ox,  Oj,  O:; 
étant  trois  axes  lectangulaires,  montrer  que  la  surface 
développable  dont  les  plans  tangents  sont  représentés  par 
l'équation 

x<.'mt  —  y  cost -i- z  —  at  =  o, 

où  a  désigne  une  longueur  constante  et  t  un  paramètre 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  l.  VI.  (Février  1906.)  6 
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Variable ,  mlnit't   /jour    arrie  <le    ri'lninissrmriit    ht   voiirbe 
en f;r mirée  pur  te  /nnul  tle  runr/ln/inrfs 

,    X  =  a  cns/, 

(i)  y  =  "  >*''>^ 

'  z  =  at, 

• 

qut  rencontre  l'arr  <>./•  en  un  pnint  A. 

v."  Soient  M  un  point  tjuelcont/ue  de  la  anirbe,  I*  et  (^» 
les  lieux  points  de  la  tan  fiente  en  M  dont  lu  distance  à  M 
est  è^ale  à  la  lonf^ueur  de  l'arc  AM;  trouver  le  lieu 
du  point  P  et  relui  du  point  <^);  rectifier  les  courbes 
obtenues. 

3°  L'une  des  courbes  précédentes  est  située  dans  le 
plan  .rOy;  iherclier  l 'expression  du  rayon  de  courbure 
en  un  point  quelconque  et  l'équation  de  la  développée  de 
cette  courbe. 

4"  Vérifier  que  la  courbe  représentée  par  1rs  équa- 
tions (i)  est  tracée  sur  un  rylindre  de  /éiidutinn  d'a.rr  i)z 
et  sur  la  sur/ace 

y 

z  =^  a  are  (anj:  —  ; 
:r 

calculer  l'aire  de  la  portion  fie  cette  dernière  surface  com- 
prise et  l'intérieur  du  cylindre  entre  le  plan  .ri)y  et  le  plan 

parallèle  de  cote  —a. 
■i 

II.  Trouver  et  intégrer  l'équation  di [férentielle  des 
courbes  planes  telles  que  le  segment  intercepté  sur  une 
tangente  quelcontjue  par  le  point  de  contact  et  la  projec- 
tion d' un  point  Jixe  ait  une  longueur  donnée. 

MÉCAMylK.  I.  Dé  finir  l'accélération  d'un  point  dans 
le  cas  général;  déterminer  ses  com/tosantes  suivant  les 
axes  de  coordonnées,  fiuis  ses  cou/posantes  tangentiellr  ri 
normale. 

II.  I.ludirr  le  mouvement  d'un  point  M  qui  décrit  un  an 
d'hélice  de  façon  que  sa  projection  \  sur  ra.re  de  rrtir 
hélice  soit  animée  d'un  mouvement  vibratoire  simple. 

(Novembre  iyo5.) 


(  »-^  ) 


Lyon. 


lil'HKrvE  KCHlTii  ( t'\l i;iil ).  —  Cnnsliuiri'  la  couilie [thmc  <",, 
telle  tjiie   l'aire   co/n/jrise   nitic   l'urdonnée  fixe  A' A,   la 


A* 


M'   ^ 


courbe,  l  iirilonnée  mohile  M'AI,  l'axe  des  x,  soit  propor- 
tionnelle à  l'are  AM. 

>n|.|  TION. 

Plaçons  A'  à   lorigiiu',   en    [iicnant    AA'  pour  unité  ilf  Inn- 
ijuour.  Alors  raiic  est  éuale  à  lare  i-l  il  vieiil 


(Novembre  iyo4) 


Montpellier. 
Épreuve  écrite.  —  (hi  considère  l'ellipse 
X  =  a  eus (5,         y  =^  b  ^\w^, 

et  la  tangente  en  un  point  déterminé  M  de  la  courbe.  Cette 
tani^ente  rencontre  les  axes  de  coordonnées  en  deux 
points  A  et  B,  en  lesquels  on  élève  des  perpendiculaires 
auxdits  axes. 

CC'S  perftendirulaires  se  coupent  e/i  un  point  \  dont  on 
demande  le  lieu  lorst/ue  M  se  déplace  sur  l'ellipse  donnée. 

On  construira  la  courbe  qui  a,  entre  aiit/es  asymptotes, 
les  asymptotes  x  =■  a  et  x  =^  b. 


(    Si   ) 

ConsidtranI  ht  hninrhc  île  rourlte  qui  se  ni/iixtrle  à  ces 
deux  t/ernièrt's,  on  évaliiern  l'aire  mui/irisr  entre  cette 
hrtmche,  les  asymptotes  en  question  et  une  ordonnée  d'ab- 
scisse quelconque  plus  ^'rnnde  que  a.  On  évaluera  aussi  le 
l'olume  engendré  par  l'aire  précédente  tournant  autour 
de  Ox. 

Ki'KKl  VK  l'HATioii:.    —    Inscrire   le  rectangle   de   surface 

A 


aussi  grande   que  possible    dans    un    segment    de   cercle 
donné  ABC. 

N.B.  —  Le  segment  sera  considère  comme  dèterm.iné 
par  le  rayon  r  de  l'arc  qui  le  limite,  et  par  la  distance  a 
du  centre  O  de  cet  arc  à  la  base  BC 

On  pourra  prendre  comme  inconnue  la  hauteur  x  du 
rectangle.  (  XoNcnihie  1905.) 


Toulouse. 

Kphktvk  écrite.  —  Une  courbe  plane  (C)  est  invariable- 
ment liée  à  un  axe  vertical  y'y  situé  dans  son  plan,  et 
tourne  autour  de  cet  axe  a\,ec  une  vitesse  angulaire  con- 
stante OJ. 

Une  tige  homogène  et  pesante  A  M  de  masse  m  et  de  lon- 
gueur I  est  mobile  dans  le  plan  de  la  courbe  (C),  ses 
extrémités  A  et  M  étant  assujetties  à  rester  sur  l'axe  y'y 
et  sur  la  courbe  (C).  On  néglige  les  frottements. 

I"  Déterminer  la  résultante  des  actions  de  la  force  cen- 


(  ^^  ) 

trifu^e  sur  la  (ii,'c  A  M   r(  le  point  d'application  de  cette 
résultante,  en  supposant  que  la  tiffe  occupe  une  position 
fixe  dans  le  plan  de  ta  courbe  (G),  pendant  la  rotation. 
a°  Déterminer  la  courbe  (C)  de  manière  que  la  tige  soit 


en  équilibre  relatif  pendant  la  rotation  quelle  que  soit  la 
position  de  V extrémité  M  sur  la  courbe  (G). 
3"  Construire  la  courbe  obtenue. 

EpREtVK  PRATIQUE.  —  Dans  un  cercle,  un  arc  de  lon- 
gueur 3*"""  sous-tend  une  corde  de  2*".  Trouver  le  rayon  du 
cercle  au  dixième  de  millimètre.         (Novembre  igoS.) 


CERTIFICAT  «AÎVALYSE  SIPERIEIRE. 


Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Enoncer  et  démontrer  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  deux  fonctions  o{x,y)  et  ^{x,y)  pour  que  le 
système  de  coordonnées  curvilignes  défini  par  les  équa- 
tions 

?(^,J)  =  «,         '^{x,y)  =  v 

soit  orthogonal  et  isotherme. 


(  86  ) 

II.  Quelles  vafrurs  ftiiit-il  iinnner  ù  In  runslanlr  m 
pour  t/tif  rinlciy'riili-  ^l'nriitlv  df  /'rt/uafinn  ili (fiirnlirlle 

d-y        -     (ly 

soit  méromnrphe  pou/-  Imites  les  valeurs  Jinies  de  r. 

Vérifier  que  pour  chacune  de  ces  voleurs  de  ni  l'inté- 
grale ^'énérale  est  une  fonctinn  rationnelle  de  .r,  et  cal- 
culer celte  /onction  rationnelle.  (Noveinlire  190'j.) 


CEKTIFICAT  ir\l(iKltltH  SI  rntIKlUH. 


Nancy. 


Ki'RKUVF  KCRITK.  —  I.  7'/ii(i/i/nc  de  Mitta,i:-J.cJ/lcr  sur 
la  représentation  d'une  fonctinn  analytique  unij Urnic 
d'une  variahle  complexe  z  n'adnullnni  u  distance  Jinic 
que  des  /lôlcs  comme  points  sini:uliers. 

II.   Décomposer  le  />/emie/-  membre  de  l'équation 

a"*"  —  1  =  0 

en  ses  facteurs  irrédui  tildes,  l.  (fectuer  la  même  décompo- 
sition pour  t'éqitaliiin  transformée  en 

y  =.  X  -\-  a*', 

et  déterminer  le  groupe  de  substitutions  de  cette  équation 
transformée. 

IÙ'HEI  VI-;   phatioi  i:.  Calculer  à  un  millicme  prî's  l'in- 

tégrale 


I 


étendue  a  la  circonférence  <le  centre  c  =  o  et  de  rayon  >.: 
on,  donnera  pour  z  ~  i>  aux  racines  carrées  leurs  valeurs 
aritlimétiq m  s  cl  à   l'air  l.iim    la   détermination    comprise 

entre et  —  — •  (.luillrl    ii|iii.) 


(  87  ) 


CKItlIPICAi  hK  (iEOMETKIh:  SlirKKICUlK. 


Paris. 


ÉpnKiJvr:  kcriti:.  —  F.  On  coiisidrrc  les  (Icu.r  prtrdbo- 
loïdes 

T^-\- y- =  ia  z,         x--}-y^  =  —  7.az, 

et  les  droites  qui  sont  tanf,'entcs  communes  à  ces  deux 
surfaces.  Déterminer  les  arêtes  de  rebrousse  ment  des  dè- 
veloppables  engendrées  par  ces  droites. 

11.  Equations  qui  déterminent  la  surface  ntinima  ayant 
pour  ligne  géodésique  la  déi'eloppée  dune  parabole. 

Ei'RKLVE  l'RATiyi  E.  —  Etudier  les  sections  par  les  plans 
coordonnés  et  par  les  plans  parallèles  au  plan  des  xy  de 
la  surface  lieu  des  points  dont  les  coordonnées  x,  y,  z 
s'expriment  de  la  //tanière  suii'a/ite  en  fonctio/i  de  deux 
para//ièt/es  u  et  v  : 

.r  =  u  -h  Y  "^  '"'  ' 

^  =  »■^ 

z  =  {  U^  -+-  i'-  )■-  -(-  2  «-  —  2  i'-. 

(M.irs  1905.) 


(i:iiTiFii;ATs  \)ï  auxi  \)wmmmi  et  i.\TE(iH4L. 


Nancy. 


Éprelve  écrite.  —  1.   On  considère  l'équation  dij/'é/e/i- 
tielle 

3a  p 

^-^  py —  =  o, 


(  ««  ) 

-  /  •  •  ^y  ,        , ,  .  ,        ,        . 

ou  I  o/i  a  pose  r-—  r^  p  et  ou  a  (ffsii,'ni'  un   immlnf  (loiine 

/lositif  : 

]"  /nti\srfer  cette  éfjuation  ; 

?"  Ih'terminer  la  solution  trUt  i/ue  la  rourl/e  i/ui  la 
représente  admette  l'are  des  y  pour  tan^'ente  et  ronsti  uire 
cette  courbe  (on  ne  rherchera  pas  l 'tt/uatiDn  ei/dnite  de 
la  courbe  ); 

3°  Cette  courbe  est  fermée;  calculer  le  rot  urne  enf^endré 
par  sa  révolution  autour  de  l'axe  des  y. 

II.  On  considère  la  courbe  représentée  en  coordonnées 
rectangulaires  Oxyz  par  les  écjuations 


y  =  .r',  z  =  -  x^. 

i 

1°  Trouver  le  lieu  des  parallèles  menées  par  l'origine 
aux  tangentes  successives  à  cette  courbe  et  trouver  l'enve- 
loppe des  plans  menés  par  l'origine  parallèlement  aux 
plans  osculateurs  successifs  ; 

7."  Calculer  l'angle  de  la  tangente  en  u/i  point  de  la 
courbe  avec  la  bissectrice  de  l'angle  xi)y\ 

3°  Déterminer  le\  développantes  de  la  courbe. 

(  Novembre  1905.) 

Ki'HKLVK  ÉCHUE.  —  I.  I'  et  Q  désignant  deux  fonctions 
données  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y^  énoncer 
et  démontrer  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  existe  une  fonction  u(x,y)  dont  la  dij/'érentielle 
totale  soit  égale  à 

P{x,y)dx—  Q(x,y)dy. 

Comment  calcule-t-on  cette  fonction  k? 

II.  Déterminer  la  fonction  z  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  et  y  de  manière  : 

i"  Que  l 'expression  z  <lx  ^t-  z^  ily  soit  une  différentielle 
totale  exacte  ; 

•i"  Que,  pour  y  =  o,  la  fniulinn  z  se  réduise  à  >/lc. 


(  «9) 

l.a  fonction  z  une  fois  déterminée,  intégrer  la  diffé- 
rentielle 

z  dr  -f-  z"^  dy. 

III.    Soient  C  une  courbe  rcfirésentre  par  rér/unlion 

1*  le  pied  sur  l'axe  des  x  de  l'ordonnée  d'un  point  M  de 
cette  courbe,  et  D  la  parallèle  menée  par  P  à  la  tangente 
au  point  M.  Cette  droite  D  a  une  enveloppe. 

1°  Evaluer  les  coordonnées  du  point  de  contact  N  de  la 
droite  D  avec  son  enveloppe  ; 

1°  Déterminer  la  courbe  C  de  telle  façon  que  l'or- 
donnée du  point  N  soit  égale  aux  deux  tiers  de  V ordonnée 
de  centre  de  courbure  de  la  courbe  au  point  M. 

(  Novetnbre  1905.) 


CEIMIFICAT  n'ASTKOXOMIE. 


Poitiers. 

EpREl'VE  ÉCRITE.  —  Aberration  annuelle.  Formules.  El- 
lipse d'aberration.  Aberration  du  Soleil. 

KpREUVE  PRATIQUE.  —  Le  l'j  juin  1905,  avant  midi,  on  a 
trouvé  : 

Hauteur  du  bord  inférieur  du  Soleil..  SS^^c'aS' 

Baromètre -6?""" 

Thermomètre -I-  22° 

Latitude  du  lieu 46*^34' 55' 

Trouver  l'heure.  Tenir  compte  des  variations  de  décli- 
naison. 

(La  Connaissance  des  Temps  est  mise  à  la  disposition  des 
candidats.)  (Juillet  igoa.) 


(  90  ) 


SOI.UiONS  hK  OlKSilO\S  IMtOIM^SKtS. 


1652. 


Ti  uin'i-r  tiiiis  h'n  s\  sfrnifs  ilr  (fiialn'  munlirrs  /xixiti/s   n, 
h.  r.  <l.  tels  (jue  les  ili.r  tminlircs 

a  -i-  h  —  I.     n  -r  c  —  I,     a  -^  d  —  i, 

b  -r-  C   —  I.       Ù  -I-  (J    -  l,       C   -II-  d  —  I, 

f  —  b  —  c  —  d,     -i  —  c  —  t/  —  a, 

■}.  —  tl  —  n  —  I).      >  —  a  —  b  —  c 


soient  les  i/nerses  de  nonihres  entiers. 


(  I.KXAVASSKIK.  ) 


son  T ION 
l'di    M.    \.  Kki.toi  II. 

On  «.(•  iiuinr  en  |iii»ciu'i-  du  •>\>l<rne  (!'«  i|ii;iliiiii>. 


O)     < 


/  a  -^  b  —  1  =  3-, 
1  a  -^  c  —  i=y, 


y,  b  ->t- d  —  I  =  j'i,  »  — a  —  r  —  d  =  n. 

(I  -h  d  —  f  =  z,  b  -h  c  —  I  —  -I,  •'  —  "  —  b  —  d  =  p, 

>.  —a  —  b  —  c  =  </• 


N 


il.iii»    |r»(|iic||<-»  II-»    i-crDml»    iiK'iiilii  ("^    xiiil    «le    lii    foiim-    — ;  » 

■  IV 

\    II. ml    iiili.T. 
l'..-;iiil 


(■i> 


n  -\-  b  -\-  c  -\-  d  —  9.  =  a. 


(J) 


^   a  =  m    '-a,  c  =  jt  ->-  <i, 

I   b  =  n    -h  %,         d  =  q  -h  1, 
m  -^-  n  -\-  p  -^  f/  —  7  =  —  J  a. 


(  9'    ^ 

l/('-liiiiin:ilii>ii    lie    d ,    h,    c,    <l   ilniirir    If^    ^i\    i  rliilioii^    ^iii 
NLinli'*    : 

,         X  -^  p  -^  (j  =:  T  X  -^  m  -\-  n , 

'  "•  )  >    =  J'  -+-  «  -H  7  =  ^1  -!-  w  H-  />, 

,   =  ;:  -(-  «  -t-yo  =  Cl  -t-  m  M-  7  =  I  —  a. 

On  a  encore  le<  fininiilo  >uivanles  : 

(G)  j--t- j",  =^ -+- >-,  =  c -I- c,  =  a 

el 

X  ->t-  p    ^  y  -\-  n    =  j ,  -4-  /»  =  I  I  —  al  —  q^ 

X  -h  q   =  yi-h  m  =  z  -i-/t   =(i  —  ai  —  p, 

Xi-h  /n  =  y  -+-  q    =  z  -t-  />   =  (i  —  a  )  —  «, 

Xi-^  n   =yi^p    =zt-hq    =(i  — al  — /». 


<7) 


Si  dans  (5)  on  remplace  a  par  l'une  des  valeurs  tirées  de  (6), 
on  a  six  formules  ne  renfermant  chacune  <|ue  quatre  incon- 
nues de  la  forme  -^  : 


(8) 


■i.x  -h  Xi-^ p  ■+■  q  =  i , 
îXi  -h  X  -^  m  -\-  n  =  i, 

2  Kl  -;-  K  -\-  m  -^  p  =  i , 
2Z  -i-  Zi  -\-  n  -^ p  =  \. 
2-1  -f-  .3    -i-  /«  -i-  7  =  I  . 


F.a  combinaison  de  chaque  li<ïne  des  relations  (7)  avec  (4) 
donne  encoie  quatre  relations  analoi;ues  : 


(9) 


X  —y  -i-  Cl  H-  27    =  I, 

X  -f- ji-f-  c  -i-  >p    =  I, 
xi-^y  -i-c  -t-  ■>.«   =  I, 

Xi-}-  Vt-r-  Zi-h   K/n  =  I . 


On   peut   enfin   remar(|uer  que  la  somme  des  dix  inconnues 
est  égale  à  2  : 

Z.r-f-  ^'fi  =  2. 


(    92     ) 

Los  t-qiiations  (8)  formonl  «'iimmiiIiIc  le  système  des  cnndi- 
lions  ù  I  (-iii|)lii-. 

Kllfs  n'ont  plus  cil"  suliiliun  lniM|ui'  chacuiif  ili^  inconnues 
est  infriieure  en  valeur  absolue  à  ^. 

Il  en  lésulle  un  moyen  de  r«'«oudie  le  syslèuie  en  donnant 
successivement  à  chaque  inconnue  les  «lix  valeurs  positives  ou 

négatives  ^    poui    lrs(|n<'lles  (  \  J      O  et  en   reclierc  lianl   dans 

cliatjue  cas  toute-<  les  solutiniis  possibles  pour  les  autres 
inconnui's. 

Par  raison  de  symétrie,  il  Miltil  d'opérer  sur  les  deux  incon- 
nues m  et  T. 

On  peut  renilre  cette  discussion  plus  facile  en  examinanl 
séparément  les  cas  suivants  : 

i"  a,  b,  c,  d  ont  des  valeurs  «lillVrentes; 

V."  Deux  d'entre  elles  seulement  sont  égales  :  a  =:  b\ 

3"  a  =  b,  c  =  d^  a  et  r  ayant  des  \aleurs  dillerentes; 

4°  a  =  6  =c  ^  rf; 

0"  a  =  b  =  c  =  d. 

I"  a,  /y,  c,  d  ont  des  vnlettrs  diffcrrntcs.  —  Il  en  est  de 
même  de  ni,  n,  p,  q  (formule  (  3 )J.  Dans  le  {groupe  des  incon- 
nues X,  toutes  les  valeurs  sont  aussi  didérentes,  mais  il  peut 
y  avoir  exception   pour   un   slmiI   des  couples  (.r,j:i),   {y^yx) 

ou  (5,5,). 

Cela  résulte  des  formules  (6)  et  (  7  ). 

i"  a^=  b.  —  Comme  conséquence  des  formules  (3)  et  (7), 
on  a 

m  =  n,        y=Su        yt  =  2, 

et  les  formules  (8)  se  réduisent  à 

7.x  -y-  Xi-h  p    -1-^=1, 
■2x1 -i-  X  -{-■}.  ni        =1, 

'^■y   +y\-^ni-^q  =1, 

Dans  ce  ras,  la  symétrie  n'est  plus  conservée  cl  il  ne  suffit 
plus  d'opérer  sur  les  inconnues  m  et  x.   Mais  la  seconde  des 


(  9^  ) 

équations  ne  ronlienl  |>lii'<  (|ii<'  lroi>  iiicnimiiPs  et  c'est  celle 
(jn'on  doit  chercher  à  résoudre  par  la  int-lliode  indiquée  en 
rejetant  les  solutions  incom|iatibles  avec  les  iroi-  ;iiitres  équa- 
tions. 

y  a  =  b,  c  =^  d.  —  On  a 

m  =  n,         p  =  ç,         y  =y\  =  z  =^  zx\ 

les  formules  (8)  deviennent 

IX  -t-  a:|  -t-  2/>  =1, 
■iXx-^  X  -4-  am  =  I, 
3  K  -^-  m  -{-  p      =1. 

^''a=^b  =  c^d.  —  Ona 

/n  =  n  =:  /)  ^  gr , 
X  =y  =  3,, 

les  formules  (8^  deviennent 

ax  -i-  Xi-{-  m  -h  q  =  i, 
2.Xi-^x  -^  ini        =^\. 

5"  a  =  f)  =  c  =  d.  —  Ona 

m  =  n=p  =  q,         x  =  Xi  =  y  =  yi=  z  =  Si. 

Il  ne  reste  qu'une  seule  condition  à  remplir  : 

3  j"  -i-  2  /n  =  I . 

On  obtient  ainsi  les  solutions  suivantes,  D  étant  le  déno- 
minateur commun  aux  quatre  fractions  a,  6,  c,  d  dont  les 
numérateurs  figurent  sous  chacune  de  ces  quatre  lettres  : 

I. 

D.  a.  b.  c.  d. 

6  12  3  6 


(  94  ) 


I». 

a  — 

b. 

c 

d. 

1». 

^/  h. 
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4 

17. 

/ 

4 

<> 

i 

1 

•* 

IV. 

9 

i 

- 

6 

6 

■> 

2 

12 
12 

5 

8 

8 
> 

KJ 
Kl 

(i 

6 

1 

3 

12 

7 

6 

!» 

li 

À 

) 

/ 

1  > 

- 

Cl 

S 

« 

2 

7 

12 

8 

<'> 

/ 

lo 

3 

'j 

1  » 

!» 

/ 

1 1 

12 

2 

; 

l8 

Kl 

/ 

i; 

12 

1 

1 1 

•^o 

i5 
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i5 

Kl 

1  - 

Û. 

a  =  b. 

c  =  d. 

3 

i 

1 
1 

3 
4 

8 

3 

6 

b. 


c^d. 
8 
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a  —  b  —  c  —  ci. 

I 
i 
3 


l'2 


a  —  0  =  C  =  d. 


Il   faut   enfin   ajouter'   une    solulinu,    (li'|ii'nilatil    d'un    eulii-r 
arbilraiie  : 

D.  a  ^-  b  -c.  d. 

k  k  I 

(A'  entier  positif  quelcon(jue). 

Cette  solution  rentre,  en  général,  il;in^  le  quatriénic  cas,  et 
exceptioiinelleinenî  dans  le  cinquième  (  |)our  k  =  i). 

Le  problème  proposé  admet  en  toul 

I  -H  22  -i-  6  -I-  ■;>9  -H  (>  -i-  I  =  65  solutions. 


2022. 

(1905,    p.     iïn.) 

Soient  rt,  b,  c  trois  coefficients  consécutifs  quelconques 
d'une  équation  ali;ébriqae  à  coefficients  réels,  dont  toutes 
les  racines  sont  réelles;  on  demande  de  démontrer  qu'il 
est  impossible  d'avoir 

6*(  >62—  3</c)î<  a3(4c3—  iab^-). 

(  SOLON  Ghassiotis.) 

son  rioN 
Par  l'Altelh. 

Soit  d  le  coefficient  qui  \ient  après  c.  ()n  a.  d'après  un 
théorème  de  (Catalan, 

(  I  )  {ad  —  bc  )-  —  \{  b"-  —  ac  ){  c-  —  bd  )  <  o 

ou,  en  ordonnant  par  lapporl  à  d. 

{■lY     .  a*  d^-  -+-  î  b  (  2  b'^  —  'iaod'^  a(  i  r'  —  5  ab^  )<  o. 

l'ai  liypothèse.  les  coefficients  de  I  équation  proposée  sont 
réels;  le  premier  membre  de  l'inégalité  (2)  a  donc  des  solu- 


(  «)«  ) 

ticiiis  léclK'S  en  d  «l  jiiiii;ii><  il"iiii.ij;iiiiiii<'».  ilrmr  il  e«l  iinpos- 
sililc  i|ii(>  l'on  ait 

1,1  ( .,_  ir-  —  { uc  ;î  —  «3  (  4  c^  —  3  a6»  )<  o 


ou 


6î(v>^î  -  3rtc)»<  a^(  4c'  — 3a6»).      c.  g.  p.  d. 


QUESTIONS. 


■  5035.  Soient  ABC,  A' |{'<]' ili'ux  iriaiifjles.  Si  les  droites  AA', 
BB',  ce  rencontrent  re^peclivenirnl  les  côtes  BC,  CA,  AB  du 
premier  trian«;le  en  trois  |)<»ints  situés  sur  une  même  droite, 
les  droites  qui  joif^nent  les  soniniels  A',  B',  C  du  second 
triangle  aux  |)<»ints  de  rencontre  respectifs  des  côtés  BC 
et  B'C,  CA  et  (/A',  AB  et  A'B'  concourent  en  un  même 
point.  (B.   B.) 

ïJ0i{6.  Soient  AB(J  un  trian>;ie,  ()  et  I  les  centres  des  cercles 
circonscrit  et  inscrit  à  ce  triangle,  B'  et  C  les  milieux  des 
côtés  AC  et  AB.  La  droite  symétrique  de  01  par  rapport  à 
la  droite  B'C  passe  par  le  point  de  contact  du  cercle  des 
neuf  points  du  liiaii;;!»-  ABC  et  du  cercle  inscrit  à  ce  même 
triangle.  (B.   B.) 

20ii7.  Siiit  ABCD  un  létracilre  orilio(cntri(|ue  dont  I  ortho- 
centre  est  n.  Si  un  point  M  est  tel  que  ses  projections  sur 
les  plans  des  quatre  faces  du  tétraèdre  soient  dans  un  même 
|)lan,  ce  plan  partage  le  scgnienl  MM  dans  le  rapport  de  i  à  ?.. 

(G.   FONTKNÉ.) 


HIlItÀTA 


Y  série,  iDnif  N  ,  pa(;n  't>:>!\,  lignes  i5  cl  i^i,  fin  lieu  de  :  ç,  cl  t  le 
rayon  de  courhure  ri  la  torsion,  /ire  .•  p  cl  t  les  rayon>  de  cour- 
bure cl  de  torsion. 

r»  '■'     r  1  .•  ,  ^        /'cos'6  —  a 

Page  aj.î,    formule   (9),    au   iieii   <le   :    C=  -jj .    .  .    lire  : 


C  = 


/*  cos'  sin6 
r-  (■os*f)    -  a 
l^  cos^O  sind* 


(  97  ) 

[R6a] 

SIK  LA  MISE  K\  KOII\ri()\  »KS  l'UOBI-KMES 
l»E  MKCWIOIE; 

Pau  m.  IIADAMARD. 


Supposons  qu'on  ail,  en  appliquant  un  ccilain 
nombre  des  ihéorènu's  généraux  de  la  Dvnann(|uc, 
éciil,  pour  un  problème  déterminé  de  Mécani(pic 
rationnelle,  des  équations  en  nombre  n  égal  à  celui 
des  paramètres  qu'il  s'agit  d'exprimer  <'n  fonction  du 
temps. 

Ces  équations  sont-elles  bien  distinctes  <Milre  elles? 
sont-elles  les  équations  du  mouvement?  Autrement 
dit,  tout  système  de  Ibnetions  du  leiups  (jui  satisfera  à 
ces  é(|uations  représentera-t-il  par  cela  même  un  mou- 
vement possible  du  système,  une  solution  du  problème 
posé  ? 

En  fait,  un  peu  d'attention  suffit  en  général  à  recon- 
naître s'il  en  est  ou  non  ainsi. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile,  cependant,  de  noter  les 
services  que  peut  rendre  à  cet  égard,  dans  l'enseigne- 
ment, la  remarque  suivante,  bien  connue  en  elle- 
même  : 

On  sait  que  toutes  les  équations  de  la  Dynamique 
peuvent  être  considérées  comme  déduites  de  1  écjuatiou 
dite  générale,  celle  qui  résulte  de  la  combinaison  du 
principe  de  d'Alembert  avec  celui  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

Celte  dernière  équation  représente,  dune  façon  en- 
tièrement   adéquate,    l'ensemble  des    conditions    aux- 

Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  M.  (Mars  1906.)  7 


(  «»«  ) 

<]ii(llt':.  (loii  salisfairt"  le  iiioint'iiiciit  :  rllc  exprime  la 
eoinlilidii  nécessaire  el  siiflisaiile  tréciuililtre  entre  les 
forces  réelK'inenl  existantes  el  les  lorees  d'inerlie. 

Toute  é(|iiati()n  du  prohlèine  sohliendra  en  prenant, 
pour  le  (léplaeenient  ^  irtuel  <pii  figure  dans  r<'-(piatiun 
générale,  l'un  (pulconipie  de  ceux  (|ni  sont  compatibles 
avec  les  liaisuns. 

La  réponse  ;i  nolic  (pieslion  se  déj^age  luainlenanl 
d'(dle-mùme. 

On  }»t'i>t,  avant  même  de  les  avoir  formées,  recon- 
naître si  n  é<|uations  déleiniinées  du  problème  sont  dis- 
tinctes et  snllisenl  à  caractériser  le  mouvement  du  sys- 
tème. 

Il  faut  et  il  sudit,  pour  cj'la,  (jue  les  déplacements 
\iiluels  auxquels  elles  correspondent  soient  eux-mêmes 
itidépendants  (el,  par  conséquent,  susceptibles  de  re- 
pidduire  pai'  leurs  combinaisons  linéaires  le  déplace- 
ment virtuel  le  plus  j:;énéral  possible). 

(les  déplacements  virtuels  peu\ent d'ailleurs  toujours 
èlrc  indi<|Ui's  a  ///io/7.  Un  sait  (pii'  : 

(le  Lamange  iclalivc  à  \  iiri;itii>ii  «li-  ce   para- 

I        un  «les  |>araiiiol  1 1'«.  .    i         =         1  iiirln-  seul, 

r  I  'les   projections  sur  uii  I  ^    =     .1    rrjmslation  paialir-lt*  ;i 


-    il    . 
axe !    z-  '-    -  <"ft  axe. 

^  1  des  moMK'nls   par  rap-  l    'r    z.  ;:       Hoialiun  iiutour  «le  cei 

port    à    un   axe I    z  ~    "    J  axe. 

I         E         I   I>éplacement    r<'el    du 

des  forces  \  i\es 

système. 

Cousidéions.  par  exemple,  l<;  nioiivc/nt  ni  de  Ironisai, 
c'est-à-dire  le  mouvement  d'un  solide  autour  d  un  point 
fixe,  en  I  absence  de  forces  accélératrices. 

Les  «'(pialions  dF^uler  seront  toujours  indépen- 
dantes. Car  elbîs  lésultenl  de  l'application  du  ibéorème 
des   moments  des   quantités  de  mouvenienl    aux    trois 


(  99  ) 
ax«'s  (l'iiierlie  :  oi-  loiil  (lcj)l.'Kciucnt  adrnissihk'  du  sys- 
lèiiic  s(;    décompose   en    trois   rotations   autour  i\i'.  ces 


axes. 


11  II  en  aurait  pas  été  du  même  avec  les  équations  de 
l.agrange  relatives  aux  trois  angles  d'Euler  0,  'i,  'l.  (!ar, 
lorscjue  l'angle  H  de  l'axe  des  ::  lixc  avec  l'axe  des  z  mo- 
bile est  nul  ou  égal  à  t,  les  déplacements  dus  à  îles 
variations  inlinilésimales  de  »  et  de  •!/  ne  sont  plus  indé- 
pendants :  ils  se  réduisent  à  une  seule  et  même  rotation 
autour  de  la  position  commune  des  deux  axes  en  ques- 
tion. 

Soit  encore  le  mouvement  du  pcnciule  sphérif/ue. 

Les  deux  é<]uations  dillerentielles  que  l'on  est  con- 
duit à  écrire  correspondent  au  théorème  des  aires  et  à 
celui  des  forces  vives,  c'est-à-dire  à  deux  déplacements 
\iriiiels  dont  l'un  est  une  rotation  autour  d'un  axe  ver- 
tical et  l'autre  le  déplacement  réel. 

Le  problème  est  ainsi  correctement  mis  en  équation 
dans  le  cas  général. 

Mais  il  cesse  de  l'être  lorsque  le  mouvement  instan- 
tané réel  est  une  rotation  autour  de  la  verticale,  c'est- 
à-dire  lorsque  -^  =  o,  0  étant  l'angle  de  cette  verlicale 
avec  la  tige  du  pendule. 

Une  difficulté  de  ce  gerire  intervient,  comme  ou  sait, 
dans  les  principaux  problèmes  classiques  de  Mécanique 
lationnelle.  L'intégration  se  ramène,  on  général,  à  celle 
<rune  équation  dirtcrentielle  de  la  forme 


:^r=/"". 


/d% 


et  une  discussion  spéciale  est  nécessaire  lorsque  la  va- 
leur commune  des  deux  membres  s'annule. 

Ce  qui  précède  montre  qu'il  en  est  forcément  ainsi 
dès  qu'on  applique   le   théorème  des  forces  vives.   Ce 


(  loo  ) 
llicorriiir  (Si,  cil  ((Ici.  miI)n|iIii<-  ;i  I  uiic  ilf>  //  «'•(jii.i- 
lioiis  (iiii-  I  oii  1111111  i;iil  «-(l'iir  sans  .son  mit  r\  cul  khi 
(par  c\ciii|)li'  .1  1  une  iIcn  //  c(|ualioiis  de  l^a^raiiguj  : 
le  (h'-iilaceiiicnt  rôel  est,  dans  ces  tioiidilions,  itubsliluc 
à  un  des  n  ili-placcinciils  iondaiiicnlaux  «-l  les  é(|ua- 
linns  du  |tr<)l)lcinc  suiii  v\\  dtdaul  lors(|uc  ce  d«'|ilac<'- 
nicnl  ii'ci  est  une  coinhinaisoii  des  ii  —  i  aulrcs  d»'jila- 
ccincnLs  uliliscs. 

(  )ii  peut  ieiuar(jucr  »|ue  1  ct|iialion  des  lorces  \i\es 
esl,  parmi  les  équalions  (lassi<|ues,  la  seule  (|iii  puisse 
devenir  iiisullisante  pour  des  déleruiiiialions  spéciales 
i\i^i>  l'ilesses. 

Les  aiilies  cqiialioiis  peuvent,  tdles  aussi,  èlrc  ex- 
ecplionnelleiiieiit  en  délaul  (  c-oiuine  nuus  ravoiis  vu 
à  propos  du  inouvenieul  de  l^)insol);  mais,  si  le  lliéo- 
rèuie  des  forces  vives  iriiilcr\  icnl  pas,  la  mise  en  é(|ua- 
lion,  si  elle  est  correcte  en  général,  ne  peut  cesser  de 
l'èlre  (pie  poui"  (U;s  positions  spéciales  du  système. 


[J2c] 

SIK  L\E  OIESTIOX  IIE  rHOinHILITHS; 

l'Ait   M.  A.  DELTUUK. 


1.  Proposons-nous  de  cher»  lier  A/  /uolmbilitc  poui 
(jne,  en  tiniiil  une  u  unr,  ilaiis  un  m  di  c  (juelcvnque, 
les  cartes  ({'un  jnt  ordinnin-,  il  n'j  ait  jamais  plus 
de  deux  cartes  rouges  consécutives,  quelles  que  soient 
les  séquences  de  noires. 

On  sait  (pie  le  nond^rc  des  permutations  complètes 

de  p  objets  A  et  île  p  obj(.'Ls  H  est       ,\' 


(  '<).  ) 

IjO  j)r<t|)l<'im'  icvn'iil  <l(>n<"  à  Iroiivcr'  le  iiumhrc  de 
ces  penniilaliitiis  d.iiis  l<-»(|ii<'II<'.s  il  un  a  pas  plus  de; 
deux  A  consëculif's. 

1a'  rappoil  tii'S  doux  iioinhrcs  tloiiiic  la  pi-olialdlitr 
«hercliéi^ 


2.  Une  lepréscnlalion  j^rapliifpic  aidcin  l<'  laisdii- 
neineiil. 

A  partir  de  l'origiiir  d»-  d'-ux;  axes  de  coordonnées 
rectangulaires,  je  porte  succ(;ssi\  enient  les  A  en  abs- 
cisses, les  13  en  ordonnées,  à  raison  d'une  unité  paj* 
lettre  et  toujours  dans  le  sens  positif,  en  suivant  l'ordr(î 
des  lettres  dans  la  permutation  donnée. 

On  obtient  ainsi  un   tracé  (  fi  g.   i)  qui  se  terminera 


(p.p) 


V\s..  I.  —  Tracé  quelconque. 

sur  la  bissectrice  du  premier  (piadrant,  puisqu'il  y  a 
autant  de  A  que  de  B,  au  point  P(/;, /?),  et  qui  restei'a 
tout  entiei"  enfermé  dans  le  carré  avant  pour  diagonale 
la  partie  de  la  bissectrice  qui  joint  ce  point  à  Toricfine. 
Réci|iroquement  tout  tracé  compris  dans  ce  carré  <'r 
satisfaisant  aux  conditions  données  représentera  une 
des  pernuitations  dont  il   s'agit  et  le  j)roblèuu'  revieni 


(    lo-..    ) 
.1    liuuNcr  le   iioiuhrc  th-s  tracés  |)o.ssil»l(  >  i|Uf    ji-  cUvsl- 
mitr.ii  par  <//,. 

A.    Ils  st*  paila^t'iil  l'ii  Lrois  (lasses  : 

i"  (^l'ux  (pii,  (•oininciicaiil  par  un  H  sur  l'axe  (i<'s  )■, 
rcslenl  ilii  iiièiiu*  cùlé  de  la  hissectiiie,  mais  peuvent 
a\i)ii'  a\  e<' celle-ci  ceilaiiis  p(jiiiLs  cttriinuiiis  {Jig-  2)  : 
SOU  h /,  leur   nuiuhie  ; 


Fij;.  T.  —  l'crimiLilion  di'  la  primicre  catégorie. 


'.>."  Ceux  (|ui,  eoniiuencanl  par  un  lî  sur  l'axe  des  )', 
traversent  la  ljiss(îclric<'  au  moins  en  un  point; 

3"  Ceux  (pii  commencent  j)ar  un  A  sur  l'axe  des  ./  . 

'».  Soit  K(r/ -(- I ,  </ -h  i)  {  /ig-  'i)  If  |>it'mier  point 
à  [)artir  de  l'oritçine  où  un  tracé  de  la  seconile  «ratéj^orie 
iTfWcrsc  la  bissectrice.  \in  ce  point  il  y  a  deux  A  coiisé- 
cutils  :  les  termes  précédant  et  suivant  immédialenu-nt 

soiil  dis  I). 

I,e  iraci'  touche  par  conséquiMit  la  bissectrice  aux 
points  ///(y,  7),  niq  -\-  ■>.,  y  -f-  2). 

l'-nlre  lOrii^ine  cl   le  poini  ///   le  tracé  commence  par 


(    «o.-i   ) 
un  15  cl  iTsIc  (lu  iiicmc  côU'  de  la  bissccliicc  ;   le  iiomhii 
(les  liacés  possibles  csl  /»,^. 

Kiilre  le  second  point  n  et  l'exlrétnilé  P,  le  tracé 
coninicnce  .soit  par  un  W  soit  par  un  A;  c'est  un  des 
tracés  compris  dans  le  carré  ayanl  pour  soMiincls  ces 
denv  [joinls;,  leur  nombre  <;st  rt/,_(y^2). 


<P.P> 


Fig.  3.  —  Pcrniutalion  de  la  deuxième  catégorie. 

Le  nombre  total  des  tracés  de  la  seconde  caléi;()rie 
est  donc 

^6^«/j_(y+2)         i'I  variant  de  o  ;i  p  —  ■>  i. 
en  convenant  de  poser  ciq  :=  Z>o  =  i  • 

o.  Dans  le  cas  où  la  permutation  appartient  à  la  troi- 
sième catégorie,  soit  K(^  +  2,  </  4-  2)  {Jig-  4)  ^^  ^le- 
mier  point  où  le  tracé  touche  la  bissectrice. 

Si  le  [loint  a  pour  coordonnées  (i,  i),  la  permutation 
commence  [)ar  AB.  Le  nombre  des  tracés  correspon- 
dants à  partir  de  (i,  i)  est  évidemment  rt^_|. 

Ce  cas  étant  éliminé,  la  permutation  commence  pai- 
deux  A  suivis  d'un  B  et  arrive  au  point  K  par  un  B. 


(  '0.1  ) 
Ai>slra< iiDii  l.iih'  «le  to  (lualic  Icllics,  le  Iract*  a  j)t)Ui 
«xliéiiiilés  les  (lcii\  |)()iiils  inl::,\),  n^if  -\- 'l,  q -\- \) 
>iliu''s  sur  iiiir  |>arallflt'  à  la  his.stMlrii-e  l'i  lestf  «.-ons- 
laiiiiiiciil  (lu  iiiriiif  vùU'  (II*  cfllr  droilc.  On  recoiiliail 
lacilenii'iil  (jim-  ce  lia(<\  nii.s  ni  sriis  iiiM'isc  rV  («m^i- 
tlcrt'  coiiuiM'  avaiil  son  orii^iiic  un  poiiil  //,  reiiiplil  les 
inèiiies   c'Oii(iiliuii6  ijuc  ci-ux  di-   la  pn-inièic  caléf^oiie. 


r — 7VP'P> 


I-"ip.  4-  —  Permutation  do  la  troisième  ratcunric. 

\a-  noinhrc  des  IracT-s  j)()ssd)l(^  culte  livs  deux  points 
<>xtrènies  est  donc  A,^. 

\  parlii'  (in  point  K  aiupici  on  ariive  par  nn  M,  le 
nonilxc  des  perniiilalions  est  np_,tj_^^y 

l.e  iiond>i'(?  des  pci  inntat ions  Av  la  ti'oisii,Mne  ealé- 
i^oi  ie  est  par  conscfutcnl 

a^-i-i-  >   /y ,y «/,_,,, ^j,  iq  varianl  de  <>  à  p — t.). 

Rt^tinissanl  les  Ifois  r(''snllats  ohtcnns,  on  a  la  formule 

7--0 

l>.  Iteslc  niaiiitcnani  à  dcici  inincr  le  niindjrc  h  p  des 
pctrnntalions  de  la  prcniiire  caléf^orif. 


(  "'^  ) 

Soit  K(//4-  ■' >,  tf -\-  i)  (  /ifjf.  9.)  W'  iiri'inicr  (t(»int  <>m 
riiii  des  tracés  louche  la  hisst'clrice.  Si  ce  point  a  |)oiir 
eoordoiinées  (i,  i)  la  periiiutatioii  eommciu»;  par  \\\. 
J^e  noiiibre  des  tracés  coi  respoiidanls  à  paitir  de  (i,  i) 
est  hp^f.  Ce  cas  «'liininé,  la  perimilalioii  (omiiuMice  par 
un  H  et  arrive  en  K.  par  lîAA.  yMjslraclion  t.iite  de  ces 
(jualre  lellres,  on  a,  coinnie  précédcMiincnt,  entre'  les 
deux  points  m(o,  i),  //(//,  ^ -f- i),  situés  sur  uuv.  paral- 
lèle à  la  bissectrice,  un  tracé  présentant  les  caractères 
de   ceux  de   la   première  catégoi'ie   et  dont   le  nombre 

est      />y. 

A  partir  du  point  K  jus(|u';'i  la  lin,  le  tracé  conserve 
les  caractères  de  ceux  de  la  première  catégorie  dont  le 
nombre  est  l>p_^q^>)- 

On  a  par  conséquent  la  formule  suivante  : 

7  =  /'-2 
(2)  bp=h,,^i—     \      b,,b,,-iq-i-iy 

7=0 

Les  deux  formules  (i)  et  (2  )  permettent  de  calculer 
les  valeurs  des  a^. 

7.  Le  Tableau  ci-dessous  donne  les  résultats  qu'on 
obtient  pour  les  premières  valeurs  de  /;. 


p- 

^- 

"r- 

0 

1 

1 

I 
9. 

1 

6 

3 

i 

i(> 

4 

9 

\j 

5 

2i 

r».6 

6 

5i 

3 -.7 

7 

127 

loHi 

S 

3'^3 

7.907 

Ainsi,  si  I  on  a  seize  cartes,  huit  rou£;rs  et  huit  noires. 


(    'o<^  ) 
ranimées  dans  un  ordre  (jncli  iin(|iii-,  l,i  jti  (d>;d)ilil)''  pour 
tin'il   n'y   .lil  pas  plus  de  dt-ux  carlrs   routes   coiiseru- 
li\t's,  Ifs  sccpu'nci's  de  ncnrcs  «'lanl  (pudtoiupies,  fsl 


(j(>7  »»  ) 


i6!  lo.ii.i'i 

(  «  !  r- 

Lors(|U('  />  an^incnlt',  la  pi-ohaljiliit*  iliniinut-.  Si  Ton 
clnTcliL'  la  valeur  de  />  pour  lacjucllc  t'Ili'  sf  rapproclic 

li;  plus  de     ,  oM  ti<juvc  cpi'tdlc  a  cxaclement  celle  valeur 

poiii   !>  =2  5.  Lille  esl,  en  «litl. 

1  <6  I 


(•>!)' 


[M  Ib] 

MU  LA  CO^STRLCTKIX  DKS  COLRBES  ALGÉBRIQUES; 

Fvii  MiM.  PKKNoT  et  MuISSON, 
Anciens  élèves  de   l'Kcole   Polytechnique. 


Pour  étudier  une  courhe  dont  ré(|ualion  n'esl  pas 
résolue  eu  j  aux  enviions  de  l'un  de  ses  poinLs,  auquid 
on  a  Iransporlé  l'origine,  on  a  l'infini,  les  niélliodes  gé- 
néralenieut  eui|)loyées  sonl  basées  sur  le  calcul  des  inli- 
niineul  petits.  On  est  conduit,  dans  la  pi-ati(|ue,  à  dtrs 
calculs  délicats,  suitout  loisjju'on  étudie  une  hranch»; 
niidliplc'  sinj^ulière  à  l'origine,  ou  une  hi.inclie  païaho- 
li(|ue  multiple. 

Celle  élude  se  lait  aist-inenl  lorsque  X  et  y  sonl  ex- 
primés au  mo^en  d'un  paramètre,  et  très  eomplète- 
menl  lorsqiK!  la  courbe  esl  iinicursale. 


(    I07  ) 

Les  |)rocticlés  (juc  nous  allons  exposer  cotisislenl  à 
remplacer  la  courbe  proposée  pai-  nue  eouibe  dont 
l'tHjualion  esl  plus  simple,  avant  mêmes  lani;entes  ou 
mêmes  asymploles  au  point  eonsidéié,  et  njèiin;  position 
par  rapport  à  ces  droites.  Dans  la  plupart  des  cas,  la 
courbe  auxiliaire  peut  être  elioisie  unicursaie  et  permet 
de  tirer  des  conclusions  immédiates;  il  en  est  ainsi 
lorsque  la  tangente  étudiée  est  simple  ou  double. 

Dans  le  cas  d'une  tangente  multiple,  on  est  conduit 
à  la  discussion  d'une  équation  ordonnée  suivant  les 
puissances  cioissantes  de j'  —  mx,  ni  étant  le  coeflicient 
angulaire  de  la  tangente. 

Vax  particulier,  pour  une  équation  de  la  forme 

XJ"*J'P=  o, 

on  peut  étudier  de  celle  façon,  par  une  méthode  diffc'- 
rente  de  celles  de  Puiseux  et  de  Newton,  les  détermi- 
nations réelles  de  x  eVy  aux  environs  de  l'origine;  les 
méthodes  précitées  restent  préférables,  dans  le  cas  gé- 
néral, lorsqu'on  veut  déterminer  plus  exactement  l'ordre 
de  Tinliniment  petit  y  ou  x. 

Nos  procédés  ont  donc  pour  but  d'obtenir  le  tracé 
correct  d'une  courbe  aux  environs  d'un  point;  la  même 
méthode  s'applique  à  l'étude  directe  des  branches  in- 
finies, sans  avoir'  recours  à  la  transformation  homo- 
logique  (jui  permettrait  de  les  ramener  à  distance 
finie. 

KÏLDE    n'uM-;    CO[  RI!F.     V    L  ORICINE. 

^ous  étudierons  dabord  les  deux  cas  d'une  tangente 
simple  et  d'une  tangente  double,  en  discutant  tous  les 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

1°  Tangente  sinii>/c.  —  Soit  j'  —  nix  =  o  une  tan- 
gente simple  à  l'origine,  ce  point  étant  d'ordre  de  luul- 


(    >o8  ) 
li|)lu  lie  />.  L'fcjualioii  tir  la  ( miilx'  pourra  s  t'(rir<' 

(y  —  ma:)i}/(x,^)-f-ç,,+,(a-,j)-(-9p+,rj-.  >')-+-...=  o 


ou 


v!/(j*,^')  t'taiil  un  groupe  lioiiKigùm;  «le  dcj^it-  p  —  i 
et  '^p+ii^,  v),  Ç/>+2(«ï"0  )'  •••  *''^"'  <'g'<l<im'nt  (If  s 
groupes    lioniogènes   d<'    degrés   indiqn«'-s    par    l'iinliic. 

Ou  a  doui  .  CM  posant  "-  ^=t, 

La  position  de  la  courbe  par  rapport  à  sa  tangente  rsl 
donnée  par  le  signe  de  y  —  tnx  quand  x  cl  y  tendent 
vers  o  et  t  vers  vi.  Si  cs^^i  (i ,  m)^  o,  le  seeond 
nienibie  qui  est  un  polvnonn;  entier  en  x  ordonné  sera 

u  siene  de r- pour.r  suliisnniincni  peut; 

^  '\(\.m)         ^  • 

y  —  mx  aura  «'galenient  et*  signe, 

La  courbe  considérée  a  donc  à  l'origine  nièrue  tan- 
gente et  même  position  par  rapport  a  sa  langenlc  (pie 
la  courbe  unicursale 

r-  ©„*-!  (i,  m> 
y  —  mx  — '-^ , 

qui  est  nue  parabole. 

La  coiiibc  |)roposée  est  d  un  même  c(>te  par  lapporl 
à  sa  langenlc.  et  du  m(''ine  ((Me  (pu»  la  courbe  auxiliaire, 
dont  r((jnali(jn  sous  forme  entière  est 

^  y  —  mx  )  •i/(i,  m  )  -J-  j:*  Op^.^(l,  m)  —  f» 

bnjiposoiis  maintenant  (pie  '^p^\  (l  ,///)  =  o  et  qu('  le 
premier  groupe  (pii  ne  s"aiinij|e  |)as  pour  .r  =  i ,  )  r= //i 
soit  '■5/»+>(.ï',  ^  ).  (-)m  iiicl   r  —  inx  (Il  (acleiir  dans  tous 


(  '"î>  ) 

les  Iciinrs  (nu  pit-tt-dciil   'ip^;.-    l-<'   lUt'iiic  i  aisoiiiMMUciit 
iiionlrc  (|ii<'  K  -—  /;/.»•  t'sl  ilii  sii^iic  de 

—  ■r>-n  9;,4->.(i.  m  ) 
'ii(i,  m) 

et  (jue  la  comité  itmsidôrt'c  pciil   r(rc;  remplacée  par  la 
coui'bc  uiilciii-salc 

A-^^  o p^\( \ ,  m) 
y  —  /n  .r  = -^-i- . 

On  a  un  cuiilacl  d'ordre  ). ;  inllcxion  i;iaplii(|iie  si  ), 
esl  pair,  point  nu-plat  si  A  est  impair.  La  courbe  auxi- 
liaire est 

(y  —  '" ^ )  't' ( '  1  "^ ) -^  x^-^^  ?/'-*"/  '  I ,/??)  =  o. 

Elle  s'obtient  immédiatemenl  en  remplaçant  dans 
chacun  des  groupes  homogènes  'l,  C3^^, ,  ...  de  la  courbe 
donnée,  j  j)ar  ntx,  puis  eu  conservant  seulement  le 
ternie  'en  y  —  mx  suivi  du  premier  terme  qui  ne  s'an- 
nule pas  identiquement. 

Pratiquement ,  on  étudie  directement  la  position  par 
rapport  à  la  courbe  dont  nous  venons  d'étudiei'  les  pro- 
priétés (Ml  tirant  r  —  nix  de  l'écpiation. 

On  garde  au  numérateui-  le  coellieienl  de  la  plus 
faible  puissance  de  Jc;  on  constate  le  signe  du  dénomi- 
nateur quand  t  tend  vers  m;  on  en  déduit  le  sigm; 
de  y  —  lux.  On  place  la  courbe  dans  la  région  telle 
que  j)  — nix  ait  le  signe  voulu. 

Exemple  : 

{y-\-a;  ){y — ixj-^Jty-x  —  Sx^  -hX' —  5x^y^—x^-^-y^  =  o. 

Considérons  la  tangente  y  —  '2X  =  o  : 


j  —  -îx  = — - — -^^ — 


X^l-^Sti) 


y  -h  X  -^  2(j  ■+-  ix)x        .r(i  -4-  /)  H-  -xx-iî  -ht) 


(  ■•«  ) 

<)ii,iiiil  /  Iciitl  \«'i"s  ',  Y'—  J.J'  a  le  .sif;iie  de  — .v^ . 
(  )ii  «'M  tonclul  (juil  V  a  iiillexioii  {^rapliicjue-,  tlu  «Air 
«les  .1'  positifs,  le  la(l«'ur  -)  —  '.>../•  osl  positif;  il  csl 
positif  <lii  ri)lv  tics  .r   miyalits. 

Polir  I  anirc  l.iiii;ciiic,  on  a 


)•  -i-  r  ^ 


Kj.3 —  -/y^T  -H.  .  . 


Four  >'  =  —  A',  y  -h  .»•  a  le  sii;iif  ilc  —  j-'-. 
Donc  la  courbe  est  toujours  ilu  nièuu;  cùlé  dr  sa  tau- 
j-enle  {/ig.  i). 

l'iR.  I. 


.>."  y an^rntc  r/oiif'/c.  —  Considérons  de  nirnic 
ré(|uation 

(  >•  —  /«j?)î  •!^,,-,{x,y)  -H  o,,+,(.r.  V)  -+-...  =  o 

/^/.  Suj)|)Osons  d'abord  c5/,^,(i,  m)yéo.  La  lan^rnlc 
)•  —  ///.î'  =  o  rrnconlrc  la  courbe  en  />  -f-  i  points  scu- 
Irnif'nl  à  Toriçiinc,  c'est-à-dir»*  en  un  p«)inl  de  j>lus  seu- 
le nn-ni  (pi  une  séc.inle  (pieleoncpu*.  et  il  ne  peut  V  a\  (jir 
<pi  un  are  de  eoui  lie  d'un  eôle  deleiinine  <le  la  langenlc. 
(Jii  a  coninie  préccdcinuieiil 


(  }'  -  mx  1^  =  — 


■>'-(■•?) 


(  "1  ) 


«juaiul  .V  cl  )'  loiiclnil  vt'is  o  cl  /  =  —  vns  m,  \r.  secuiui 


nieiiu)re  a  le  signe  (k* 


(k* .         •  Ijt 


'l'/.-î(i,  /«) 


s  noinis  (le 


<'Ourl)('  sont  placés  par  lapporl  ;'i   la  laiigciilc  ilonhlc  de 
la  iiiôiiic  lacDii  (|ii<'  criix  de  la  cnliiipif  uiiiciii  sale 

(  )'  -  m.ry-  = r^^—r r^ 

il  ^  a  rehiousseinc'iil  de  pri'iuière  espèce. 

Praiiijucinenl ,  on  opère  comme  précédemment  en 
tirant  (y  —  ui.v)-  pour  avoir  son  sifjne  quand  x  tend 
vers  zéro  et  -^  vers  m,  c'esl-à-dire  en  remplaçant  ^ 
pai-  mx. 

Exemple.  —  Soit  la  courbe 

{y  -^  x)\,  y  —  x)'^  ^  y''  —  4  ^*y  —  J"*  =  •>. 


{y  —  xy- 


^x^y—y" 


En  remplaçant  y  par  x,  on  voit  que  Je  signe  est  celui 

de )  c'est-à-dire  de  or;  il  faut  donc  que  x  soit  positif 

pour  que  les  points  de  la  courbe  soient  réels;  il  v  a 
rebroussement  de  première  espèce  du  côté  des  x  posi- 
tifs {Jig.  i). 

Fig.  1. 


Remarque.  —  La  méthode  s'applique  évidemment 
si  m  =  u,  c'est-à-dire  si  la  tangente  est  l'axe  Ox\  dans 


(     M-O 

If  ras  où  ///  rsl    iiiliiii.    |i()iir   a\nir  la    position    par  lap- 
in )ii  à  (  )  »  ,  il  su f  lit  (If  lii  iT  .r  pour  iiiif  laiii;fiilf  simple, 

X-  poiii'  une  lau^cnlf  doiiMt",  «-ii  rf iiiplaraiit  -  par  /.fro 

poiii'  avoir  It*  sii;iic. 

Soil 

j- i  y  —  x )  -»-  J"*  —  vt^'*  —  x*  =  o. 


on  a 


"  i'-f) 


î  _  ve  y''  -  j'^-r-...  _  .r' 


x-  a  le  signe  Av  y;  il  y  a  donc  rehroussenienl  de  pre- 
mière esprce  dn  eôlé  des  r  posilils  {Jig-    i). 

Kig.  3. 


]L 


/'.    Su]>posons  maiiilf naiil 

Ç,,  .  I  (  I  ,  /»  )   —  "  <'t  ?/^i^I(  '  >  '"  ^  ^  "• 

'  >ii  prul  alors  posf  r 

l/ffiiMl  ion  dr  l.i  fonrhf  [)r(»j)osée  devient 
iy  —  ///./•)*•{;,,    t(r,>') 


(     M.'.    ) 

on 

-^x"-  ^,,-,-2(1,  t)-hxi^*<f^^,,{i,  0-1-.  ..—  o, 

'■^p+fi^")  y)  ^'^^^^^  '*'  pi'i'iiiier  groupe  homogène  qui 
suit   o,,^2(-i'î  ,1  )'  '^n  encorcî 

■3!  et  a"  élaiil  Ii'S  racines  d(;  l'équaliuii 

a*  l'/.-sCi,  0  -^-  ^  4'/'('i  O  -*-  «?/'+2(i,  0  =  0 

el  ayant  respectivement  pour  limites,  quand  x  et  y 
tendent  vers  o  et  f  vers  m,  les  racines  o!  et  a  de 
réquation 

(I)  a*4;/,_2(i,  m)  -f-  or  «^pCi»  '«)-+-  ?/'+2('.  '«)  =  «• 

Il  existe  alors  des  points  de  la  courbe  pour  lesquels 
on  a  identiquement 


y  —  m: 


(jK  —  mx  —  ■J"x'^)^,,.l(^,  t) 


Par  suite,  le  second  membre  est  du  signe  de  a'j  -, 
qui  est  celui  de  a'x-.  Donc  la  parabole 

y  —  /n.r  =  a'  x- 

a  même  tangente  et  est  placée  par  rapport  à  celte  tan- 
gente du  même  côté  que  l'arc  de  courbe  consiilérée.  On 
peut  donc  encore  iemj)lacer  la  courbi;  par  le  faisceau 
des  deux  paraboles 

(V  —  nix  —  a'  X-  )(y  —  ///  x  —  a"  j;*  )  =  o, 

la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  chacune  d'elles 

étant  donnée  par  le  signe  de  ^/j+,/(i .  m)  et  de  <l'p-.j(i ,  mi. 

Ann.  de  Matliemat.,  4'  série,  t.  NI.  (  Murs  «|)o(i.)  S 


(  '«4  ) 

.si  d'  il  a"  sont  réels  cl  de  sipue  eonlraiie,  on  .»  un 
«  oiiliul  cloiihlf  lie  jtiii  l  il  ifaiili  (•  (le  la  lani;eMle  (  /z^»".  \  ). 


Si  (I   fl  <i    sonl  k'm'Is  cl  (le  inènie  sipiie,  mais  disliiuts, 
on  a   un  conlact  doiihlc  du  incinc  cùh'  de  ia   langcntc 

Fig.  5. 


Si  a'  cl  (î'  sonl  deu\  raciiies  iiuaginaires,  on  a  nn 
I loi  ni  double  isolé. 

Ijilin,  si  II'  el  a"  sonl  deux  racines  égales,  on  a^ 
à  la   limite, 

(Y  —  '"•''  —  (I  r^)^  =  —  T^-^-- • 


<|ui  c>-l  encore  la  courl)c  auxiliaire,    ~-p^,f{i  ,  t  )  élanl   la 

première  fonclion  (jui  ne  s'annule  j>as  pour  t  =  m.  Si  // 

est  impair,  on  a  un   nl)roussemenl  de  seconde  <'spéce; 

I      II          11                 Op^„(i.  m  ) 
SI  (/  esl  pair,  poinl  double  isole  lorsque  ■'   ,    >»  o 


(   "5) 
cl  contacl  double  cruii  iihmmc  côU'  de  la  tangeiilc  lorsque 

^^^^ — ^ •<  o,  rlia(|u<'  1)1  aiiclu'  de  courbe  pouvant  être 

rcuiplacéc  pai-  l'uiic  des  deux  courbes  explicites 

La  parabole  y -- /M.r -f- ^/o:-  sépare  les  deux  brau^ 
elles  de  ( ouibe,  qui  lui  sont  tangentes,  l'Une  inléricun;- 
nienl  cl  raulre  cxléricnrcnient. 

La  luélliode  étant  ainsi  ihéoiiquement  justillée,  voici 
comuienl  on  peut  opérer  dans  la  pratique.  Soit  la 
courbe 

—  'i-i  y  —  x^{y'*  -^  x^  y)  -\-  y^ —  4.r"-(-  -xy'  =  o: 

on  prcnil  tous  les  termes  contenant  j'  —  o:  en  lactcui-, 
plus  les  termes  de  plus  bas  degré  qui  suivent  immé- 
diatement 

{y  —  xY  (7*-f-a:*)  ~i{ y  —  x)  {y^ -^  x'^y')-^- y^. 

En  remplaçant,  dans  les  coefficients  de  y  —  x,  y  par  J", 
et  en  divisant  par  x-^  on  a  l'cquation 

■ï^y  —  xy^—  Âx"-  { y  ~  X )  -^  x'^  ^  o, 
qui  peut  s'écrire  en  décomposant  en  carrés 

X* 

{y  —  X  —  x'^y- =  o. 

La  position  des  brandies  de  la  courbe  est  donnée  par 
celle  des  paraboles 

a-* 

y  —  X  —  X^-=z±--y 

y  —  x  —  x-  {  I  ==  — 


(  "<M 

(  )ii  \<)il  (|iie  1rs  lieux  hi  amlics  soiil  du  cùlé  où  y  —  x 
osl  positif. 

('.   Supposons    '^p^t    ii<)ii    i(l(-nli(|U(Mii(-iil    nul,    mais 

la    prrtnière    fonction    n<-  s'aiinulant    pas    pour   /     ^ ///. 
<  )ii  a,  coninie  pici  ('•(IcMinicnl, 

(y  —  mx)*'l,,   ^n,  /  I  -r-  j-(j  ~  mx)^pii,t) 

OU,  en   |.«)sant    y.  = ^ ^— ,    a  avant  pour  liniile 

/î  — i ; T' 


(  ^  —  //j  j-  —  a  X*  ;* 
OU 

(    >•  —  mX  —  137*)- 


-+-...  =  0 


xv^ïil-p^^d,/) 


Si  n-7^i),  t:'<'st-à-(liif  'lp(i  ,  m  )  y^:^  u  [en  d'aulres 
ternies,  si  ;//  est  racine  simple  de*  '^^^1(1,  ^)=o],  le 
second  mendiie  est  du  signe  de  7.'^  x* ,  donc  posilil  ;  il  y 
a  «'ucore  deux  hranciies  de  courbe  du  même  côté  de  la 
tangente,  l^a  courbe  auxiliaire  devient 


'r 


^P-t(i,m) 


Si    a  =  o,    cesl-à-diie    si     a   est    racine    double    de 


(  ••?  ) 

'f/'+i  ('  '  t)  =  o,  on  aura 

-t-  .r^y  —  mx)  «p,,+i(i,  t)  -^  .  .  .  , 

et  l'on  scia,  lomiiic   précédeiimiciil,   raineiu;  à  I  éliulc 
d'une  courbe  auxiliaire  île  la   foiine 

y  =  mx -i- a<.r^±  \/  avec         «,=  -4- , 

•^  ■>.'\>,,^  i(.i,  rn) 

et  ainsi  de  suite. 

d.  Enfin,  supposons  cop^,  identiquement  nul,  ainsi 
que  Ç3p^2,   ...,   jusqu'à  Op^r-\  inelusivenient.  On  aura 

(y  —  mxy-  <\i,,^j{x,y)  -h  cp/,+;.(\r,  jk)  -h  . . .  =  o. 

On  obtient  iniinédiaternent,  comme  [)récédenin»ent, 
la  courbe  auxiliaire 

en  supposant  'jp+,-(i,  /»)  ^  o. 

Si  r  est  impair,  rebroussenienl  de  piemièrc  espèce. 

Si  /'  est  pair,  point  double  isolé  ou  deux  branches 
de  part  et  d'antre  de  la  tangente  (pion  peut  remplacer 
par  les  blanches  de  la  courbe  : 

Y  —  mx±x-       1/ —  r , V 

e.  Si  cpp^.r(i ,  "0  =  o,  on  a 

9p+r{^,y)  =  {y  —  mx)^p+r-\{3^,y)- 

On  est  comme  précédemment  amené  à  considérer  la, 
courbe 

!(jK  — mr)»t|;p_i(i,  m) 
^_j™/-Hi(^_^a:)4/p+,.-,(i,  m) 
-t-  X'-+a+î  tf /,+r-Ha  (  I ,  m  )  =  o. 


(  »•«  ) 

Si  a  =  ;■,  on  peut  encore  comme  plus  haut  remplacer 
la  (ouil)c  proposée  par  le  faisceau  de  deux  courbes  uni- 
cursalcs  tie  la  forinr 

(y  —  rn.r  -i-  a'a'"*  '  )( y  —  nix  -+-  a'x''-*-^  )  =  o, 

el  si  a  >»  /',  par  uiif  coin  hc 

(y  —  mx  —  rtj-'-^»  )«=  a»3-*''^>'—  Ar»''-*-»'"^»; 

lésiiltals  analo^Mies  à  c(îu\  troii\('-s  préccdemiuenl. 

Si  a<^r,  soil  a  =  ;• — // ^  réijualion  (2)  est  de  la 
forme 


ou 


{y  —  m  X  )*  -H  2  A  x''-^  ^{y  —  mx)  -hH  r*'"-^*   ''  =  o 


y  —  inx  =  —  Aar-'-*^'  ±  /ar*'"^-*-'»(  A'a-'^  —  B). 


Si  //  est  impair,  le  radical  n'est  réel  que  pour  des 
\aleurs  de  a'  d'un  signe  déterminé,  il  y  a  rebroiissc- 
menl  de  première  on  de  seconde  espèce  suivant  la  pa- 
rité de  r. 

Si  //  est  pair;  deux  cas  :  B  >  o  point  doui)le  isolé, 
el  si  B  <^  o  deux  hrancln's  de  coui'he  réelles  d'un  même 
c(\lé  de  la  lang(Mile  et  de  paît  et  d  autre  de  la  courbe 

y  =  mx  —  A  3"''-'-'. 

Tangentes  mnlliplcs.  —  La  discussion  complète 
serait  lifip  longue;  les  considérations  j)récédenles  suf- 
lisent   pour  jusiilier  les  procédés  pratiques  suivants  : 

(  )i)  prend  lous  les  lerrues,  à  pari  ir  de  ceux  de  moindre 
degré,  conlenanl  y  —  m x  en  f.icieur;  on  prend  de  plus 
l'ensemble  des  termes  de  degré  supérieur  qui  suivent 
immédiah'inenl,  v\\  laissant  de  côté  tous  les  autres 
termes;  la  courbe  ainsi  obti-nue  possède  à  l'origine,  au 


(   "9  ) 

|)()iiil  (lt>  vui'  «le  la  laiigcnlc  «■(nisiMéréc,  It's  iiiriiKs  |)i-o- 
priélés  que  la  courbe  |)i<)j)os«'m'.  Ou  remplace;^)'  |).ii-  mx 
dans  les  coeflicicMils  de  ^  —  mx  el  dans  les  deruiers 
lernies  conservés.  On  a  ainsi  une  é(|ualion  (mi  y  —  inx 
dont  on  éludie  les  rat  iiics  au  |)()inl  de  vue  de  la  rt-alilé 
el  du  signe,  aux  environs  de  l'origine.  On  en  eonelul 
la  position  des  diverses  branches  de  courbe  réelles. 
JVous  supposerons  d'abord  un  cas  où  ré<|ualion  peut 
s'étudier  complèteiuent,  par  les  procédés  ordinaires. 

Exemple.  —  Soit  la  couibe 

^■'(.K  —  ">'  )^^  y  —  f.x)--^  x^iy  —  X)  —  x^  y'  -i-  -^k"  —  x^'-  ~  o. 
Pour  étudier  la  position  par  rapport  à  la  tang(Mile 
y  —  j-  =  o, 
il  suffit  de  conserver  les  termes 

x^(  y  —  X  y^y  —  ix  y-  -+■  x^{y  —  x)  —  x^y"^  =  o. 

En  remplaçant  y  par  .r  dans  les  coefficients,  on  a 

(y  —  x)^  -t-  x^(  y  —  X  )  —  x^  :=  o, 

cpie  nous  considérons  comme  une  équation  du  troisième 
degré  en  y  —  x. 

La  condition  de  réalité  des  trois  racines  est 

^x^-h  i-x^<>  <i  o. 

(^uand  X  tend  vers  zéio  cette  expression  a  le  signe 
de  .r.  Donc,  du  côté  des  x  positifs,  il  y  a  une  seule  va- 
leur réelle  pour  ^  — x;  cette  valeur  est  positive;  ilonc 
la  courbe  est  du  coté  y  —  x  ^  <». 

Pour  o:  <C  o  et  suffisamment  petit,  on  a  trois  bran- 
ches réelles;  récjuation  avant   deux   variations,    il   v   a 


(     >20    ) 

(l(ii\  l)iaiu  lies  telles  t|ue  r  —  j-  soil  positif  et  une 
hraiiclie  telle  tjue  y  —  jr  <C  «>  ;  il  y  a  tloiic  une  branche 
ordinaire    et    un    rehi'onssenienl    de    première    espèce 

l'if:.  6. 


L'élude  (le  la  tangcnle  double  (y  —  2x)^=o  lenlic 
dans  un  ras  dt'-jà  li;jil(''  par  un  exemple.  Cherchons  les 
blanches  tangentes  à  Oy. 

Conservons    tous   les   tenues   jusqu'à    )'' '  ;    on    peut 

écrire  ré()ualion  ainsi  réduite,  pour  faiie  ap|)araîtr(!  —  » 

L  (-(pialion  sera  nécessairement  de  la  lorme  binôme, 
puisqu'il  n'^'  a  pas  de  termes,  après  le  premier,  conte- 
nant X  à  une  puissance  inférieure  à  trois. 

Cette  ('(pialion  se  réduit  .i 

x' (  I  —  y-)  ■+■  ">y^  =  o- 

(  )n  \iiil  (pie.r'  a  le  sif^'uc  d(r  — )'•' ;  il  y  a  donc  nue 
seule  branche  de  <(>urbe  réelle  langenle  à  O)  du  c(!>té 
des  X  négatifs. 


Cas  général,  —  Soil  une  courbe  a\anl  à  l'origine  \\\\ 


(  I^'  ) 

p(tiiU  iniilli|)Ie,  les  leiiiu-s  de  moindre  dcrj^ré  eoiilcnaiiL 
yP  en  lacleur. 

Les  ct)nsidéralioiis  jiisliliées  piécédctnmenl  nous  ytvr- 
melleiit,  après  avoir  ordonné  ré(|nalion  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  y,  et  remplacé,  dans 

les  coefficitMits,   —   par  zéro,  de  nous   limilci"  à  l'étude 

d'une  éijuation  de  la  forme 

yP-^  A_7/'-'t«-(-  ByP  -x^-{-.  ..-k-  Lj\r'-+-  Kj"<  —  o. 

Pour  étudier  la  réalité  des  racines  lorsque  x  tend 
vers  zéro,  après  avoii-  tenu  compte  des  lacunes  pos- 
sibles, on  examine  l«;  cas  x^  o;  la  transformée  en  —  x 
permet  ensuite  d'étudi'M-  de  même  le  cas  jc  <^  o. 

On  est  conduit  à  substituer  à  y  des  valeurs  tendant 
vers  zéro  en  même  temps  que  x,  c'est-à-dire  de  la 
forme  x^-,  ce  qui  donne 

Pour  X  suffisamment  petit,  le  signe  de  cette  expres- 
sion sera  celui  du  coefficient  de  la  plus  faible  puissance 
de  X.  Il  suflit  de  voir  quelles  valeurs  on  peut  donner 
à  A  pour  (jue  les  résultats  des  suhstilulions  soient  de 
signes  alt<irnés. 

Dans  la  prali(|ue,  en  s'aidant  de  l'examen  des  vaiia- 
lions  de  l'équation,  il  est  aisé  d'apercevoir  les  valeurs 
utiles  de  X,  comme  nous  le  monirerons  sur  un  exem[)I('; 
dans  le  cas  le  plus  général,  on  peut  régler  les  tàtonne- 
nienls  de  la  manière  suivante  : 

Prenons  deux  axes  de  coordonnées  Oa,  Oz  et  figu- 
rons les  droites 

z  =  p\,        z  =  a-hl(p  —  i),        ...,        ;  =  /  —  >,.        c  = ///. 
(|ui  représentent  les  variations  des  exposants,  en  mar- 


(  '■-'••■^  ) 

i|u.iiil  sur  lis  droites  le  sij^iie  -h  <>u  —  siiiv.inl  li"  signe 
(lu  rot  Ili(  il  ni  (  (trrcspi/miaiit  ;  ces  droilos  oui  drs  croi^l- 
iicicnt.s  angulaires  /;,  j>  -  \  ,  ...  positifs  el  (lé<rois- 
sants. 

Ou  voit  aisjMiu'ut,  (|u.iu(|  /,  xaiie,  les  réyious  où  I  ou 
|>eiil  li()U\er  îles  situes  allerués,  et  l'on  eu  ronelut  le 
uouihre  (II-  hrauelies  réelles,  (les  rt-j^ioiis  soûl  sé|»arées 
jt.ir  les  |)oiuls  de  im'im  outre  des  droites  deux  à  deux. 

Pour  «'ludier  les  hiaurlies  négatives,  toujours  du  côté, 
des  A'  positils,  ou  opère  de  luèuie  eu  substituant   —  x' . 

l'^xcniplc  : 

On   est  aiueué  à   étudier   I  ('(jualion 

>•♦  T^  -T-  -j.j-- X'  -t-  yx'  H-  .r>u  =  o, 
K*      •+-  >y^  ^^  -H  yx^  -\-  T*  =  o . 

Poni'  .r  ^  o.  on  a  au  jdus  deux  raeiues  ri'elles  et  né- 
gatives, connue  riudii|U(  ni  la  lai  une  el  le  nond)re  des 
\ariations.  I^a  suhstiliilion  7'  =  o  donue  le  signe  de  .r" 
»]ui  est  [losilil'.   Substituons  — x^', 

j''"'>-+-  ■ix^'^'^'^ — a:^'"'"*'-!-  a:'. 

(Construisons  les  droiuîs 

z  =  4  À.         c  =  3  -f-  v-À,         c  =  X  -f-  5,         5  =  8, 

et  niai-(]Uons  sur  ces  droites  les  signes  des  coeflicienls 

(./'A'-:)- 

Poui-  (|ue  les  deux  branches  possibles  soient  réelles, 
il  laul  ijne  .;''"'"'  donne  son  signe;  il  siiflil  jxmii  «ela  ib- 
pieiidre  /.  entre  d  el  />>,  le  z  de  la  droite  nianpne  du 
signe  —   sera  le  plus  petit. 

On    \oit  ainsi    que   A   (;st   eoinj)ris   entre   '?.   et   S\  la 


(  '^-■i  ) 

roiirhe  }'  =  —  r^  sépare  les  deux  brandies  réelles  de  la 
couilx'  (lu  côlé  des  y   iiéj^alils. 

1^JU^  ./•  <^  (),  iorinons  la  liaiislorméc  en  — x 

y''  —  f.y-x'*  — yx^  -h  x^  =  o. 

Il  jx'ul  y  a\()ir  deux  hniiiclics  réelles  positives 

j  =  o        donne  le  signe  -+-. 


Substituons  y  =  x^', 
€t  construisons 

5  =  4  ^M  5  =   2X-(-3,  Z  =   "k 


x^, 


=  8. 


En  changeant  le  signe  de  la  deuxième  droite  sur  la 
figure  précédente,  on  voit  qu'il  sullit  de  prendre 

3       ,        5 
-<X<- 

■2  2 


(  'M  ) 

|)()iii'  avoii'  iiii  K'Siiltal  de  siihst  iltil  ion  néi^alii.  Il  v  .1 
«loMc  (l«'ii\  lir.iiK  lirs  positives  ri'<  Iles  séparées  par 
y  =  Xr,    par  fxt'lilplt'. 

Pour     éludicr     les     racine^    nrgalivcs ,     subsliluoiis 

y  =  -  ^■'', 

x''  —  •j.x''^-'^  -(-  r^'-^^ -(-  X*  ; 

on  a  le  sii^nc  iK'j^at  li   pour 

2<X<  -• 
■X 

Donc  les  deux  hranclie.s  ru-yalives  sonL  réelles. 

On  \oil  aisénu-nl  (|ue  le  |»roeé(lé  est  i^énérai.  Vax  eoii- 
struisanl  exaclrnuMii  les  droiles  z  =  «À -f- ^  <>"  p''iil, 
sans  calculer  les  \aleurs  de  ).,  voir  s'il  esl  possihU;  de 
trouver'  une  ordonne»;  renconlranl  ces  di-oiles  en  des 
poinls  correspondani  aux  signes  cherchés.  I.a  mélhodct 
esl  la  nièiiie  pour  éludiei"  le  nonihn;  <les  branches 
réelles  el  leur*  position  par-  ra|)poi  l  à  uiu'  langenle 
tnulliplej'  —  m.r  =  o.  {A  suivre.) 


[L'ie] 


l'.\ri  J.   M.  JLIll.F.-KKNOY. 


Dans  son  excellent  Oimagcî  :  yi  Tiralisf  on  iJie 
fiiutlylical  6rr'0///p//^' (  lJid)lin,  i885),  M.  .lolin  Casey 
expose,  en  ces  ternies  (  Thc.ovy  of  projecliun,  Secl.  V, 
p.  ■•'.71),  la  llieoiie  analytique  de  la  projection  cen- 
trale. 

«  Soient  O  l'origine,  OX,  OY  les  axes;  JilV  et  H' 
deux  droiles   parallèles  à    l'axe  des  y  et  renconlranl 
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l'axe  OX  en  l>  cl,  1  (appelées  rcspcclivcmcnl  droite  de 
base  et  droite  de  l'infini).  Soil  l'  un  point  (picleoinpic 
du  plan;  j()ij;n<»ns  IP  eoupant  HIV  en  (1:  par  (^, 
menons  CP'  parallèle  à  OX,  rencontrant  ()P  en  l^.  Le 
point  P'  est  apj)elé  la  projection  du  point  P.  » 

M.  Casey,  faisant  ensuite  ressorlir  les  avantages  de 
celte  niélhode,  entre  autres  de  débarrasser  It;  lecteur 
d'avoir  à  considérer  dillérents  plans  et  tl' admettre 
l'usage  de  l'analyse,  montre  que  les  propriétés  aux- 
cpielles  ell<*  conduit  sont  précisément  celles  de  la 
perspective. 

On  voit,  eu  pailieulic!-,  (|ue  si  nui;  droite  CD  coupe 
la  droite  de  base  et  la  droite  II'  anx  points  C  et  \) 
respectivement,  sa  projection  passe  par  C  et  est  paral- 
lèle à  OD,  cl  (jue  si  l'on  mène  la  parallèle  K.K.'  à  131V, 
telle  (pie  BK  =  —  OI,  KK'  est  la  ligne  de  fuite  du  plan 
que  l'on  projiîltc. 

Le  but  de  celle  Noie  est  de  (aire;  l'application  géo- 
métrique de  la  méthode  à  l'étude  des  propriétés  fonda- 
mentales des  coiiicpu's,  propriétés  focales  et  inlersee- 
tion  ave('  une  droite,  et  en  parlictdicr,  en  ce  qui 
concerne  l'iiyperbolc,  démonstration  «lu  lliéoièiue  ca- 
pital de  la  constance  aréolaire  ilu  triangle  détcrmin»' 
par  les  deux  asymptotes  et  une  tangente  qiielcon(|uc. 
non  sans  avoir  moniré,  au  préalable,  comment  la  défi- 
nition de  M.  Gascy  se  rattache  à  celle  des  figures 
homologiques,  l'origine  étant  le  cciilre  tl  homologie,  et 
la  base,  Taxe  d'Iioniologie. 

Eu  effel,  menons  par  P  la  lignt;  Qll  égale  (!t  parallèle 
à  VA  ;  nous  aurons,  ix  étant  le  ])Oint  tic  rencontre  de  OP 
etde  iUV, 

UP  _  J2^  _  £H  !^''  _  '>>'' 

OP' ~  IC  ~   Bl  ^^         ^'~CF" 


(    '-^«i   ) 
Or 

ri;       IP  ~  01  '        '  ""        ]J1^'  ~  r.p-  ~  TTT 

fl,  |i.ir  Miilf, 

'     '         '       nv  •  .xV        MI 

Le  rapport  aiiliariii()iii(|(u:  des  (jualrt;  poiiils  Oal*l* 
est  donc  eoiistaiit  et,  par  suite,  les  points  P  et  P'  dv- 
tri\tMil  deux  lignes  li(»in<)lo};i(jues,  ce  <|ui  jnslilic  l.i 
délinitiondc  pcrspccliN  c  donuéc  [)ar  M.  (lasey.  (Jn  sail. 
en  cUcl.  (jiKî,  (piand  deux  lii^iircs  sont  hl»llM)lo^i(p^(■s,  il 
suBil  de  faire  tourner  le  plan  d«î  l'une  d'ell«*s  d'un  aui^lr 
(pielcon(|ue  autour  de  l'axe  d'honiologie  pour  (pn-  les 
deux  figures  soient  en  piM'spective. 

On  voit  d  ailleuis  (pic  la  construction  dont  nous  n(»us 
occupons  n'est  autie  (juc  ctdic  (pii  donne  riioniologue  P' 
d'un  point  I*,  connaissant  le  point  I  dont  l'honiologiu' 
est  à  l'inlini  sur  OX.  Elle  se  déduit,  en  outre,  inimé- 
diatenieiit  de  la  construction  de  la  Hire  {Aperçu  histo- 
rique, p.  I3'S);  car  il  est  évidi'ut  (jue  les  deux  dn)ites  OK 
et  QP'  sont  parallèles,  les  [)oints  Q  et  R  étant  res[>ecli- 
venient  sur  les  droites  HIV  et  II'. 

ï.  TincoKkMi:.  —  Tout  cercle  peut  se  projeter  sui- 
vdiit  une  courbe  telle  ifue  le  rapport  des  ilistances 
d  un  iiuchoïKjnc  de  ses  points  à  un  point  fixe  et  à  une 
droite  fixe  soit  constant. 

C'est  un  tliéorènie  bien  connu  de  la  théorie  des 
figures  lioniohtgirpies.  Sa  démonstration  se  lait  en  pre- 
nant pour  origine  le  ccnlir  F  du  cercle  et  pour  droite 
dr  hase  la  tangente  <ii  !>  à  la  circonférence.  On  en 
coni  lui  <pie,  ///  étant  la  pr(»jection  de  M,  on  a 

//»!'         lU" 

— T-,  =  TTTT  =  curisl.         avec         HK  = —  ri, 

m  P  li  K 
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///P'  élanl  la  disliiiictî  de  m  à  la  lij^iic  ilc  fuilc  KK'.  Le 
poiiil  I''  »'sl  le  loyci',  el  la  ligne  de  liiilt'  la  diict  iricc. 

Pr()[)t>sons-iious  de  coiislruir(î  la  laiigcnlc  à  la  co- 
nique tMi  m;  soit  r  le  poinl  d'inlcrseclioii  de  la  ligue 
de  fuite  et  de  la  parallèle  menée  par  F  à  la  langeiiU?  au 
ceiule  l'ii  M;  les  perspectives  de  deux  droites  parallèles 
se  coupant  sur  la  ligniîde  fuite  RK',  //iT<'st  la  tangente 

en  w;  on  voit  (jue  m  FT  est  droit. 

THÉORkME  iNVERSK.  —  Oii  peut  projeter  une  conique 
suivant  un  cercle. 

11  suffit  de  prendre  pour  origine  le  foyer  F  de  la  co- 
nique et,  pour  droite  II'  ou  droite  limite,  la  directrice 
correspondante. 

Théorème.  —  La  projection  d'un  cercle  qui  n'est 
pas  tangent  à  la  droite  W  est  une  courbe  telle  que  la 
somme  ou  la  différence  des  distances  de  l'un  quel- 
conque de  ses  points  à  deux  pointe  fixes  {foyers)  est 
constante  {fg.  i). 

Fis.  I. 


En  ëflet,  prenons  pour  origine  le  centre  F,  la  droite  H' 
ne  rencontrant  pas  le  cercle,  et  pour  base  BB'  la  tan- 
gente au  cercle  parallèle  à  II'.  Soient  //;,  //,  E  les  points 


{    «28  ) 

•  rinUTsiTlioii    avec    la    fiiTonléi-i'iice    el    avec    la    hase 

(riiiic  sécante  passant  par  I.  (|ui  se  projelle  suivant  uin* 

parallèle  à  M  passant    pu    i-.  <  I   reneonlranl  la  courbe 

Je  projection   en   deux   points   M   ••!    \.   respeetivenienl 

silut's  sur  Vin  ri  Vn. 

Si  \j  clésij;n«;  le  p(jint  de  r<  nconlre  d»;  ni/t  a\ec   la  |)0- 

laire  de  1.  on  a 

l"(  //)//  IL  )  =  —  I.  , 

Donc  IL  coupi-  M.N  en  son  milieu  S.  Or 

FL  =  ÏL  =  "''"^ 

Le  lieu  de  S  est  <lonc  nue  perpendiculaire  à  FI  ren- 
contrant celte  ilroilc  en  lin  point  lixe  O;  c'est  un  axe 
de  svniéliie  pour  le  lien  des  points  M  el  N. 

On  a  d'ailleurs 

Ml     _    II-:  N£        IK 

//i  F  ~~  I  m  n  V        I  II 

d  où.  par  adililion, 

MF       NF        .../    I  1  \  lE 

et.  par  suite. 


y  \m         l/i  /  II. 


iMF-r-  NF  —  consl. 

Or,  par  raison  de  symétrie,  M"'  est  égale  à  la  distaiwe 

du  point  M  au  svinétii(pie  F'  de  F  par  rapport  à  O;  on 

a  donc 

MF-+-  .MF'=  c.nsi., 

ce  (pii  démontre  la  proposition. 

Dans  le  cas  où  la   droite  II'  couj)e  le  cercle,  ou  dé- 
montre d'une  façon  idenli(]ue  <|uc 

MF—  MF'=  const. 


(  ..9  ) 
De  co  qui  préctHlc.  on  peut  donc  lonrhire  (|iic  la 
perspeclivt;  (l'iiii  cricl»'  pcul  èlre  une  .llips»-,  une  liy- 
pcibolc  ou  une  parabole,  ces  trois  (ourhes  ayanl  la 
propriété  coniniuiie  tlèlre  le  lieu  îles  poinls  dont  le 
rapport  des  distances  à  un  point  fixe  (loyer)  el  à  une 
droite  fixe  (directrice)  est  constant. 

H.  Soit  à  trouver  les  [)oints  d'intersection  d'une 
droite  et  d'une  conique  à  centre  donné  jjar  un  foyer  F, 
la  directrice  correspondante  H'  et  un  point  C.  Proje- 
tons la  conique  suivant  un  cercle,  en  prenant  pour  ori- 
gine F  et  pour  hase  la  perpendiculaire  1313'  à  FI  menée 
par  C  et  soient  D  et  E  les  poinls  d'intersection  de  la 
droite  donnée  avec  H'  et  BB' ;  la  parallèle  menée  par  E 
à  FD  rencontre  le  cercle  en  deux  points  m  et  n  qui 
sont  les  projections  des  points  M  et  N  cherchés,  points 
situés  respecti\ement  sur  F  m  et  Fn  {fi  g.  2). 

Fig.  2. 


III.  Considérons  plus  particulii'-retnent  le  cas  de  Ihv- 
perhole  et  de  ses  asymptotes.  C'est  un  théorème  bien 
connu,  qui  peut  même  servir  de  définition  l\  l'hvper- 
bole,  qu'une  tangente  à  cette  courbe  forme  avec  les 
asymptotes  un  triangle  d'aire  constante,  le  point  de  con- 

Ann.  de  Matliémat.,  \'  série,  t.  VI.  (Mars  1900.)  9 


lai'l  él.uil  \r  iiiilirii  (1(1  sri^iiH'iil  iiilcrcrntt-  sur  la  lau- 
yciilc  pai-  les  asvmplolrs.  I*uur  li-  (h'iiioiilrt'r,  projetons 
un  cercle  (  //^'•.  [\ )  en  |>i-riianl  pouf  origine  son  eenlic  I"', 

Fig.  3. 
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pfuir  hase  la  la  n  génie  BB'  en  un  point  B  i'i  pour  d  roi  le  11' 
une  parallèle  à  BB'  e(.upanl  le  c-ercle  en  deux  poinls  D 
«•l  D'*,  les  langrnles  en  D  et  D'  à  la  circonlérenee  eou- 
pj-nl  la  hasi-  respe(  livenienl  en  C  et  C' ;  la  projeclion  du 
cercle  est  une  lijperhole  avanl  pour  asymptotes  les 
droites  OC  cl  0(!'  pt-rpendiculaires,  la  première  sur  CD, 
la  seconde  sur  (71)';  la  tangente  en  un  point  m  du 
cercle  rencontre  respectivement  les  droites  II'  eu  l\ 
Cl)  en  /  .  BB'  en  Q,  C'D'  en  /',  et  sv  projette  suivant 
une  parallèle  menée  par  (^  à  FI*  et  rt'ncotilrant  respec- 
tivement les  droites  UC  et  V r  en   R,   Vin  en   M,  OC 


(  '3.  ) 
t;l  F/'<'ii  K'.  La  proposition  sera  déinonlréc,  si  Ton  fait 
voir  que  Ic-s  lrianj;les  ROK'  cl  COC  soi.L  éqi.ivalcnls  cl 
que  M  esl  le  milieu  de  RR'.  La  i)reniière  parlic  résiille 
de  ce  que  CR'  cl  G'R  soiii  parallèles  ou  que  C/  '  el  Cr 
se  coupenl  sur  la  droite  Jl'.  |^:n  cHel,  soient  y  le  point 
d'intersection  de  Ihn  et  de  II',  a  le  point  (rinterseelion 
de  BD  et  de  ///!)',  '^j  le  point  d'intersection  de  RD'  et 
de  niD;  ay  est  la  polaire  de  p,  elle  se  confond  donc 
avec  Cr;  de  même  j3y  esl  la  polaire  de  a,  elle  se  con- 
fond donc  avec  Cr' .  Donc  C/'  el  C'/-  se  coupenl  en  y 
sur  IJ'.  La  seconde  partie  résulte  immédiatement  de 
ce  que  les  quatre  points  P,  /•,  ni,  r'  forment  une 
division  harmoni(|u.;.  En  efTet,  soit  P'  le  conjugué 
harmonique  de  P  par  rapport  à  DD',  la  droite  qui 
joint  P'  au  pôle  H  de  DD'  est  la  polaire  de  P  par 
rapport  au  cercle  et  aux  deux  tangentes;  elle  passe 
donc  par  m. 

La  proposition  est  donc  établie;  on  peut  démontrer, 
d  une  manière  analogue,  qu'une  transversale  rencontre 
la  courbe  et  les  asymptotes  en  deux  couples  de  points 
ayant  le  même  milieu.  En  effet,  soit  une  sécante  ren- 
contrant respectivement  {/ig.  4)  II'  en  P,  CD  en  r,  la 
circonférence  en  m  et  /?,  la  base  tangente  au  ceicle  en 
un  point  Q,  CD'  en  /'  et  se  projetant  suivant  une 
droite  coupant  OC  et  F/'  en  R,  Fm  en  M,  F«  en  N,  la 
base  en  (^,  OC  cl  F/'  en  R'  et  de  plus  parallèle  à  FP. 
Il  suflil  de  montrer  (jue  le  rayon  FP  a  même  conjugué 
harmonique  par  rapport  à  F/  et  F/'  d'une  part,  a  F/m 
et  Fn  de  l'autre,  ou  que  P  a  même  conjugué  par  rap- 
port aux  deux  couples  de  points  r,  /'  et  m,  71.  En  ell'et, 
soit  P'. le  conjugué  de  P  par  rapport  a  DD'  ;  H  étant  le 
pôle  de  DD',  P'H  esl  la  polaire  de  P  par  rapport  au 
cercle  el  par  rapport  aux  deux  langenles  à  la  circonfé- 
rence en  D  el  D'. 


IV.  Ci)nsi(li'Toii«<  m.iiiiliiKml  \r  cas  «!»■  la  pai  al>i»l<- , 
,.',.j,l_;,-,lii,.  le  ciis  où  la  «lidilc  H'  isl  laiij;<'iil<'  au  «  en  ]<• 
à  jnojeler  ri  |)ri'iii»ns  |n»iir  hase  WW  la  laii^M-iili-  paral- 
lèle à  ir.  I.a  laii{:fiili-  «ii  un  p'.iiil  ///  du  r«'irlf  1 1  lu  ouirc 
la  base  en  D  el  la  (Iroilr  il'  eu  (\  v\  se  projellc  suisanl 

iMg.   /,. 


la  parallèle  menée  par  D  a   F(>,  le  point  de  conlacl  M 
se  liouvanl  sur  Fm.  Or 


DMF  =  MFG  =  GFI 


et         DFG  =  90" 


iJonc,  «lan>.  la  paraholc,  la  lan^rnle  lail  des  anghîs 
é'MUX  a>«c  le  I  avori  \e<  leui-  du  poini  de  eonlael  el  la 
parallèle  à  Taxe  menée  par  ce  poinl,  el  la  projec  l'uni  du 
foyer  sur  la  Langenle  esl  sur  la  tangente  au  somnit  l. 


(   «33  ) 

Soient  CD  et  CD'  deux  tanj^t-ntes  parallèles  au  ccnle 
l'u  des  points  m  et  m';  leurs  projeciions,  respec  liveinent 
parallèles  à  FC  cl  FC',  et  par  suilc  rectangulaires,  se 
eoupent  sur  la  ligne  de  fuite,  en  d'autres  termes  sur  la 
directrice  et  par  suite  le  lieu  des  souimels  des  angles 
droits  circonscrits  à  la  parabole  est  la  directrice. 

Cherchons  entin  les  points  d'intersection  d'une 
droite  L  et  d'une  parabohî.  Projetons  la  parabole  sui- 
vant un  cercle  en  prenant  pour  origine  le  loyer  F,  pour 
base  BB'  la  tangente  au  sommet  B  et  pour  droite  11'  la 
directrice;  la  droite  L  rencontre  la  directrice  en  C,  la 
tangente  au  sommet  en  D;  sa  projection,  menée  par  D, 
parallèle  à  FG,  rencontre  le  cercle  de  projection,  décrit 
de  F  comme  centre  avec  FB  comme  rayon,  aux  points  m 
et  «,  projections  des  points  M  et  N  cherchés  et  situés 
respectivement  sur  les  rajons  F  m  et  ¥  n. 

Comme  conséquence  de  cette  construction,  remar- 
quons que  la  bissectrice  de  l'angle  MFN  est  perpendi- 
culaire sur  mn  et  que,  par  suite,  FC  est  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  FM  et  FN'  prolongement  de  FN.  On 
a  donc  ce  théorème  bien  connu,  que  la  c  onstruction 
analogue,  donnée  précédemment,  permet  d'énoncer 
pour  une  conique  quelconque  : 

Théorème.  —  Soient  .M,  ]N  deux  points  ijuel- 
conques  d'une  conii/ue;  la  droite  FC  t/ui  joint  un 
foyer  F  de  cette  conique  au  point  C  de  rencontre  de 
la  sécante  MN  avec  la  directrice  qui  correspond  au 
foyer  F,  est  bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par 
les  droites  FM,  FN. 

On  pourrait  obtenir  une  autre  construction  des  points 
d'intersection  d'une  parabole  et  d'une  droite  en  proje- 
tant le  cercle,  au  lieu  de  la  parabole,  et  retrouver  ainsi 
une  construction  donnée  par  M.  Krnest  Lebon  dans  les 


(  '34  ) 
Nous>cU('S  .Inudlcs  de  Mdthéntotitfues  (iS85,  p.  338). 
Soient,  en  elli'l,  un  icicle  de  cenlrc  I',  \W  cl  M'  deux 
tani^cnli's  aux  cxln'initf's  du  dianièlic  lU.  M  ri  N  les 
noinls  diiilei  section  a\cc  une  s('-c,iiilc  (|iii  c()ti|)c  la  base 
en  (i  et  la  rlioiti'  II'  «'ii  I);  la  sécante  se  |»i<>|ctle  suivant 
une  droite  L  passant  par  C  et  parallèle  à  l'"D;  le  eei(  le, 
suivant  une  parabole  avant  pour  foyer  V  et  pour  tan- 
gente au  soniniet*RlV,  les  points  M  et  N  ont  pour  pio- 
ieclions  les  points  nt  et  n  d'intersection  de  la  droite  L 
et  de  la  parabob".  D'où  la  construction.  M.  Lebon  re- 
nianpu".  avec  raison,  (ju'elle  est  plus  simple  (pie  celle 
(pie  l'on  donne  babituellenienl.  Les  considérations  (pii 
précèdent  permettent  d'ailleurs  d'établir,  avec  la  même 
facilité,  la  construction  que,  dans  le  même  article, 
M.  Lebon  a  donnée  des  points  d'inlcrseclion  d'une 
droite  et  d  une  coni(pie  dont  on  connaîl  un  loyer  et  lj;s 
sommets  sitiu'S  sui-  Taxe  focal. 

Soient,  en  ellct,  V  un  foyer  d'une  conicpie,  B  et  I  les 
sommets  de  l'axe  focal,  BI3'  et  II'  les  tangentes  aux  som- 
mets, la  première  étant  la  base  et  la  seconde  la  droite 
dont  la  projection  passe  à  l'iniini,  la  conique  se  proje- 
tant suisant  une  parabole  ayant  pour  foyer  L  et  pour 
tangente  au  sommet  BB'.  Unedioite  CD  rencontrant  II' 
en  C  et  Bl)'  en  D  se  prtjjette  suivant  une  droite  DG, 
coupant  II'  en  G,  dont  les  points  de  rencontre  avec  la 
parabob;,  m'  et  n' ,  s'obtiennent  par  la  c(jjistruclion 
donnée  précédemment,  c'est-à-dire  en  joignant  le  point 
d'iiiterscclion  L  de  GF  et  de  la  droite  l\\\'  svnietri(jue 
de  BB'  par  rapport  à  F  au  point  D,  en  prenant  les 
points  d'intersection  ///  et  n  de  DL  avec  le  cercle  de 
centre  F  et  de  rayon  FB,  puis  les  points  d'intersection 
m'  et  //'  de  D(t  avec  les  ray(jns  Fm  et  F//.  On  en  ib-dnil 
imnu'diali'nicnl  les  p()int^  d'interseclicjn  M  et  IN  de  la 
droite  et  de  la  coni(Hie  données,  qui  se  trou\cnl  sur  la 


(   '35  ) 
droite  CD   cl    les    rayons  l' m   et    Vn    ifS|)(<livcttM;iil. 
C'est  la  conslriiclioii  inùiiu;  (jue  M.  Leboii  a  ohlciiue, 
d'une  manière  loulc  difTérenlc.  On  rcrnai(|ii<'i';t  (jmi'  la 
ligne  DG  est  inutile  pour  la  constriii  lion. 

!Y.  B.  —  Un  voudra  hien  obs(MV«'r  t|ue  la  eoiistruc- 
lion,  donnée  au  paragraphe  iV,  des  poinis  d  inteisee- 
liou  d  une  droite  et  d'une  parabole  s'ap[)li(jue,  sans 
niodilicatiott ,  au  cas  d'une  conique  quelconque.  La 
déuionstraliou  élémentaire  de  la  construction  est  d'ail- 
leurs immédiate.  C'est,  d'autre  part,  un  cas  parliculiei- 
de  celle  du  paragraphe  II. 

[D6i;3] 

SUR  IJ\E  INÉGALITÉ  DE  lU.  IIADAUARD; 

Par  m.  landau. 


Dans  un  travail  récent  Sur  les  séries  de  la  forme 
^rt„e~^"^,  publié  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (4'  série,  t.  IV,  1904,  p.  029-533), 
M.  Hadaniartl  a  développé  quelques  inégalités,  qui, 
suivant  son  expression,  «  peuvent  avoir  leur  utilité  ». 
Je  vais  coulirmer,  dans  les  pages  suivantes,  cette  attente 
de  iM.  Hadamard,  en  en  faisant  une  petite  application  à 
la  théorie  de  la  fonction  C(^)  de  Riemann.  En  combi- 
nant les  anciennes  méthodes  avec  une  de  ses  nouvelles 
lelations,  je  parviendrai  à  prouver  le  théorème  sui- 
vant : 

Il  existe  une  constante  positi^'e  a  telle  t/ue,  pour 
tous  (es  ^  >  o, 


(   i3(S  ^ 
Rn   d'aiilrcs  icrrnt's,   l;i    liiiiili-    iiilciicurt;  d'indélci'tni- 
nalinii,  pour  y  =  oc,  du  jtruiluil 

est  s  11  péri  eu  rr  ;'i  o. 

Jusqu'ici,  ou    m-  (oiiuaissail   <|uc    I  lurj^aliU'   uu    peu 
moins  pit'cisc 

lim  inf.  Idj^"^  |  ^(i  -4-  ^/)  |  >  o, 
•1-" 

«U'iuoiilrc'c  paruioi,  (oinnir  proposition  auxiliaire,  par 
«.'Xemple  dans  mon  travail  Neuer  Bewtns  des  Prini- 
Zdjilsdlzcs  und  Bcweis  des  Primidealsntzes  [Matlie- 
nuilisclie  AnnaLen,  t.  LVl,  ipoS,  p.  654»  formule  (i  9)]. 
Je  commence  par  n-faire,  dans  un  ras  spécial,  un 
raisonnenienl  général  de  M.   Hadauianl.  Soit 

une  série  de  Diriclilet,  dont  les  coellieienls  a„  sont 
tous  ^  o  et  cjui  converge  pour  R  (2;)  >►  1 .  Soienl  £  ^  o, 
q  réel  ;  on  aura 


oc 

R  F(i-^£-i-9ft)  =  ^  ^^cos(9logn), 

n  —  i 

et  pareillement 

R  F(i  H-e  -*-  29/ j  =  ^  -7^^05(7.9  logn). 


{   '-^7  ) 
Donc,  en  posant 

/       F(i  +  e)  =  Ro, 

(I)  RF(i-+-e  +  ^t)     =  R,, 

(   R  F(i-he  -+-  vi^t  )  =  R., 

00 

Ri\'^ 


/  V^    «,,    /  ,         ,        Ri 

^-2;rî^('^"^<^'^«"^-R^ 
11=1 

=  2^  ^  (cos2(7  logn)  -  -^cos(^  logrt) -4-  ^  j 

00 


«  =  1 


2  2  Ru  Rj  2  2  Kg 

Ro"  ARc 

C'est  l'inégalilé  (3)  du  Mémoire  de  M.  Hadamard,  pour 
le  cas  spécial  qui  m'intéresse;  elle  donne 

Rî£iRo(Ro+R2), 


(2)  R,è-i/^Ro(Ro-+-R2). 

Je  rappelle  en  outre  les  propositions  connues  [voir 
p.  649,  t)J  I  el  653  (le  mou  Mémoire  cité)  : 

(3)  log^(n- £)<  I -f-log  -  pour         o<£li, 

(4)  K(i^£  +  25rO|<'2log^     1  ... 

'•      pour     oSeSi,     q  2.10. 

(5)  I  ;'(!  +  £ -H    ^OKGlog^^  ^ 

Je  pose  maintenant,  pour  R(2)^  i, 

p  p     ni^\ 


i.'.S   ) 
«)ii  p  p.iiriniil  Ic^  iiuiiil)ifs  pifiiiicrs  ;  «•'«•si  uiu;  série 

n  -  1 

où  a„=  —  pour  n  =  p'"  cl  (i„--i>  pour  li-s  //  ijui  m- 
sont  j)a.s  «Its  |iuissaii('es  tic  iioinhrcs  pi  ('iiiicrs.  Tous 
les  a„  étanl  ^o,  <»ii  [x-iil  applitjut-r  l'iiM'^alilé  {->-)■,  «'ii 
posant,  d'après  (i), 

R,=   Rl0gC(l-i-£  +  90       =  logl  ;(!-+-  £4-^01, 

R2  =  R  log  ^(  I  H-  Ê  -t-  igi }  —  log  I  ^(  I  -+-  £  -h  iqi)  \. 
On  obtient,  pour  £  >  o,  (/  ;  o, 

l0gK(l-t-E-(-7'")l 

>  —  4/  i  l0gÇ(l  +  £)  (log  ^(H-  £  )  -f-  log  I  ^(I  -H  E -4- 2^1  )  I  )i 

d'où,  en  vertu  de  (3)  et  (4),  pour  o  <[  e  ^  i ,  7  =  10, 

IogK(l^£H-70| 


>  — l/^i-f-logij  l^n-logj  -Hi-Hloglogçj, 
(6)  K(«  +  £-^yO|g  ,      '         ,  =• 

*/-(  l-t-lOK-  )  (î+lo|t--t-lo|f  lOK^) 

D'autic  pari,  pour  o  <i  t"!  \ ,  7^10,  (5)  donne 


I       ^  I  +  £  -4-  (/i 

—       I  ''V  » 

"  i  J.    ■      ^ 


)c/5 


<fielogî9. 


|Ç(l-(-£-H7/)  — Ç(l-+-90| 

donc,  en  appli(|uant  (  6), 

I  ^(i-f-  yt  )  i  =  I  ^(1  -Ht  H-^O  — (C(•-^-  e  -H  qi  )  —  Ç(i  -t-70)| 


r;)        > 


I 


»/^(  1  +  loï-  )  (t-f-lo(t--»^l<.»log^) 


6e  log*</. 


(   >39  ) 

Pour  loiil  q      lo,  je  lais  tiiaiiitciiniil 

I 

ce  f|iii   satisfait  «'vidciniiu'iil  aux  conditions  o  <!  £  ^  i 
J'obtiens,  en  vertu  de  (^), 


(8)     log6g-K(i  +  9/)|> 


l/-(ll-l-8loglOK^Mli-|-9IOKlOg(/l  ^        '♦'ft     7 

log«9 


/il  t 

6i/(  -g -+-Iok1ob<7)  (  -H-loglog^)  ^ 


Or,  en  posant  log  logy  =  J', 
lim  °^  =  hm 


''-•^y/(Y  +  'ogiog^)(^+.ogiog<7)        ->  =  -    \/(7+.>)(i-^,) 

Le  second  nienibie  de  (8)  tend  donc,  pour  q  =  oo,  vers 
la  limite  positive 

^  =  \e  *8)— 6e-'o=e  *  —  6e-»o=  e->o\e*  —  6 j. 
Donc,  pour  tous  les  q  suffisaniinent  grands  {q^qo), 
(9)       {i-^\o%^q)\li\-\-qi)\  >log6^  1^(1  -^qi)\->  -^  ; 

d'autre  part,  s(-)  fêtant  diflerent  de  o  pour  R(2)  =  i, 
le  premier  membre  de  (9)  est,  pour  o  <^  «7  <^  q^,  supé- 
rieur à  une  constante  positive;  il  existe  donc  une  con- 
stante positive  a  telle  tju'on  ait,  pour  tous  les  q  >»  o, 

(i-(-log«y)K(i  -(-  qi)  I  >  %, 
ce  tpi'il  fallait  démontrer. 


(     I  '(o    \ 
Kn  vt'iiu  tli*  rKh'iiliU' 

on  a,  pour  lous  les  <7<o, 

Dans  tous  ces  développements,  je  ne  me  suis  appuyé 
que  sur  les  propriétés  les  plus  éléuu-nlaiii's  île  la  foiu'- 
tiou  ^(  z).  Je  ne  me  suis  pas  servi  du  théorème  imp()r- 
lanl  de  M.  Hadamard  (publié  eu  iHgS)  sur  l'exisleuee 
et  la  dcusilé  des  raeiucs  imaginaires  de  ^(^),  ni  même 
du  liiit,  découvert  déj;«  par  Riemann,  (jue  la  louc- 
tion  'Ç{z)  existe  ilans  tout  le  plan. 

» 

CEHriFICArS  UE  CALCIL  DIFFtKtMIEL  ET  IMEGIIAL. 


Poitiers. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Former  l'équation  différentielle 
des  lignes  géodésique\  d'une  surface  de  révolution  dé  finie 
par  les  relations 

a;  =  /-cusO,         j'=:/-sinO,         5  =  (p(r) 
et  montrer  que  l' intégration  se  ramène  aux  quadratures. 

II.   Une  courbe  plane  C  est  rapportée  à  deux  axes  rec- 


tangulaires O  z  et  Ox;   un  point  quelconque  M  de   cette 
courbe  étant  projeté  en  Q  sur  l'axe  Oz,  le  pvint  (^  se  pro- 


(  '4.  ) 

ji'llc  en  I*  5///-  lu  /'in^'Cfid;  m  M,  et  l'on  n 

VSX  =  a; 
flétermincr  la  courbe. 

III.  Trouver  les  projections  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  de  révolution  des  lii^nes  géodcsiques  de  la  surface 
engendrée  par  la  courbe  C,  tournant  autour  de  Oz. 

KpREUVE  i'RATiyii;.  —  I.  On  demande  les  conditions  pour 
que  l'intégrale 

j-a-i  (,  —  x)-"dx 


f 


b  —  X 


ait  une  valeur  déterminée. 

II.  Calculer  cette  intégrale. 

III.  Cas  particulier 


a  =  -,  b  =  i. 


(Juillet  1905.) 


ÉpREivE  ÉCRITE.  —  I.  On  prend  pour  origine  des  rayons 
vecteurs  d'une  épicycloïde  le  centre  du  cercle  fixe.  Soient 
alors  p  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque,  r  le 
rayon  vecteur  correspondant  ;  démontrer  qu'il  existe  une 
relation  de  la  forme 

p*  -+-  ( m  —  \)r-=  const., 

m  est  un  nombre  positif. 

II.   Trouver  toutes  les  courbes  planes  telles  que  l'on  ait 

p--h  (m  —  !)/•*=  K, 

m  étant  un  nombre  positif  donné,  K  une  constante  donnée. 

Eprelve  pratique.  —  Trouver  le  volume  limité  par  la 
surface  lieu  des  cercles  de  courbure  des  sections  normales 
en  un  point  d'une  surface,  en  admettant  que,  pour  une 


(  ■4-î  ) 

section  normale  fnisani  n^ec  un  plan  normal  fi.re  l'an^'le  ï, 
le  rayiin  de  courbure  soit  donné  jiar  la  formule 


a*cos*a -+- A*sin'a 

(  Novpmbrr  iQoS.) 


CERTIFICATS  D'AV4LYSK  ET  DE  GEOMETRIE  I^FIMTESIMALE. 


Bordeaux. 


KpREivK  ÉCRITE.  —  Soient  une  sphère  S  de  centre  O  et  de 
rayon  r,  H   un  cylindre  de  révolution  de  rayon  p  <i  r  et 


dont  l'axe  Oz  passe  par  le  centre  de  la  sphère.  Un  consi- 
dère sur  le  cylindre  H  les  courbes  dont  les  tangentes  sont 
en  même  temps  tanj^entes  à  la  sphère  S:  on  exclut  parmi 
ces  courbes  l'intersection  de  S  et  de  H.  Soient  C  l'une 
d'entre  elles,  M  un  point  quelconque  de  C,  et  Q  le  point 
où  la  tangente  en  M  vient  toucher  la  sphère  S. 

I"  Démontrer  que  le  plan  osculateur  en  M  à  la  courbe  C 
est  tangent  en  Q  à  la  sphère  S. 

■i"  Déterminer  la  sur/ace  développable  R  contenant  ta 
courbe  C  et  telle  qu'en  tout  point  .M  de  C  le  plan  oscula- 
teur à  cette  courbe  soit  normal  à  la  développable  R. 


(  >43  ) 

3"  Montrer  (/n'en  choisissant  convenablement  une  ori- 
gine A  sur  la  courbe  C,  l'aire  cylindrique  limitée  par 
l'axe  AM,  par  les  génératrices  \a,  Mm  et  />ar  la  pro- 
jection am  de  l'arc  AM  .\ur  le  plan  xOy  perpendiculaire 
à  Oz  est  proportionnelle  à  l'arc  AM. 

4"  Soient  to,  to'  les  centres  du  cercle  osculateur  et  de  la 
sphère  osculatrice  en  iM,  montrer  que  le  triangle  Mtuo)' 
reste  semblable  à  lui-même  quand  le  point  M  se  déplace 
sur  la  courbe  G. 

Ephklve  pratique.  —  Soit  le  paraboloïde  de  révolution 
autour  de  O z  dont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
en  fonction  de  deux  paramètres  r  et  ^  sont 

r* 

j:  =  /-cosO,  v^rsinO,  z  =  — • 

•/  j 

Étant  donnés  deux  points  Mo(ro,  Oq),  Mi(/-|,  0,)  sur  cette 
surface,  on  considère  sur  le  paraboloïde  une  courbe  C 
joignant  ces  deux  points  et  faisant  avec  les  méridiens 
qu'elle  rencontre  un  angle  constant  V. 

Déterminer  l'angle  V  en  fonction  de  r^,  6o,  /'i,  ôj. 

(Juillet  igoS.) 

Éphelve  écrite.  —  Enoncer  et  démontrer  les  théorèmes 
généraux  sur  la  courbure  des  lignes  tracées  sur  une  sur- 
face et  passant  par  un  même  point. 

Epreuve  pratiqlk.  —  Calculer  l'intégrale  définie 
/lang'a^  dx. 


-I 


(Novembre  igoS.) 


OllËSTiOi\S. 


^  2038.  On  mène  les  hauteurs  AD,  BE,  CF  du  triangle  ABC. 
Soit  DiEiF,  l'axe  d'homologie  des  triangles  ABC  et  DEP. 
Par   E,,    F].    Di    on    mène    les   parallèles  à  AB,  BC,  C\  qui 


(  «44  ) 

coupent  RC,  CA,  AH  .ui\  |ii>inis  I.  ||,  K  en  ligne  droite,  et 
lc>  para  II  ries  ;i  HC,  CV,  \|{,  <|iii  cmpent  \B,  HC,  C\  aux 
points  K,,  I,,  il,  ;iii^^i  (Il  li},'Mf  droile.  Soient  <^>  el  Qi  les 
coniques  circunsciilcs  à  AHC,  rt  tangentes,  la  première  à  AI, 
BU,  CK  et  la  seconde  ù  AI,.  HH,.  GK,. 

I.  Si  par  un  point  O  di-  ()  on  iniMie  les  perpendiculaires 
à  HC,  CA,  AB,  elles  coupent  CA,  AI5.  HC  en  |ji,  v,  X,  et  l'on  a 
la  droile  A(Xiiv).  Ces  mêmes  perpendiculaires,  menées  par 
un  point  0|  de  Q|,  coupent  \\i.  \U].  C\  aux  points  v,,  )>|,  |X|, 
et  l'on  a  la  droite  AO.i[jI|V|). 

II.  Les  coniques  Q,  Qi  et  le  cercle  AHC  ont  un  quatrième 
point  commun  a>  auquel  correspondent  deux  droites  A,  A|  et 
la  droite  A»  de  Simson. 

III.  Si  ABC  est  un  irianj^le  èquilatèral,  les  coniques  Q,  Qj 
se  superposent  au  cercle  ABC,  et  à  tout  point  O  de  ce  cercle 
corresp(mdent  trois  droites  A,  A,,  A».  (P.  Sondât.) 


2039.   iJémontrer  la  relation 


(/'(P)JV(P) 


"2-  /(Y)/'(ï 


-   =  o, 

) 


la  première  somme  s'étendant  à  toutes  les  racines,  supposées 
distinctes,  de  l'équation  alf^èbrique 

f(T)  =  o; 

la  rieuxième  somme  s'étendant  à  toutes  les  racines,  supposées 
distinctes,  de  l'équation 

/'(.r)=o, 

et  la  troisième  somme  s'étendant  à  toutes  les  racines,  suppo- 
sées distinctes,  de  l'équation 

/'(t)  =  o. 

Klendrc   la    relation   (  n.    en    faisant    iiUer\enii-   le-,   dcrivécs 
f]uatricrnc.  cinipiième,  etc.  du  polN  noinc  y(  j-^. 

(  Nicolas  KRyLOFF.) 


(  '4^  ) 

[KlScî] 
Sllll  l,\E  SIKFACE  IM  TIMIISinii;  (HIIMM;  (H I  ESI  l/AWMKil E 
«ICEKCLE  »ES\EII  hllMS; 

Pai»  m.  g.  FONTENÉ. 


J'ai  (loiiiit-  n'ccimuciil  dans  ce  Jouni.il  (igor),  j,.  55) 
un  ihéoirinc  rclalir  an  Irlangle  [H-dal  d'nn  poitil  S;  ce 
llirorènic  eirnrralise  la  .  onstiucLiou  d'Hamillon  ponr  le 
point  de  contart  dn  cvicUt  des  neuf  points  et  du  c-ercle 
niMtii.  On  Mouvcra  ici  l'extension  pailifdle  de  cetliéo- 
rème  an  cas  de  l'espace;  je  n'ai  pas  réussi  à  obtenir  une 
extension  du  tliéorèine  de  Feueibach. 

Ces  nouvelles  recherches  m'ont  conduit  à  compléter 
le  théorème  de  Géométrie  plane.  Je  <  onimencerai  donc 
par  rappeler  l'énoncé  de  ce  théorème,  en  écartant  les 
faits  (pie  je  n'ai  pu  généraliser,  en  indiquant  des  faits 
nouveaux  (pii  ont  leurs  analogues  dans  l'espace. 

!•  —   Géométrie  plaae. 

1.  Etant  donné  un  triangle  ABC,  le  lieu  d'un  point  M 
dont  les  projections  .sur  les  trois  côlés  dn  triangle  sont 
en  ligne  droite  est  le  cercle  circonscrit  au  trian"le 
{Simson). 

Si  H  est  rorlhocenlre  du  liiangh-,  la  droite  de  Simson 
du  point  M  passe  au  milieu  K  de  MH  {Stefner). 

Lors(pie  M  décrit  le  cerch-  ABC,  le  lieu  du  point  K 
<st  un  cercle,  homolliéli.pie  au  cercle  ABC  pour  le 
(entre  d'homothélie  H  et  le  rapport  -;  le  cercle  .pii 
s'introduit  ainsi  est  h;  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  VI.  (  \\iil  ,,,o(i.)  lo 


(  >.1'>  ) 

I..'s  inili.iix  (l,s  scgiiii'iils  II  \,  II!'..  llCrlanl  A".  U",  C", 
ce  ctTcItî  l'sl  If  lien  (i'iiii  |)oiiil  K  (imit  l<s  [(lojcclions 
sur  les  côli's  du    Irinif^jc    \"  H"( ,"  sont  en   lii;iic  dioitt-. 


^.  .riii«li(jU«Mai  ciicoi»'  |)()Ur  I"  jniiiil  M,  i  i-laliv  ciiiciil 
au  li'iaui;l<-  AlU!.  uni-  (ounIi  uclioii  (|ur  iiou^  aurons 
['(Kca.sion  d'a|)j»li(jU('r  pour  le  point  K.  iL-lalivcnienL 
au  Irian^'le  A"H"C".  Les  svtnélri(|ues  du  point  .M  par 
rapport  aux  trois  (('tti-s  du  liiangle,  soient  M,,  M^,  .M, 
(./'"&•    ')'   ^""l   •''"'■   ""•'    droite    parallèle  à    la   droil»-   de 

l'iK.  I. 


Sinison  du  point  M  et  passant  par  le  point  II:  uoiin  ap- 
pellerons cette  droite  la  droite  de  Steiiicr  du  point  M, 
et  nous  la  dexii^nerons  par  la  lellre  1.  La  dioile  ï  rlanl 
donnée,  il  est  facile  de  relrou\er  \v  point  .M.  F-n  efl'et, 
la  droite  S  rencontre  les  <:ôlés  du  IriangK-  en  trois 
points  I,  >.,  .i,  «'t  les  droites  i  M,  2. M,  3 M  sont  les 
svnn  irirpies  de  1  par  rapport  a  ces  côtés;  on  peut  con- 
struire (  (S  droites  syiné-tricpies,  et  par  suite  ohten  ir  le 
point  .M,  en  joignant  le^  points  i,  '^,,  .'>  aux  points  II,, 
II2,  Hn  <p>i  sont  les  s^rnetri<|ues  de  11  par  rapport  aux 
cûlés  du  II  lan^ile. 


(^\1  ) 

W.  TinouKMK.  —  Suit  un  trian^lf  \lî(>,  pt  itoiont 
A'.  B',  C  les  milieux  des  câfes.  On  projette  un  pnint  S 
en  a,  h,  c  su/-  les  côtés  du  t riuni^l,- :  si  l'on  dési^nn 
pur  a.  |îi,  Y  les  points  d' intersection  de'i  cô/rs  corres- 
pondants des  deux  trianf^les  A'IVC  et  abc,  les  trois 
droites  ay..  />3.  c^  concourent  en  un  point  K  C). 

Appelons  H'  le  centre  du  cercle  AMC,  qui  est  en 
même  temps  l'ortliocentre  du  triangle  A'B'C  :  si  le 
point  S  se  déplace  sur  une  droite  7  passant  par  le 
point  H',  le  point  K  reste  fixe  ;  les  milieiw  des  seg- 
ments IIA,  un,  HC  étant  \",  l\\  (7,  les  projections 
du  point  K  sur  les  cotés  du  triangle  \"B"L"  sont  en 
ligne  droite,  ou  encore  les  symétriffues  du  point  K  par 
rapport  aux  côtés  de  ce  triangle,  soient  K[,  Kl,  K^,  sont 
sur  une  droite  ï  t/ui passe  nccessairemenf  en  H,  et  celte 
droite  S  e^^  perpendiculaire  à  la  droite  {{'S' ou  7. 

Il  ^  a  donc  un  lieu  du  point  K,  et  ce  lieu  est  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

Si  Ton  donne  le  point  S,  ou  plutôt  la  droite  H'S 
ou  3-,  pour  avoir  le  point  K,  on  mène  par  H  la  droite  I 
perpendiculaire  à  s  :  eette  droite  ï  rencontre  les  eôtés 
du  triangle  A"B"C"aux  points  1",  2",  3";  si  H;,H:,  H; 
désignent  les  syniélri(pies  du  point  H  par  rapport  aux 
eôlés  du   triangle   A"iy'C",  c  est-à-dire  les  pieds  des 


(')  Ce  fait  rentre  dans  un  théorème  général  indiqué  par  M.  Bri- 
card  {Nouvelles  Annales,  ic,()6,  p.  q^i)  : 

Étant  donnés  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  si  les  droites  A.\', 
I5B  .  ce  rencontrent  respectivement  les  côtés  a,  b,  c  du  pre- 
mier triangle  en  trois  points  situés  sur  une  même  droite,  les 
points  {a.  a'),  {b,b'),  {c,c)  se  joignent  aux  sommets  A'.  B',  C 
du  second  triangle  par  trois  droites  concourantes. 

Pour  le  théorème  du  texte,  les  deux  tri;.ni;lessont  le  tnanizU-  \  BC 
et  le  triangle  pédal. 


(  «4«  > 

/niiiffins  (lu  lrnuii:li'  AlUl,  la  (lioilf  (|iii  joint  le 
point  11^  .ni  point  i  .  cl  \v^  dt-ux  «iroitcN  analogues, 
(oncoiirenl  an  point  K . 

i.  (^nand  on  prop-ttcnn  poini  R  sm  U-s  cAn'-s  d  un 
angle  A",  la  dioilc  dt'trnniM('-c  pai-  \v.<.  projet  lions  ilf 
Ci!  point  e.st  peipenilienlain?  à  la  droite  inverse  di'  la 
droite  A"K  par  iapp(jrl  à  l'antjle;  les  droites  inv^-rsts 
des  droites  A"K,  B"K,  (^'K,  par  lapporl  aux  ant^les  A", 
B",  C"  du  liiangle  A"IV'(/',  sont  ijonc  pei  pendit  nlaiies 
à  la  droite  1  ou  parallèles  à  la  tiroite  t.  On  en  t ontiul 
aisément  etei  :  IjI's  coordonnt-cs  fin  [n>inl  K,  ru/J/xjit/' 
iiii  tfi(t/i^/r  A"  IV'C",  vo///  {n\'rrs('/iir/if  /'rojn)/  fio/irufi/rs 
aux  distances  algébriques  du  point  S  aux  axes  menés 
l>nf  H'  luirallèletnenl  aux  côtés  de  ce  trian<;le. 

II.     —     (jKOMKIUIK     DV.VS     I.'kSI*  VCR . 

o.  Klant  donne  nn  tt'trat'-dre  AliClJ,  le  lien  d  nn 
point  M  dont  les  projeetioiis  sur  les  plans  des  (piatic 
latts  du  léiraèdrf  st)nl  tians  nn  nit'Mue  plan  est  une  sur- 
face .^k  ilonl  l'eipialion.  par  i  apport  au  ItHiac-dre  de 
référence  AliCD,  est 


A 

B 

c 

D 

— 

•+- 

— 

-+- 

— 

-u 

— 

= 

o. 

jC 

y 

z 

t 

A,  l),(l.  I)  I  ipresenlanl  le>  aires  ties  laces  du  tétraèdre; 
c'est  uut;  sui  lan;  du  trt)isièine  ordre,  coirélalive  d'une 
surface  de  Steiner,  et  ayant  pour  points  doubles  les 
points  A,  B,  C,  l)(elle  contient  les  aièies  du  tétraèdre). 
i  U-  ihfoiènn'  est  hiin  tonnn,  mais  jf  ne  crois  pas 
tpif  l'on  ail  lemartjut-  cet  i  :  lorsipie  le  leliaètlie  est 
orlliocentriijue,  ItHlIiocenti  e  t-lanl  11,  li-  plan  <|ui  cou- 
lieut   les  projections  d  un   point   .M   de  la   surlace  rcn- 


(  '  î')  ) 

coiilrc  la  ili'uilc  II  M  m  un  |)i)iiiL  K  poiir  li-(|ii('l  on  a 
IIK  _  x 

Lo/S(/iie  M  (li'c/ù  1(1  sur  face.  .")lî.,  le.  lieu  dit  /loi/il  K 
est  une  surjace  IK  /toitiDthd/Kfiie  à  Iti  surface  ',")\\.  fioiir 
le  centre  d' homothétie  H  et  le  nipport  -;  la  surface 
qid  s'introduit  ainsi  joue  pour  le  tétraèdre  un  rôle 
comparable  à  celui  du  cercle  des  neuf  points  pour  le 
liian^le.  Si  A",  B",  C",  \)"  sont  les  points  situés  aux  ^ 
des  so^tnents  HA,  HB,  HC,  HD,  cette  surface  cK  est 
le  lieu  des  points  dont  les  projections  sur  les  plans  des 
faces  du  tétraèdre  \"W'C"D"  sont  coplanaires.  C'est 
iiiie  surface!  du  troisième  oidre  ayant  pour  points 
doubles  les  points  A",  B",  C",  D". 

G.  J'indi(|ue  pour  le  point  M,  relativement  au 
tétraèdre  ABCI),  une  construction  que  nous  aurons 
l'occasion  d'ap[)li(|uer  pour  le  point  K,  relativement 
au  tétraèdre  A"B"C"f3".  La  longueur  RH  étant  double 
de  MR,  si  Ton  prolonge  dune  longueur  double  de  leur 
propre  longueur  les  per{)endiculaires  abaissées  de  M 
sur  les  plans  des  faces  du  tétraèdre  {flg-  2,  pour  le 
plan  BCD),  on  obtient  quatre  points  M,,  Mo,  Ma,  ^l\ 
situés  tians  un  même  plan  S  parallèle  au  plan  FF  des 
projections  et  passant  par  H. 

Le  plan  S  étant  donné,  on  retrouve  faciliinent  le 
point  M.  Soient  1,  'i,  3,  4  les  ilroites  suivant  lesquelles 
le  plan  S  coupe  les  plans  des  faces  du  tétraèdre; 
soient  H,,  Ho,  H3,  H»  les  points  obtenus  en  abaissant 
dc!  H  des  peipendiculaires  sur  les  [)lans  des  faces  et  en 
les  prolongeant  de  la  moitié  de  leur  longueur;  le  plan 
mené  par  la  droite  1  et  le  point  II,,  et  les  trois  [)lans 
analogues,  ont  en  commun  le  point  M. 


(     l'^o    ) 
7.     'l'm'.oHKMi; .    —    Suif    (Ut    irira'-firc    orthocen- 
trit/uc    \\\(A),    et   Soient  A',    IV,  C,  IJ'  les  ceiiîics  de 
^rtnilr  lies  J  tiers.  (  hi  fnojrtte  un  junnl  S  en  d.  A.  c,  <l 

Fi;;.   2. 


stir  les  plans  des  faces;  si  l'on  désigne  par  a,  [i,  y,  o 
les\(lroites  d'intersection  des  plans  des  faces  corres- 
pondantes  des   deux   tétraèdres    A'B'C'D'   et    ahcd ^ 

les  (pKilrc  plans  [a,  a),  [b,  ^i),  (c,y)  et  (//,  o)  ont  un 
point  coniinii/i  R  ('  i. 

appelons  H'  le  point  de  rencontre  des  perpendicu- 


/ 


(  '  )  Ce  fuit  rentre  diins  un  iliéorériic  gciiérdl  qui  est  rexlcnsiuu 
à  l'espace  du  théorèiiif  plan  (lniuw  p;ir  M.  liricurd  (isole  précé- 
dente )  : 

/■.'tant  donnés  deux  tétrardres  AI{CI>,  .\'irC'I>',  si  les 
droites  W,  FI  H'.  CC,  1)1»'  rencontrent  respectivemenl  les 
/ilu/is  a.  ù,  r,  tl  des  /aces  du  j/rcniirr  tétraèdre  en  quatre 
jioints  situés  dans  un  même  plan,  les  droites  {a,  a'),  (b,b'),  ... 
déterminent  avec  les  .sommets  A',  H',  C,  1»'  flu  second  tétraèdre 
quatre  plans  t/ui  ont  un  point  commun. 

Pour  le  théorcine  du  lextr,  les  deux  iiii.irdus  «ont  le  té- 
traèdre  A'B'C'D'  cl  le  lélracdre  pédal. 


(  '^"  ) 

laii'es  (lux  pltins  di-s  faces  menées  i>iir  leurs  cenlres 
de  f^rauitc,  un  /'orl/nx  cnn  e  du  tet/aèd/e  A'WCJD'  : 
si  le  //oint  S  se?  di'pldce  sur  une  droite  7  passant  par 
le  point  11',  le  point  K  reste  fixe;  les  points  A",  li", 
C",  D"  étant  les  points  des  segments  HA,  HB,  IIC.  HD 
qui  vérijient  les  relations 

lîA"  _  MB^  _  nç  _  nrr  _  -i 
nx  ~  "ÏÏB  ~  Tîc  ~  TTd  ~  3' 

les  projections  du  point  K  sur  les  plans  des  faces 
du  tétraèdre  Y  \S"C"\y'  sont  dans  un  même  plan,  ou 
encore,  si  ion  abaisse  du  point  K.  des  perpendicu- 
laires sur  les  plans  des  faces  de  ce  tétraèdre,  et  si  on 
les  prolonge  du  double  de  leur  longueur,  les  points 
obtenus,  K", ,  R'^,  K.^,  K'^,  sont  dans  un  plan  ï!  fpn  passe 
nécessairement  en  H,  et  ce  plan  S  est  perpendiculaire 
à  la  droite  H' S  ou  t. 

Il  y  a  donc  un  lieu  du  point  K,  et  ce  lieu  est  la 
surface  du  troisième  ordre  tK.  dont  il  a  été  parlé. 

Si  Ton  se  donne  le  point  S,  ou  pliilùl  la  droite  H'S 
ou  T,  |>our  avoir  le  point  K,  on  mène  par  H  le  plan  S 
perpendiculaire  à  o-  :  ce  plan  S  coupe  les  plans  des  faces 
du  tétraèdre  A"  B"C"D" suivant  des  droites  i",  2",  3",  4"; 
si  H'j,H2,  Hj,  H^  désignent  les  points  obtenus  en  abais- 
sant du  point  H  des  perpendiculaires  sur  les  plans  des 
faces  de  ce  télraèilre  et  en  les  prolongeant  de  la  moitié 
de  bur  longueur,  c'est-à-dire  les  pieds  des  hauteurs  du 
tétraèdre  ABCI),  le  plan  qui  passe  par  le  point  Hj  et 
la  droite  1",  et  les  trois  plans  analogues,  passent  par  le 
point  K. 

8.  Quand  on  projette  un  point  K  sur  les  plans  des 
faces  d'un  trièdre  A",  le  [)lan  déterminé  par  les  projec- 
tions de  ce  point  est  perpendiculaire  à  la  droite  inverse 


(  ••^"-^  ) 

(le  la  (linilr  A"  K  par  ra|t|>i)i'l  au  liit-dii*;  les  dioiles 
invnsrs  di-s  tlioitcs  A"K,  H"K,  C"K",  par  rapjKUl  aux 
irir.lii-s  A",  n\  C\  l)"(l.i  K-lraèdiT  A"B"(;"ir  s.Mit  donc 
pcrpci)(li(-iilair<-s  ati  plan  ï  ou  parallèles  à  la  droilc  a. 
(  )ii  III  coiiciiii  aixMiii'iil  ce*  i  :  Les  coontonuf^es  fia 
point  K,  ta/f/fortr  au  ttiraèdre  A"B"C"[)",  sont  ittvri- 
srnirnl  f)ioi)or(ii>niudlfs  (luj-  fiistanccs  tilf^ri/iiffiirs  <hi 
point  S  (iiij-  pldiis  ont'fitas  mènes  par  H'  parallèle- 
ntciil  aux  plans  des  fttccs  de  ce  tétnicdrr. 

JJI.     -   Ui';si:mé  dks  calculs. 

1).  \  ()i(  1  un  ii>uni('  succincl  des  calculs  cpii  m  ont 
donné  les  résultais   précétlcnls. 

J'ai  pris  \v  lélraèdic  ABClJ,  d'ahord  supposé  <|ucl- 
conquf,  comme  lélraédic  de  réléieiice;  j'ai  désigné 
par  A,  15,  C  les  losinus  des  dièdres  extérieurs  du 
irièdre  D,  pai-  A',  15',  C  l«s  cosinus  des  dièdres  exté- 
rieurs opposés;  j'ai  appelé  -A.,  it!>,  £,  lO  les  sinus  des 
irièdres  sujiplémenlaires  de  ceux  du  létraèdi'e,  c'est- 
à-dire  les  sinus  des  trièdres  qui  emprunlenl  leurs  arêtes 
aux  axes  X,  Y,  Z,  T  des  faces  du  tétraèdre,  ces  axes 
étant  supposés  concourants.  (  )n  a 

/  A'cl»  -1-  B'  ilî)  -f-  C  £  -4-  cO  =  o, 
Ht  .    A'  <C)  -f-  B  £    -+-  C  «II.  -H  .i-  =  o, 


la  secondi'  ri'latlon  se  dt'duisanl  de  la  première  en  inei- 
tanl  1)  cl  (  ]  an  lirn  de  IV  l't  C,  et  en  écliangeant  iil<  et  2, 
"Àf  el  (it)  ;  on  a  encore 

/  cO*  =  I  —  A»—  B»  —  C*  -t-  9. ABC, 
riF)  ,v.î=  ,_A»-  B'î— C'»^  9.AB'C', 


(III) 


(  '^>-^  ) 

/  (0«l.=  — A'-f- AîA'  — ABU'  —  ACC  -+- |JC'-^  CH', 

I   >l!,C  =:  _  A  -f-  A'2  A  —  A'  Hir—  A' ce  ^  |i(j  -+-  li'C', 


10.  Les  coordoniiées   iioriiial(;s  du  poiiil  S  élaiiL  /;, 
<7,   /•,  .V,  celles  des   poiiils    «,  /-»,   c,    r/   sont   respcclive- 

llICIlt 

(a)  o,  ly — pCy  r  —  /)H,  s — />  A', 

(b)  p  —  qCy  o,  /•  —  q  S.,  s  —  7  U', 

(c)  p  —  rB.  7  —  /-A,  o,  5  —  rC, 
{d)  p  —  sA',  g — sB',  r  —  sC,  o, 

«'I  le  déLeriniiiaiil  de  ecs  (|naiililés  a  poiii'  \al(ur 

—  (  <Àap  -+-  lll>  (]  -h.  .  .){ tAo  <//•«  -T-  ilî>  rsp  -i- .  .  .  )  ; 

ré(jiiati()ii  du  plan  (a,  a)  est  alors 

X  y  z  t 

p  —  qC  o  /•  —  q  S.     s  —  q\V 

p  —  rB      q  —  rX  o  s  —  -C 

p  —  s  A'     q  ^  s\V     r  —  «C  o 

-H  {i^qrs  -H  ll',>/-5/)  -^.  .  .)  (  llli^  -4-  S-  -4-  cD/  —  -îXt)  =  o. 

Si  Ton  ajoute  les  équations  des  quatre  plans  (a,  a), 
(&,  ^),  . .  . ,  on  a  nue  identité. 

11.  Pour  avoir  les  coonlonnées  du  point  K,  j'ai  con- 
sidéré les  équations  des  trois  premiers  plans,  soit 

Xi  =  0,  X2=0,  X3  =  O) 

et  j'ai  ordonné  les  coefficients  par  rapport  à  s  en  posant 

2  =  A^qrs  -+-  \\\>rsp  -!-... 

=  s(  al> <7r  4-  itl,  rp  -+-  Qpq  )  -+-  LQ^pqr. 


(  '•■'>1  ) 

(!es  coi'flicifuls  rciiliTiiniil  ;iii  lidisu'iiif  tl('i;r«'  les 
(•oordonDtM'S  i>,  y,  /■,  5  du  |>()iiil  S.  J  .li  loiiii»'  d'ahonl 
la  coiiihiiialsoii 

\i  -4-  \ï  -+-  \j  =  o, 

|>uis  les  l'uiiihiiiaisoiis 

(i-^/)\,  ^-  .A-S(  \i  -r-   \2-r-  \3)  =  o,  ...,  ...; 

elles  SDHt  divisibles  par  -,  et  l'on  (»l)lieiit  ainsi  trois 
('(jnalions  dont  les  e()ef(icienls  reiif<'rmenl  /*,  y,  /',  s  au 
[>reinicr  dei;ié  sculeiinnl . 

l!2.  IjC  léliaèdre  tUaril  iiiainleiiaiil  sii|)pos('  oitlio- 
(M'iilritjue,  on  a 

AA'=  BB'=  CC'=  DD', 

el  I  on  peut  poser 

A  =  ?Y,         B  =  Yi,         C  =  a?, 

A' =02,         B'=o3,         C'=oy; 

les  coordonnées  de  I  orlliocenli  e  sonl  pionoilionnclles 
à  a,  ^,  V,  0,  el  celles  du  poinl  H'  véritient  les  relations 

Les  eoeflicienls  des  équations,  tiansfoi  mes  par  lin- 

trodiiclion  des  cpianlites  a,  j3,  y,  0,  s'expriment  au 
moyen  des  hinoines 


0  5  —  7.p, 


^'y-v. 


(pii  sont  les  coordonnées  de  la  droite  H'S  ou  a. 

Le  point  K  dé[)end  donc  seulement  de  celle  droite  a, 
el  il  V  a  un  lieu  du  point  K. 


\'.i.    La   lelalion    entre    les    quantités   A,    li,    C,    .  .  . 


(  ''^3  ) 

esl  ici 


ou  encore 

I  I 


on  a 

(0,1,  =_  oa(i  —  ^2  )(  I  —  Y"), 

»i!.G  =  — ;iY('  — î'M^i  — 2m, 

en  appelant  a,  h,  c,  d  les  coordonnées  normales  de 
l'oilhocenlie,  la  relation  entre  les  coordonnées  nor- 
males d'un  point  est  alors 

%-      X  32        y 

T  -  -• —ô^  ^+...-+-...==  —  1. 

I  —  a-  a         i  —  p-    h 

Au  moyen  de  cette  relation,  il  arrive  cpie  l'on  peut 
faire  dispar.iitre  y  et  z  de  la  première  des  écjualions 
qui  déterminent  le  point  bv,  en   posant 

ou  trouve 

•^7    "^      ■       ^^       I       ^''       ;       ^\        3a//)  =...  =  ...  =  ... 
■x\\  —  7.-       1  —  .S-       I — Y"  "^  1  —  0-  '/       ' 

et  l'on  vérifie  aisément  que  l'on  a 

—  H i  -1 ;-!-  —  =0; 

x'     y     z      r 

le  lieu  du  point  K.  est  donc  la  surface  tK. 

1-4.   Si  l'on  suppose  que  p^  y,  /•,  s  représentent  des 


('(>4)r(iiitiiic('S   noi  iitalrs,   on   ohlirnl 

•  ■Il    jms.ml 

a  _  6  _        . 

-  =  3= -'' 


1)11  ;i  (loiir 


Or,    si   j„,    V(i,    ..•    suiil   li's  roorclftiniccs  iiuniialc^  du 
|)<>iiil   M',  on  ,i 

a  j-o  =  p^u  =  ...  =  ...  =  -J-; 

<>ii  a  ii  ii.ilriiM'iil 

x' {  jj  —  .To  )  =  y' i  f/  —  Yo)  =  .  ■  .  =  ■  .  .  . 

C'est  le  les  II  11. Il  i  ni  lie  |  ne  à  l.i  lin  du  ii"  H,  fl  diKjinI  il 
résulte  (|Uc   l<'   |)l.iii  1]  (Si   |»ii  |Kiidi(ul.iii  f  a  la  droili-  i . 

(Si    Its    dicdrrs    du     Ic-I  i  a»"'ilrc     Alidl)    sont    aigus, 

1       ..        BG     ,  .    .  ,. 

roiiiine  on   a   pai'  «•\t'iii|ilc  a- — =  —r->   h's  (|ii milles  a,  p, 

V.   0  soiil  des  iiiiaj^'iiiaii  c.s  |»iir«'s;  si   I  ou   pose   a  ^  a'/, 
^  =  ^'r,   ...,oiia 

_a__  Jf_  _        _/_  £ 

ot'  i        ^i'  i        '  '  '  i 

et  les  égaiilj's  relalives  à  J'o,  >'oi  •••  di\  ieiiiienl 

Note.   --    l»e\eiioiisà   I  I  (  îecuui'li  ie  jilaiie. 

a.     Soil    12    le    iiiilii'U    cuiiiiiiiiii    des    se^iiieiils    A  A', 
H'l>",   (/(y.  I.a   di<(iU'  tl«'  Sleiiier  du   jtoiiil    K   |>ar  ijji- 


(  >:>:  ) 

poil  au  Irlangh'  A"B"C''  «-laiil  la  <li(iitc  ï,  si  K' t;sl  l«; 
sytni'lriquc  de  K  par  lappoil  à  ti,  la  rlioiic  i\r.  SUMiicr 
du  poiiil  K'  par  lappoil  an  Iriani^U-  A'IVC'rsl  la  j)aral- 
lôlf  à  ï  iiicm'-f  pai-  II';  (•(•iiimc  K'  cl  R  sonl  diainélta- 
Icnuiil  opposés  sur  le  (•crclc  V'IVC"/,  //•/  ilroilc  dp. 
^teiner  du  point  R  fxir  rcipporl  au  trianf^/c  A'B'C 
esf  prrprndicii/tiii  f  à  C(dle  du  point  K',  et  se  confond 
ptir  suite  a\cc  lu  droite  i.  Donc,  si  l'on  si;  dorme  la 
droite  t,  cm  traçanl  les  dioilcs  svmétri(|nes  de  celli-Ià 
paf  rapport  aux  côlés  du  liiangle  A' IVC  (c(!  qui  [)eul 
S(!  faire  eu  joignaul  les  points  i',  2',  3' où  la  droite  7 
c()U[)e  les  côlés  de  ee  tiiaiiiçle  aux  points  H,,  H!,,  Hj 
(|ui  sonl  K's  svrnélri(|ues  de  H'  par  rapport  aux  côtés 
de  ce  uiênie  Iriangle),  ou  aura  trois  droites  (lui  ironl 
coucourir  au  point  K.  Cette  propriété  de  la  droite  t 
uesl  d'ailleurs  pas  sirsceplihie  d'extension  à  l'espace  : 
il  y  a  entre  les  deux  droites  1  et  S  cette  difTérence 
essentielle,  au  [)oiiil  de  vire  de  rexleiision  à  l'espace, 
(jire  la  droite  -  a  pour  aiialoj^ire  un  plan  S,  tandis  cpre 
la  droite  1  a  pour  analogue  une  droite  1. 

La  propriété  de  la  dr  oil(î  a-  qui  vient  d'être  indiqirée 
a  été  signalée  par  M.  Bricard,  ilans  une  Noie  où  il  a 
établi  géométriqueiuerrl  le  ihéorèiiie  plair  dont  j'avais 
dorirré  une  dérnouslralion  analytique,  et  axant  que 
j'eusse  rencorrtr'é  de  mon  côté  la  [)ropr  iélé  du  plan  2. 

b.  Soit  S)  le  point  irr verse  du  point  S  par  r'apport 
air  triangle  ABC.  Les  deux  points  S  et  8)  ont  rnèrne 
cercle  péilal,  cl  celui-ci  renconti-e  le  cer-cle  des  neuf 
points  i-n  deux  points  K  vi  K,,  (jiii  sont  précisément  le 
point  R  relatif  à  la  droite  ll'S  cl  le  [)oinl  R|  relatif  à 
la  droite  H'S,.  Lorsque  la  droite  SS)  passe  en  H',  les 
deux  points  R  et  K  ,  se  conUuident,  et  le  ciiele  pédal 
est  tangent  en  R  au  cercle  di's  neuf  points.   Plus  par- 


(   .58  ) 

liriilifrciiiriil .  si  Sel  S,  se  <  kiiIoikIi'iiI  avec  le  (ciilrc  I 
il'uu  icnlr  laii^eiil  aux  liois  cùU'S  du  Iriaii^lc,  It-  en cli- 
nrilal  «si  |>!i'Mis»''iniiil  (  r  («'rcl»'.  (|im  »'.sl  ainsi  laiiyt'iil 
.111  iiTclc  (l»'s  lient   |iniiils. 

J\hiiil  (limiif  lin  tritin^/f  WM'.dont  A'\  funifciirs  M), 
BE,  CF  se  coitpriit  m  II,  Sitiriit  \",  H",  C"  1rs  nii/int.r 
des  sesnienLs  HA,  IIU,  lU!;  si  O  et  I  so/if  /es  cent  i  es 
riit  cercle  circonscrit  ft  du  cercle  i/iscrit,  la  perpen- 
dicutdire  menée  par  11  //  ///  droite  Ol  rencontre  tes 
côtés  du  triangle  A"H"(/'  en  trois  points  X,  V,  Z,  et 
les  droites  DX,  EY,  FZ  concourent  en  un  point  qui 
est  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit  a\'ec  le  cercle 
des  neuf  points. 

On  l'iudii'  (  (iinslinclion  dr  M.  Hiicard,  (|U<'.sl .  !20ii()  )  : 

Les  tnilieu.v  des  côtés  du  triangle  ABC  éteint  A',  IV, 
C,  la  droite  01  rencontre  les  côtés  du  triangle  A'  B'C 
en  des  points  U,  V,  W,  et  si  O,,  0^,  O3  sont  les  sj  nié- 
tritpies  de  O  par  rapport  aux  côtés  de  ce  triangle,  les 
droites  O,  L,  0,\\  0,W  concourent  en  un  point  qui 
est  le  point  de  contint  du  reic/e  inscrit  avec  le  cercle 
des  /leuf  points. 

Si  li;  ccK'lc  (l<s  ncnf  poinls  est  snj)|)nsé  Iracé,  «  uiniiic 
D  cl  O,  sont  sur  ce  ccrcit',  on  aura  sans  anihi^niU'  !«• 
point  ciificliéc'u  li'aranl  seulement  la  droiii-  l)\,  ou 
la  droit»*  0,11. 

(I.e  lien  des  jjoinls  in\<'ists  S  et  S,  lel>  (|ue  la 
didile  SS,  passe  au  leiilic  II'  du  (cnle  \|)(>  esl  une 
(  uliiipie  eir(onseiile  au  liiani;l«-  ABC  et  passant  en  H'  : 
loiile  droite  passant  jiar  H'  est  t'ucoir  iciH'onln'»-  par 
la  cnliiipie  en  deux  p(»inls  inverses;  le  puinl  inverst; 
de  A   est  sur    l!( ;    le  point  inverse  de  IT  est    loi- 


(  ''^9  ) 
ihoccnlie  II,  de  soi  le  (juc  l.i  laiii^ciilc  en  II' passe  (Mi  II; 
les  qiiali'i-  taiif;('nl<'s  (|ue  l'on  pcnl  meiiei"  de  II'  à  la 
cubique  ont  pour  points  (N;  eontael  les  eentr(\s  1,  I', 
1",  1'"  des  cercles  laiigeiits  aux  liois  côles  du  triangle. 
Aux  points  à  l'infini  sur  la  tiihitpu',  S,  S',  S",  et  à 
leurs  inverses,  S| ,  S,,  S'j.  eoi  rcsjxjudenl.  trois  droites 
de  ^>inison  lanj^enles  au  lerele  des  ncnT  points  :  ce  sont 
les  tangentes  aux  poinis  île  contact  de  et;  cercli;  avec 
1  livpocjcloule  à  trois  rebroussements  qui  est  l'enve- 
loppe des  droiLc:s  de  Siuison  relatives  au  tiiangle  ABC.) 


[P6b] 

SUl  LA  GEOMETItlE  DE  iMRËCTIO\; 


Far  m.  R.   BRICARD. 


1,  Laguerr'e  parait  avoir  b;  piemier  introduit  en 
Géométrie  plane  l'élude  systéuiaticjue  des  droites  diri- 
gées ou  semi-droiles,  des  cercles  dirigés  ou  c)  des.  Il  a 
fait  connaître  une  transformation  lort  intéressante,  la 
Irunsjoimnlion  par  sc/iii-droites  réciproques,  (|ui  joue, 
dans  la  (  ic'oniélrie  de  diieclion,  un  rôle  analogue  à 
celui  (jue  joue  l'inversion  dans  la  Géoniétiie  ordinaire. 

Les  leclierclies  dé  Laguerri;  ont  été  publiées  dans 
plusieurs  Mémoires,  parus  dans  les  Comptes  rendus  de 
r Acddémie  des  Sciences,  dans  le  Bailel.in  de  la  So- 
ciété tnathéniali(iue  de  France  et  dans  les  Nouvelles 
Annales  ('  ). 

(')  En  voici  la  liste  complète  ; 

Sur  La   Géométrie  de  direction   {S.  M.,   1S79,   p.  So;  Œuvres, 
p.  39a). 


(  ^c>-  ) 

|Miisi('ui>  <!<•  «('s  lia\.iii\.  MM  loin  vi'iix  (|iii  sonl  rrl.i- 
lils  aux  |>riiici|H"s  lU*  I;.  ilu'oiic,  ne  coiilitMiiicnt  que  tlt'S 
l't'.Millals  sans  (Irnionstralioii  ;  m  oiiln*,  ici  (-omiiK*  «mi 
d'aulios  orcasioiis,  Lai»in'irf  n'a  <  ci  laincnniit  pas  mis 
en  liiinirir  si>.  i(l«''cs  (lirtrliiccs,  cl  son  exposition  [hcimI 
(le  «•«■  lail  un  caiaclèrc  ai'liticicl  (|iii  rend  la  lec  tnii-  de 
ces  Mt'inoires  un  peu  dillîeile. 

Il  esl  assez,  vraiseinlilaltle  (|mi'  reniinenl  i^eoniètre  a 
élé  eondiiil  à  plusieurs  des  notions  (|u'il  a  introduites 
d.tns  la  (iéonu'lrie  de  direction,  et  particuliércinent  à 
sa  transloi  mali«»n  par  seini-droiles  réciprcxpies  (M, 
par  des  considérations  de  (jéoineli  le  dans  I  espace.  Je 
vais,  du  iiioins,  cliercln'i'  à  inonlicr  coinnient  de  telles 
cunsidcratioiis  (  ondiiisent  de  la  façon  la  plus  naturelle 
à  cette  Iraiisl'oruiation,  dtiiil  Layiierre  n'a  pas  révélé 
l'origine. 

2.  Soit  (P )  lin  pl.in  (jue  |e  supposerai  liori/ontal,  de 
manière  à    pou\oir    parler  des    régions   de   l'espace  ijui 


Sur  la  transfoiniation  par  directions  réciproques  (C.  //..  r8Hi; 
Œuvres,  p.  <)0|  ). 

Trdiisf or  motions  par  semi-droites  réciprot/ues  (A'.  A.,  1882; 
Œuvres,  p.  (Jo«  ). 

Sur  tes  liyperrycles  (  C  /?.,  188a;  Œuvres,  p.  <)jo). 

Sur  les  anticaustiques  par  réflexion  de  la  parabole,  les  rayons 
incidents  étant  parallèles  (iV.  A.,  1K8J;  Œuvres,  p.  «jSô). 

5a/'  qucir/ues  propriétés  des  cycles  {.\.  A.,  i883;  Œuvres, 
p.  65i). 

.9///"  les  courbes  de  direction  de  la  troisième  classe  {/V.  A.,  i883; 
Œuvres,  p.  »)()<»). 

Sur  rajtplicalion  des  intégrales  elliptiques  et  ultra-elliptiques 
à  la  théorie  des  courbes  unicursales  (C.  />'.,  i88.i;  Œuvres,  p.  'i7i). 

Sur  les  anticaustiques  par  réfraction  de  ta  parabole,  les  rayons 
incidents  étant  pvr/tendiculaires  à  l'axe  (.\.  A.,  iS85;  Œuvres, 
p.  675). 

(')  Ou  pliiioi  à  ses  transformations,  rur  il  \  en  ;i  deux  lirs  <lis- 
tinclrs,  coiiiinc  on  le  M'i-ra  plu»  loin. 


(  -«H  ) 

siiiit  liiiK'  nu-dessus,  Taulir  .ui-dissou^  «lu  |)l.ui.  Soil 
ô  unt'  senii-firuitr  du  plan  (I^)-  ('«'st-'i-dirc  une  droile 
;i  ln(|n('lliM>ii  .illrihuc  un  sriis.  P;irO  je  puis  (.lirc  passer 
deux  plans,  (  D  )  et  (D'),  laisani  l«»us  deux  des  angles 
de  4j"(')  avec  le  pi.in(P). 

Imaginons  niainleuant  un  obseï  valeur,  debout  sur 
le  plan  (P)  et  se  dé[)laeant  suivant  o,  dans  le  sens  de 
celte  sen«i -droile.  L'un  des  deux  plans  (D)  et  (D')  fait 
avec  le  plan  (P)  un  dièdre  aigu  situé  à  la  gauche  de 
l'observateur  dont  il  s'agit.  Je  feiai  correspondic  ce 
plan  à  la  sciui-droite  o. 

Jf'  ferai  flanc  ainsi  correspondre,  à  foute  senii-droife 
du  plan  (P).  un  plan  faisant  un  angle  de  45°  avec  le 
premier^  et  parfaitement  déterminé. 

Récijyioqnemenl,  il  est  évident  t/u'à  tout  plan  (D) 
faisant  un  angle  de  ^o'^  avec  le  plan  (V)  correspond 
une  semi-droite  parfaitement  déterminée  o,  portée 
par  la  trace  du  plan  (D)  sur  le  plan  (P). 

Je  dirai  rpie  le  plau  (P)  est  représenlalil' de  la  serni- 
droile  o. 

Considérons  maintenant  un  cycle  F  du  plau  (P), 
c'est-à-dire  un  ceicle  auquel  on  attaelie  un  sens.  Par  F 
passent  deux  cônes  de  révolution  (G)  et  (G'),  ayant 
lous  deux  un  angle-  au  soniniel  de  90°.  L'un  de  ces 
c»')nes  a  son  soniniel  au-dessus  du  plan  (P),  l'autre  a 
son  sotninel  au-dessous  de  ce  plan.  Je  ferai  corres- 
pond) e  à  V  le  prenùer  de  ces  cônes,  si  F  e.<it  sinistror- 
suni,  c^ est-à-dire  si  le  sens  de  F  est  contraire  à  celui 
des  aiguilles  d'une  montre,  et  le  second  de  ces  cônes, 
dans  le  cas  contraire.  Réciproipieininl.  à  tout  cône;  de 

(')  Cel  angle  do  |i"  n'est  inlioduil  que  pour  fixer  les  idées;  je 
pourrais  le  remplacer  par  uu  angle  quelconque  non  droit. 

Ann.  de    Mathémat.,  4*  série,  t.  VI.  (Avril  1906.)  il 


1 1'\  iiliilion    ((îl,    .i\:iiil    MM    :iml:Ic    .mi    souiiihi    di-   ()o"   cl 

son    .IX«'     \l  Tlit.ll,    COI  TCSpitMil    Mil    cycle     |).U'f:HlCII|CMl    (Ic- 

Ici'iiiiiii-,  pDil»'  |t;ir  l.i  iracc  du  «ôiic  smi  \v  |iI.iii  (  V).  (.r 
c\r\r  csl  sinisli'oisiini,  si  ((i)  a  son  soiiuiict  nii-dcssiis 
ilii  |)l.iM  (  P),  cl  ilexlrorstiin  dans  le  ras  coiilriir»-. 

•le  dirai  (|Mt,'  (G)  esl  \v  cône  reprêsentiitif  Au  i  \cl«-  I'. 

(.lia  |>()><''.  ■'oicMi  0  iiMc  scMii-droilc  cl  I"  mm  <  \(  le  du 
|il.iii  (V).  On  du  (|Mc  0  loiK  lie  r,  si  la  dinile  (lui  noilt-  o 
loiiclie  le  cercle  (jui  |)(Mle  !',  cl  si,  en  oulie,  ie^  élc- 
iiieiils  en  conlael  du  cercle  el  de  la  dmile  uni  le  iiicine 
sens.  On  \oil  tiô>  aiséincnl  (juc  la  condiliofi  in''C('ssiiiie 
ri  MiJ/isaiilc  pniil  ijuc  0  foui/iti  V  est  (jtic  Ir  pïnn  (  D), 
lejnrsrnlalil  de  o,  .vt>//  tdiigiiil  au  cône  ((î),  icinu'- 
scnldlif  (Ir  V . 

lîi  Mi.M'(|ni>Ms  eiiliii  i|Mi-  (oiis  les  |d.iiis  (D)  s<miI  lan- 
cent s  a  Mil  Mièinc  cercle  (  !  >il  ne  dans  le  |dan  de  I  iiiliiii, 
avaiil  jxtnr  e(|iiali(tns  en  coordonnées  re<laiij;iil.iires 
lioinogèncs  (on  suppose  Ox  el  Oy  dans  \v  jtlan  P  i 

/  =  o,         j-*-(-^' — 5*  =  o. 

Tous  les  cônes  (r/)  sonl  les  coins  du  second  ordre' 
(|ui  (onliennciil  ce  cciclc^..  ()n  jiciil  don»  .linsi  k'-su- 
rner  l<-s  ccuisidéral  ions  (jui  precùcleiil  : 

./  hitih'  sfiin-ili  oïlr  (In  i>l(iii  (  P)  corrrsi>()/i(l  d  uni- 
iiiiiiiicir  ttni\'t)(jm'  iiii  jilitn  tjui  limcitt'  (>;  //  lotit  c)  r/c 
du  ji/an  [V)  corrrs/jond ,  d  une  nutnicrc  univoiiuc,  un 
cône  du  second  onlrc  co/ihf/ian/  il.  f/nc  stuni-druilr 
cl  un  c}  c/e  sonl  lauf^rnls  en  Ira  eux  si  le  fdnn  rt  le  cône 
curn-spondunls  sonl  lan^mls  cnli  c  eux. 

i{.  Il  est  niaiiiienaiil  a\anlaj^eux  (iii.iis  non  esscnlicl  ) 
d'avoir  recours  ù  une  lran.>'fornialiuii  par  polaires  réci- 


(  •^>'^'  ) 

|"«'<|ll«'s,  ;,v.M,l    pour   Ik.s,.  |;,  s|,|,r,-,.  ,|,„,|    r<.,,„.ain„  .-st 
j-i^ji  ^--i^  I, 

dans  le  sNslôm,.  d,;  .oordoriiiées  piccédcminciil  <l«'lii,i. 
Ia-  cercle  C  a  pour  lr.Mi.s(oriii«;  le  cône  (C)  dunl  r<-,|.,..- 
lion  est 

•'■  -*-  y^  —  zi=  n. 

Tout  plan  (IJ)  a  pour  pôle  un  point  d  .lu  eône  (C); 
tout  cône  (G)  a  pour  transformé  une  conup,,'  C,  i, •«<•.'•.'■ 
sur  le  cône  (G). 

Par  suite  : 

Les  semi-droifrs  et  les  cycles  du  plan  (  P)  correi- 
pondent  d'une  façon  unii^oque  aux  points  du  cône  (C) 
et  aux  conclues  tracées  sur  ce  cône  Je  dirai  (|u'uu 
point  du  eô..e  est  représentatif  d'une  semi-droite  et 
qu'une  coni.p.e  Haeée  sur  I,-  eône  est  reprisent  al  i^e 
d'un  cycle. 

La  Géométrie  de  direction  dans  le  plan  (P)  se  trouve 
ainsi  ramene(î  à  Tétudedes  figures  tracées  sur  le  eône  (C). 

On  se  rend  compte  immédiatement  des  propositions 
suivantes  : 

Une  semi-droite  et  son  opposée,  cesf-à-dire  la  se- 
conde semi-droite  portée  par  la  même  droite,  ont  en 
général  des  points  représentatifs  distincts,  symé- 
tri^/ues  par  rapport  au  plan  (P).  //  n'y  a  d'exception 
que  pour  les  semi-droites  isotropes  :  une  telle  semi- 
droite  et  son  opposée  ont  le  même  point  représentatif, 
situé  sur  l'une  des  génératrices  isotropes  du  cône  (G). 

En  particulier,  la  droite  de  l'in/ini  du  plan  (P) 
ua  qu'un  point  représentatif  ,pd  est  le  sommet  du 
cône  (G). 

Si  une  semi-droite  o  enveloppe  un  cycle  T,  son  point 


(   «'Vl  ) 

rrni  ru-ut  <i/i/(l  <l''>iif  l.i  lonii/ui-  i'i^  tcjn  rstntiilivc  du 
cycle  V . 

Il  y  u  (i'dillrn/s  corrf's/K)fnlit/icr  lioniof^rapliit/tte 
entre  le  i>(>inl  d,  tnohile  sur  (i,  e(  In  setni  (Imite  o, 
taniienle  viohile  de  V. 

Dans  le  cas  où  le  cycle  V  a  son  rtn  on  nid,  r  est- 
à-dire  si  la  semi-droite  o  passe  par  un  point  fixe,  la 
coniijue  (r  est  située  dans  un  plan  vertical. 

Si  jdusieurs  semi-droites  sont  /uirallè/es,  leurs  point  \ 
représentatifs  sont  situés  sur  une  même  génératrice  du 

cône  (C). 

Le  faisceau  constitué  par  des  semi-droites  parallèles 
et  la  ponctuelle  constituée  par  leurs  points  représen- 
tatifs se  correspondent  Itoniographit/uemenl. 

(  )ii  \()il  (  iiliii  (|ii«'.  t'iaiiL  (N'Iiiiic  une  I  laiisloniial  ion 
noiK  liK  Ile  (jiiilc  ()iH|Uc  tlu  cône  (C)  en  liii-im;iiie,  on 
pfui  m  (l«'(hiirt.'  une  IransCoimalion  <|ui  établil  nne 
roiiH'spondaiic»'  cnlic  les  .senii-dioilcs  du  |>lan  (P). 

l\iiMii  Ks  II  ;nr>-foi  Mialions  d«'  ceUc  iialnrc,  les  plus 
inUTt-ssanlcs  sont  les  Iraiisloiniaiion.s  pai-  srnii-ili(tih's 
réciproques.  I^)U^  y  arriver,  il  est  né«  essaire  d'élndicr 
lonl  d'abord  les  transformations  liomograpliiepies  in- 
\'oliilives  du  cône  (C)  en  lui-même. 

A.  Jraiisformalions  liomographiipies  uniduttves  du 
cône  (C)  en  lui-même.  —  Une  Iranslortnalion  liomo- 
graplii(|ue  générale  de  l'espace  dépend  de  i  T)  para- 
niêlics.  Si  l'on  «  liii<  lie  à  déicrniiner  <  tllf  lianslor- 
nialion  de  IcIU'  manier»'  (jn'tdie  (  lian;;e  le  cône  ((>)  en 
liii-niènir,  on  rassnjellil  à  8  <  (Mniitions.  11  exisle  donc 
oc'  iransfornialioH^  lioiMot;raj)lii(jiie.',  jouissant  de  la 
propriété  énoncée,  l  nr  telle  Iransfornialion  change  l«s 
points   et    les    coniijjns   du    cône  (Cl)    en    éléments    de 


(  '^'^  ) 

iiièiiK'  iKiiii.  (  loiisidi'roiis  m.iiMl<'n;iiil  cis  jKiiiils  cl  ers 
c'(nii(|ue.s  cotimie  rc|)ié.s('nlatirs  des  semi-dioiles  cl  des 
cvrlcs  du  ()Iaii  (I*).  On  \(til  ainsi  (|ii('  l'on  pcnl  di-linir, 
dans  le  plan  (P),  x^  Iranslonnalions  (jiii  (  li.iiii;(iil  les 
scnii-druilcs  en  scnii-diDilcs  et  les  cycles  en  cycU-s. 

Je  r(''scrve,  pour  une  aulii-  occasion,  réludc  de  ces 
Iranslornialions  générales.  Je  me  conlenlerai  d'éludier 
ici  celles  d'entre  elles  qui  présenlenl  un  caraclère  invo- 
lulif. 

Pour  les  délinir,  je  rappelle  qu'il  existe  dans  l'espace 
deux  espèces  de  transformations  honiograpliiques  invo- 
lutives  : 

i"  L'homologie  iin>olutiv>e,  délinie  par  un  point 
(^sommet  de  l'homologie)  cl  un  plan  (^/)lan  de  hase  de 
Lliomologie)\  deux  points  correspondants  sont  en  ligne 
droite  avec  le  sommet;  de  plus,  les  deux  points  divisent 
harmoniquemenl  le  segment  limité  par  la  trace  sui-  le 
plan  de  base  de  la  droites  (jui  hîs  joint  et  par  le  sommet. 

L'homologie  involutive  a  une  inlinité  de  points 
doubles  :  ce  sont  le  sommel  et  tous  les  points  du  j)laii 
de  base. 

2"  L  homographie  axiale  involutive,  définie  par 
deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas  (^axes  de 
rhomographie);  deux  points  correspondants  sont  tels 
(jue  la  droite  (jui  les  joint  rencontre  les  deux  axes;  de 
plus,  les  deux  points  divisent  liaiiuonicpienKMit  le  seg- 
ment limité  par  les  deux  points  de  rencontre  de  la  droite 
qui  les  joint  et  îles  axes. 

L'homographie  axiale  involutive  a  une  infinité  de 
points  doubles  :  ce  sont  les  points  des  deux  axes. 

Examinons  h  présent  dans  quels  cas  l'une  de  ces 
homographies  peut  tiansformcr  nn  cône  du  second 
ordre  en  lui-même. 


(   '66) 
i"   Cas  (le  /' /inmo/itf^ir  iiivi)luli\'c.     -   l.r  soinincl  tlti 
vinw  ilfvanl   se   roiicsjxjiidrt'  ;t   lui-mt^iiic  tloil  l'Ire  an 
|i(iiiit  (luiildi'df  I  li(iiiiolii<;ii'.  Il  ^  a  «li'iix  cas  à  (li>>linyiKT  : 

(rt).  !.<■  so/iinirt  (In  ciiiip  est  iin  snninn'l  rie  /  /id/iio- 
logie',  il  <>i  hicii  (  lair  alors  (|iic.  ipiclU-s  (|iic  soiciil  les 
autres  coiulllioiis  (jni  (lôliiii.ssnii  la  iraiislonnalioii,  le 
cane  «si  liansl<iriiic  «Il  Ini-iiièinc  ; 

(/>)•  I-c-  sommet  du  cône  est  dans  If  plan  dr  hase 
dr  /'/lomologic ;  alors,  le  soninii-l  S  de  l'Iioinologie  esl 
en  dehors  du  cône,  el  il  esl  visil)lc  (jiie  l»-  plan  de  hase 
doil  èlre  le  jdan  polaire  (hi  puiul  S  par  rapport  au  cùne. 
K«''eipi  txjuenienl,  toute  homologie  involuiive  a^aiil  pour 
.soiiiniel  un  point  (pndcoïKjiie  de  l'espace  el  pour  plan 
de  hase  le  plan  polaire  de  ce  point  pai-  rappt>rl  au  vùwc. 
transforme  le  cùne  en  Ini-nièiin-. 

2"  (c).  Cas  de  /' /i<>nioi;ra/dtir  ti.rialr  ifno/iifii'f.  — 
L(!  somniel  du  (('me  doil  ètie  mu  l'un  des  axes,  «'t  les 
deux  axes  sont  «'\  ideninienl  des  droiles  conjtiguées  par 
i-apporl  au  cône.  H<''cipro(puMnenl,  tout»'  houiographi»' 
axiale  iii\oliui\e,  donl  les  axes  sont  conjugués  par  rap- 
port au  cône,  translornie  le  cùu»-  en  lui-nièuie. 

11  y  a  doue  liois  espèces  hien  disliin  les  de  trauslor- 
inalions  homographiques  iuvolnli\es  <jui  Irausluruieul 
un  cône  eu  lui-uièuu'.  Les  deux  premières,  (a)  el  (^), 
déjx'udent  di-  trois  paramètres;  la  troisième,  (c),  dé- 
pend de  (juatre  païamètres. 

Dans  les  Iransforinations  {(i)  el  (^),  il  existe  une  in- 
finité de  points  douhles,  le  sommet  du  cône  l'I  tous  les 
points  de  la  ligue  commune  au  cône  el  au  plan  de  base 
de  l'homologie.  Cetli;  ligne  esl  une  conique  dans  la 
Iranslôrmatiou  (a),  un  système  de  deux  génératrices 
lians  la  iransfoi  inalion  {l)). 


(    >^'7  ) 
l).m>  la  liaii^foi  iiialioii  (  (•  I.  il   ii  v   a  (|ii<'   liois   |i(»iiils 
tl(Hil)l('s,  <|ui    soiil    les   |)oiiil.s   où   le  (('(ne  csl    i cnroiilri'" 
par  les  axes  de  I  liomo^i  a|ilii<',  driix  de  cis  iioinls  rlanl 
(oiiloiuliis  au  suniiiK^l  du  (-(mu*. 

o.  Transft>iin(iiions  par  srun-droitcs  r('ci/)roffues. 
—  Examinons  sncccssivcineiil  les  Iraiisformatiuiis  par 
scmi-droili's  du  plan  (  P),  (pii  sont  Jigurées  par  les 
Irarisformations  (c/),  (é),  (c)  délinies  précédeuitncnt. 

Nous  désif;iierons  (x*s  nouvelles  iransloi-malions  res- 
peclivemenl  par  (a),  (^)  et  (v). 

Traiïsfonnntion  (a).  —  [I  existe  sur  le  eône  (C), 
dans  la  Lransloriiialion  {(i),  une  conique  G  qui  se  cor- 
respond à  elle-même.  Donc,  dans  la  Iransfoiinalion  (a), 
//  existe  un  c)  de  T  qui  se  correspond  à  lui-même. 

Soient  w,  m' deux  points  du  cône  (C)  conjugués  dans 
la  transformation  [n).  Ils  sont  sur  nue  même  généra- 
liice  du  cône,  el,  si  l'on  appelle  O  le  sommet  du  eône, 
/>  le  point  où  nim'  ii-ncontre  la  coni(jue  G,  les  points 
m  et  fu'  divisent  liarinoniquemenl  le  segment  Op.  En 
a[)p]iquant  les  icmarcjues  faites  à  la  (in  du  n"  3,  on  voit 
imniédialement  (jue  : 

•Si  l'on  appelle  ^  et  y.'  deux  semi-droifes  .se  corres- 
pondant dans  la  tr(uisJormaiion  (a),  ces  senn-droites 
sont  parallèles  et,  de  plus,  la  semi-droite  vs  parallèle 
à  [JL  et  pi'  et  êquidislanle  de  ces  deux  semi-droites 
touche  le  cycle  T . 

La  transformation  (a)  est  ainsi  déliuie  sans  ambi- 
guïté j)ar  le  cjcie  Y . 

Construisons  {/ii^.  i)  la  senii-dioile  lo.',  parallèle 
à  [j.',  el   telle  (jue  le  point  to,  centre  de  F,  soit  équidis- 

lant  lie  |jl  et  de  |j.''.  On  voit  tout  de  suili'  que  la  droite  'J." 


(  '^'»  ) 

fsl  //  L'aiic/ir  (»u  //  (hniff  (le  'A,  siiixaiil  <liH'  Ir  «  V«Ir  F 
ol  sinisfrotsii/n  mi  titwl/ dimiui ,  c  [  (|iic  l.i  (iislaiMC  de  [A 
;i  u"  t'Sl  t'j;.ilc  .111  (loiildf  Au  rayun  du  cm  le  I\ 

Oïl    |)cul  iluiir    nasscr  dr    a   ;i   'j.'  rii  (-oii>lriii^aiil  |Jl", 
parallèle  à  tx,  di'  im";inr  Sfiis  ii  d'un  lùlé  déh-rmiiié  de 

I  «s.  «• 


celle  senii-droile,  |>uis  en  constniisaril  [jl',  syiiiélritjui', 
en  position,  de  «a"  pai-  lappcdl  à  lo  et  de  niènie  sens. 

Auli'i-nienl  dil,  la  lianslornialioii  (a)  n'est  qu'une 
eonil>iiiais(jn  de  deux  tiansfornialions  hien  connues  :  la 
IrnnsJDi  nidl ion  paidllèle  «»u  dilittdtion  et  la  s}  nidtria 
peu  I  (ippui  l  à  un  point. 

Transformation  (^).  —  I3aiis  la  (t  anslorinalion  (A), 
deux  poinls  conjugués  m  et  m'  sont  i-n  ligne  droite 
avec  un  point  lixe  s  de  l'espace.  Soient  u  et  u'  les 
senii-di(»ites  du  plan  (P)  correspondant  à  m  et  ///  ; 
(.M)  et  (M')  leurs  j)lar)s  i  ('présj'utatifs.  (jcs  plans,  (|ui 
sont  les  plans  polaiics  des  points  ///  el  m'  par  rapport 
à  la  si)hère 

x^ -\-  y^ -r-  Z'^  =  I, 


4» 


se  coupent  sui\  anl  une  (Imite  (pii  appaitient  au  plan  (S), 
plan  polaire  du  point  s  par  rapport  a  la  uuMue  sphère. 
l)on<'  les  s(Mni-droiles  u  et  u.',  (jui  sont  les  traces  ries 
plans  (M)  et  (M')  sur  le  plan  (I*'),  se  «onjx'nt  sur  la 
droite  .S,  trace  du  |)lan  (S)  sur  le  plan  (I*).  Ainsi  : 


(   '^>9  ) 

Deux  spnti-droiti's  a  cl  <x' ,  se  corrrs/iontlan/  (/uns 
la  Irtinsjoiiiuition  (  [j  ) ,  se  coufif/if  sur  une  dioilt- 
fixe  S. 

Soii'iil,  i'ii  Si'coiid  lifu,  deux  couples  de  poiiils  du 
cùue  (C)  {ni,  ni')^  [n,  «'),  conjugués  dans  la  iransfoi- 

l-ig.  :?. 


nialioM  (è).  Les  points  m,  m',  n,  n'  étant  dans  un 
même  plan  sont  sur  une  même  conicjue  du  cône  (G). 
Par  suite  : 

Quatre  semi-droites  u,  ij.',  v,  v',  conjuguées  deux 
à  deux  dans  la  transformation  (|3),  sont  tangentes  à 
un  même  cycle. 

Il  suftil  dès  iurs,  pour-  délinir  la  transformation  (^), 
de  se  donner  la  droite  8  et  un  couple  de  semi-droites 
conjuijuées,  u.  et  |jl',  se  coupant  sur  la  droite  S.  Pour 
construire  la  semi-droite  con|uguée  d  une  semi-droite 
cjuelconque  v,  on  construira  le  c}'cle  cjui  touche  a,  tj.' 
et  V  et,  par  le  point  où  v  coupe  S,  on  mèiieia  la  seconde 
droite  v'  (|ui  touche  ce  cy«'l<'  (  fi  g.  2). 

On  véritie  bien  cjue  la  transformation  (j3)  dépend  de 
trois  paramèties  :  il  faut,  en  effet,  pour  la  détinir  se 
donner  la  di'oite  S  (deux  paramètres)  et  la  semi-droite 
conjuguée  d'une  droite  donnée  (un  seul  paramètre, 
[)uiscjue  cette  conjuguée  est  assujettie  à  passer  par  un 
point  connu). 


(    '70  ) 

(  )ii  vci  ilir  l;i(iliiiiiiil  .iiissi  i|n  il  cxisir  <|  nis  la  li-aiis- 
foi  inalioii  I  ji  une  iiiliniU'  «le  droilcs  (Intiltics,  paral- 
Iclfs  .1  rime  un  l'aii'ii'  ilf  deux  ilii  ci  i  i(iii>>  lixcs  :  un  1er, 
uhlicnt  (!*'  la  manière  snivanle  : 

Soient  /.  el  /  lis  jminls  de  lenconlic  de  S  el  d  nn 
«'Vrle  (|nelcon(|ne  (jni  louche  |j.  el  u.'  :  les  laiigt'iiles  à 
ce  cycle  aux  points  A  el  /  sonl  des  senii-dioilcs  de  diii'o 
lions  l)ien  delt  iininées  : 

Toute  scnii-droitc  paicillrle  à  l'une  ou  l' autre  (h- 
ces  tangentes  se  confond  avec  sa  conjuguée  dans  la 
transformation  (  ,3 ) . 

ijV  (ail  (  (lueorde  bien  a\ee  celui  (|U  il  existe,  dan^  la 
Iransloi  niation  (  /»  )  dt'iinie  sur  le  cône  (C),  niu'  inlinité 
de  poinl>  douldis  i<'|)arlis  ^iir  deux  i^ern-iali  ices. 

Transformation  (y).  —  Soient  ///,  ///'  deux  [toinls 
du  cône  (C),  conjugués  dans  la  Iranslurinalion  (o).  La 
droite  mm'  reuconlie,  coinuK;  on  l'a  vu,  deux  droites  A 
cl  13,  conjuguées  par  rapport  au  cône.  L'une  d'elles, 
A,  passe  par  li-  s(»niniel  <lu  cône-  l'aulre  le  reneonlii' 
en  d«'ux  poinl>  n  et  A  cjui  sont  des  points  douhles  de  la 
transiorniali(jn.  il  en  r<'sulle  (jui;  les  points  a^  h,  m,  m' 
sont  sur  une  niènie  coni(pie  du  cône  (C),  et  (pi<*,  sur 
celle  coni(]ue,  les  points  ///  et  ///'  sont  conjugtu's  liar- 
nioni(pies  par  lapport  aux  poinls  a  i-t  h. 

On  ccjni  lui  iniint'diatenient  de  là  (pie  : 

Diuii  ta  trnnsjormalion  (y)  //  existe  deux  semi- 
droites  doubles  a  el  ,j.  6/  p.  et  ^'  sont  deux  semi-droites 
conjuguées  (/tielcontfues,  les  semi-di  oiles  a,  p,  p,  ^^  sont 
tange/ite^s  à  un  même  cycle,  et  de  jdus  les  tangentes  ul 
et  u.'  sont  conjuguées  harmoniijues  /Hir  rapport  aux 
tange/ites  y.  et  [i. 


(   >7>   ) 

\/i  Iraiislonii.iiloii  est  .liiisi  dt'-liiiii'  p.ir  ses  deux  .sciiil 
droites  (loublrs  a  ri  ^^  (qiiiilic  |iaiMmèli(s  ).    Pour  mn- 
slruiriî  la  scmi-dioiir  u',  ( onjni^iitM.-  diiiic  .sciiii-droiUî 
donnée  [a,  on  opérera  de  la  nianii  re  suivanli'  ;  on  con- 
struira  {  /ig.    ,i)   le   cy,!,.   ,|ul    lou<  lie   a,   [i  ri   <i  ri   l'on 


joindra  le  point  de  eonlaet  de  a  au  point  de  rencontre 
de  a  el  de  |5.  Celle  droite  n-ncontre  le  eyele  en  nn 
second   point;   en    menant  en  ce  point   la   tangente  au 

cjcie,  on  obtient  la  semi-droite  cherchée  a'. 
•  •  •  ' 

La  transloiination  définie  par  Laguerre  dans  le  pre- 
mier des  Mémoires  énumérés  au  début  de  ce  travail  est 
la  translormation  (j3).  Vers  la  tin  du  Mémoire,  on  lit 
la  Note  suivante  (p.  6oi  des  Œuvres)  : 

Depuis  que  cette  Note  a  été  cominuniqu.'e  à  la  Sooiélé, 
j'ai  reconnu  qu'il  était  utile  de  modifier  lé-èremenl  la  défi- 
nition précédente  de  la  transformation  par  directions  réci- 
proques (>);  je  développerai  ce  point  dans  une  prochaine 
Gonwminicalion. 

En  riret,  dans  lous  ses  travaux  ulléiienrs,  Lagueire 


(')    Laguerre   n'a   adopté   que  plus   tard   l'expression    de   senii- 
droite;  il  disait  alors  :  direction. 


(  .--^  ) 

a  ulilisi-  L'xcliisivfint'iil  It  1 1  ;iiis((Hiuali<)ii  (  ,j  )  ;  mais, 
cliosi'  assez  singulière,  sans  plus  jamais  parler  des  dif- 
féi'ences  (|iii  la  s«'j)aieiil  de  la  ti  aiislonnalion  (y),  COii- 
sidéiT't^  eu  |)r<'Uiier,  el  (jui  sniii  plus  cpu'  des  «  uuxliii- 
ealious  léi^èics  ».  |  Je  lappelle  (pu'  la  Irausloruialiou  (y) 
dépend  de  (lualre  paramèlres,  el  la  Iranslormalioii  (^) 
de  trois  seulement;  (pu-  la  transformaliou  (y)  n'a  que 
deux  semi-droites  doubles  et  la  transformation  ([i)  une 
iulinilé.] 

Laguerre  n'a  [)as  signalé  la  irausfornialion  (a). 

6.  Il  n'entre  pas  dans  le  plan  de  ce  travail  de  pousser 
à  fond  l'étude  des  transfoiiua lions  par  semi-dioiles  réci- 
pr(t(pies  :  ce  sérail,  la  [)lupail  du  temps,  répéter  inutile- 
ment ce  qu'9  déjà  dit  l^aguerre.  J'examinerai  seulement 
le  problème  sui\aul,  (jue  Lagiu'rre  a  passé  sous  silence, 
malgré  son  im[)<)rlance  qui  uje  pai-aît  fondauumlale  : 

Une  semi-droite  u  viirie  en  restant  tangente  à  une 
courbe  donnée  ;  la  semi-droite  p.',  conjuguée  de  jjl  dans 
l'une  des  t ransforniations  (a),  (ji),  (y),  en{'elo/>/>e  une 
courbe  qui  es/  la  transformée  de  la  première.  Com- 
ment constnùre  le  point  de  contact  <■/'  de  u'  avec  son 
enveloppe,  connaissant  le  point  analogue  y,  relatif  à 
la  semi-droite  u? 

Il  est  clair  loul  d  abord  (pie,  la  translorm.tlion  envi- 
sagée étant  de  conlacl,  le  point  tj'  ikî  dépend  (jne  du 
point  (j ,  f  I  niilleiiienl  de  la  naliin  de  renvidoppe  de  la 
droite  a. 

Nous  pouvons  donc  imaginer  {  fig-  ^)  qu'i  I  enve- 
loppe de  '7.  esl  le  cytle  bien  déterminé  F,  <pii  louche  a 
el  a,  celle  dernière  seiiii-drt)ite  au  point  q.  Le  trans- 
formé r'  de   r  loucliera  aussi  p.  et  a',    celte  dernière 


(   '7'^  ) 

droite  au    point    (  IickIm-  y'.    A  ppclous   /•   le   |)(iiiil    où    le 
«ycle  r'  loiu  lie  la  siMiii-droii.'  a. 

La  traiisforiiialion  considérée  »hanl  in\ oliiliv  c ,  si 
l'on  (ail  vai-ici  le  j)oinl  y,  {^e  point  et  K;  point  r  vont 
ciigendriT  une  involtition  siii'  la  .scnii-droilc  'j..   K(  inar- 


quons  en  outre  (pie,  si  le  cycle  F  s'éloigne  à  l'infini,  il 
en  est  de;  même  du  cycle  F'  :  donc  le  point  cj  eL  le 
/)oint.  r  engendteni  sut-  la  senn-droite  p.  une  involu- 
lion  dont  un  point  double  est  rejeté  à  l'infini. 

Ov  il  existe  sui'  une  droite  dcuix  espèces  d'in volulion 
de  cette  nature  :  Vinvolution  identique,  qui  fait  se  coi- 
respondre  un  point  à  lui-mèn»e,  cl  la  .s}inéirie,  dans 
laquelle  deux  points  conjugués  sont  symétriques  par 
rapport  à  un  point  fixe  de  la  droite.  C'est  l'une  ou  l'autre 
de  (;es  involulions  (|ui  entre  en  jeu,  suivant  que  l'on  a 
afïaire  à  la  liansformation  (a),  (  [i  )  ou  (y).  Je  laisse  de 
côté  la  iransCormation  (a),  pour  les  raisons  données 
plus  haut.  Disons  seulement  que  l'involution  à  laquelle 
elle  donne  lieu  est  une  symétrie  ;  on  le  voit  immédia- 
tement. 

Dans  le  cas  de  la  transformation  (|5l),  tout  cycle  tan- 
gent à  ]X  et  p.'  se  transforme  en  lui-même.  On  a  donc  ici 
une  involulion  identit/ue. 

Dans  le  cas  de  la   liansformation  (y),  un  cycle  tan- 


(  >:1  ) 

'Tiil  à  'i  cl  '/  IM-  se  Iraiisfnriiif  «  n  lui  inrriir  (iiii-  s'il  csl 
;iussi  lau^riii  aux  dioitcs  doiihlcs  a  cl  a'.  On  Iroiivi; 
donc  mic  sNiin-tiic  duiil  le  iftifrr  csl  le  poitil  /  <lc  la 
lii^uic    !. 

De  la  iclalioii  ciilrc  les  [xiinls  (f  cl  /•.  on  passe  iiiinu'- 
dialciiienl  à  la  k dation  enli'c  les  points  y  cl  y'.  (  )n  par- 
vi«'nl  ainsi  aux  <-onslin{li<»ns  snivanles,  (jnc  l'on  pcul 
énoncer  d'uru'  façon  précise,  en  rcniai(pianl  ipTun  sej,'- 
niinl  d'origine  cl  d'exln'niite  données,  poêlé  par  iiin- 
semi-droite  donnée,  csl  l»ien  de  lini  en  i^iandcnr  et  en 
signe  : 

Dd/is  le  cas  de  la  transfoitiiatioii  (  fi),  si  l' on  flési<^ne 
par  l  le  point  (le  i  enconttr  des  semi-droites  ji.  et  [a',  on 
<i  1(1  re lui  ion 

I)nns  le  cas  de  la  transformât  ion  (v),  si  Von  désigne 
/Kir  A  et  J\'  les  points  de  contact  respectifs  des  semi- 
droites  'jL  et  'i!  avec  le  cycle  t/ui  les  touche  ainsi  que 
les  semi-di  oites  doubles  de  lu  Iransjormation,  on  a 

A'  q'  =  kq. 

On  déduit  iuiuu'diateuH'nt  <!<•  la  !«■  lliéoicnic  fonda- 
nieulal  suivant,  doniM-  par  Laj^nerre  : 

Soient  (i  et  (1,  deux  courbes,  \x  une  semi-droite  qui 
les  touche  respectivement  aux  points  q  cl  y,,  C,  C,, 
[jl',  y',  q\  les  elenienîs  qui  leur  correspondent  respec- 
tivement dans  une  transformation  (^)  ou  (y). 

On  a,  dans  le  cas  de  la  tid/is formation  (|3), 

q'q\  ^^  -  qqt, 

et,  dans  le  i  as  de  la  trans/ui  tnalion  (y)» 
g'q\  =  qqi. 


(  --^  ) 

Aiilrcmciil  (lit,  1.1  (listama  tdnnciilirllr  de  deux 
coiiihi'S  csl,  cil  i;i-.iii(lciir  vl  ni  si^iii',  un  iiiv.ii  iaiil  pour 
la  iransfoniiatidii  (y);  la  valeur  (i/>S()/tic  Ar  vcilr  dis- 
laijcc  langi:iilicllf  rsr  iiii  invariant  pour  la  Iransfonna- 
lioii  (p). 

7.  Jfy/x'/c)  c/rs.  —  Plusieurs  des  tiMvaux  (|ue  La- 
guerre  a  publies  sur  la  (iéoméliie  d<;  direelion  sont 
relatifs  à  des  courbes  (pi'il   a  iioninu'es  //y/^erc}  t7e5. 

J'appidlcrai  hj/ferryc/r  grrwra/  la  courbe  envcl(jpj)e 
des  semi-di  oiles  du  plan  (  P)  (jiii  ont  pour  points  repré- 
seniaiifs  les  points  d'une  hiquadratiq ne  gauche  tracée 
sur  le  cône  (C). 

Aulrement  dit,  un  livpercvcle  yénéial  csl  la  trace, 
sur  le  plan  (P),  de  la  développable  circonscrite  au 
cer»;le  C  et  à  une  f|nadii(pie  (picK oiique.  On  voit  que 
riivpeieycle  général  est  une  courbe  de  quatrième  classe, 
de  genre  «//,  dépendant  <lc  huit  paraiiièties. 

Dans  le  cas  on  la  biquadialique  représentative  de 
rii^'pereycle  général  passe  par  le  sommet  du  cône,  I  bj- 
[X'rcycle  devient  unicursal.  Ce  son/  les  hypercycles 
de  cette  nature  que  La^uerre  a  exclusiK>enient  consi- 
dérés. 

Il  est  clair  que  les  propriétés  des  biquadratitpics  per- 
mettent d'énoncer  de  iicjuibreux  théorèmes  lelatils  aux 
hypercvcles  généraux.  Je  me  contenterai,  poni-  ne  pas 
allonger  ce  travail  outre  niesuie,  de  donner  à  ce  sujet 
quelques  indications  rapides. 

Je  désignerai  par  V  l'Iiypeicycli'  (en  suppiim.int, 
pour  plus  de  biièvclé,  le  mot  ^énc/al)  et  [)ar  U  sa 
biquadralifpu'  représentative. 

On  piul  ixprimer  les  coordonnées  d  un  point  tic  U 
en  fonctions  ellipti(|ues  d'un  paramèlre,  de  telle  ma- 
nièie  (lUc  les  arguments  de  (jualie  points  de  U  situés 
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(l.iiis  iiii   iiiriiic  |il.iii  ;iiciil  iiiir  sniiuiir  iiiillr.  Par  siiiU'  : 

( )/i  priii  Jdiif  I  ijrrr<if}on(l/r  dii.v  sritii-iiroilcs  lan- 
^cnlfS  à  X  (les  tirgunit'iits  illijitKjiics,  tels  (fii*',  si 
quatre  tan^enlcs  ont  des  arguments  dont  In  somme 
rst  nulle,  ces  (jiiatre  srmi-droitrs  sont  tangentes  à  un 
m  ('me  C)  de. 

C<3ii.si(I('-L-nns  iiiainlciiaiil  les  iiiNolulions  de  [xtiiiLs 
sur  la  bi(|ua(lralicjiie  U.  On  sait  (jii'il  y  •^"  3  ^l'"  H«'iix 
espèces.  Dans  une  iuvoluliou  de  la  pu  luière  espèce, 
deux'  points  coiipii^ués  ont  des  argutnenls  de  somme 
conslaiile  et  d  ailleurs  quel(oiH|u<'  ;  dans  nue  in\o]ution 
de  la  <l<'uxi«Mue  espèce,  deux  |>oinls  conjugués  ont  des 
aryumenls  donl  la  difléicnce  est  l'une  des  li'ois  demi- 
périodes  (0,  ,   (l)o,   (.)3. 

Les  invoiutions  de  la  première  espèce  ne  semhltiil 
conduire  à  un  résultat  intéressant  (pie  dans  le  cas  où 
la  somme  constante  des  ar<^nments  est  o,  oj,,  (o^  ou  0)3. 
Les  points  conjugués  de  U  sont,  alors  alignés  sur  le 
sommel  de  l'un  des  quatie  cônes  f|ui  eouliennent  celte 
couihe,   \  compris  le  cône  ((').  On  en  conclul  ipie  : 

L'hy/tercycle  V  sr  correspond  à  It/i-mémr  dans  une 
transformation  (a)  et  dans  tiois  transfoi mations  (|3). 

Le  [)i(  rniei'  de  ces  résultats  peut  encore  s  énoncer 
ainsi  : 

La  srmi-droite  parallèlr  à  deux  tangrntrs  paral- 
léles  de  r II) i>ercycle  et  équidistante  de  ces  deu.i  tan- 
gentes envelof)/f<'  un  cj  de. 

Théorème  dont  la  dc-monslralion  diiccMi;  est  d'ail- 
Icins  immi-diati*. 

Dans  une  involulioii  de  la  deuxième  espèce,  dvM\ 
points  conjugués   ///   ri    m'  de   U   oui   pour   arguuieuLs 
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respciifs  a  n  u  +  (o,,  par  rx.-iiiple.  La  dmiu;  <pii  1rs 
Joini  ifiuoj.ii  c,  comme  l'on  sait,  la  ciioiu-  (p,i  joi„i  le 
somiiMa  du  côtH-  (C)  au  sommet  de  l'un  des  auires 
cônes  passant  par  U,  et  aussi  la  droite  qui  joint  les 
sommets  dv^  deux  autres  cônes.  Ces  deux  droites  sont 
d'ailleurs  conjuguées  par  rapport  au  e6ne  (C).  Par  suite  : 

L'hypercycle  Y  se  correspond  à  lui  même  dans  trois 
transformations  (y). 

Plus  généralement,  Tune  (ju(;lconqne  des  transfor- 
mations (a),  (A),  (c)  transforme  U  en  une  courbe  de 
même  nature.  Donc  : 

Toute  transformation  (cl)^  ((3)  ou  (y)  change  un 
hypercycle  en  un  autre  hypercycle. 

Le  premier  de  ces  résultats  peut  encore  s'énoncer 
ainsi  : 

Tonte  courbe  parallèle  à  un  liypercj  de  est  un 
hypercycle. 

Terminons  ce  paiagraplie  en  moniiant  (pie  l'on  peut 
choisir  la  transformation  (jï)  (<)  de  manière  à  trans- 
former r  en  une  conique. 

Il  va  sans  dire  (jue  la  transformation  ne  peut  être 
biratioiinelle  :  il  faut  entendre  que  les  semi-droites 
tangentes  à  V  sont  transformées,  deux  à  deux,  en  les 
semi-droites  opposées  portées  par  une  même  tangente 
à  une  conique. 

11  faut  montrer  qu'on  peut  choisir  une  homolo^^ie 
involutive  (^),  de  telle  manière  qu'à  la  biquadratique  U 


(  '  )  La  même  chose  pourrait  se  dire  de  ly  Iransformalion  (  y  ).  On 
trouverait  même  une  infinité  de  transformations  de  cette  nature 
satisfaisant  à  la  condition  énoncée. 
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elle  fasse  (.•«n'iespoiidif  uiu*  l>ii|ua(lrali(|iuî  IJ',  ayant  le 
plan  (P)  connne  plan  de  svniélrir.  Aulicinenl  dit,  soit  5 
le  soninicl  d'un  cùnc  aiitic  (|iic  (C),  contenant  U.  il  faut 
déterminer  llioniolot;!»'  involutive  [b)  de  lidle  manière 
quelle  liansforme  le  point  v  ^•t\  le  point  rejeté  a  1  iniini 
dans  la  dir»'ction  de  la  \eili(  .de. 

Menons  la  verlieale  du  point  5;  elle  reneonlre  le 
eône  (C)  aux  points  i  et  /■ .  Le  c<'nlie  de  riiomologie 
clierehée  doit  évidemment  se  trouver  en  un  point  (o 
de  eette  dr<»ilc  et,  si  j)  est  le  point  où  le  plan  de 
base  de  llionioloi^ie  reneonlre  la  même  droite,  les 
points  i  et  A  il  une  part,  s  et  le  point  à  1  iniini  de  zA"  de 
l'autre,    doivent   diviser    harmoniquenient   le  segment 

Fie.  3. 


"fc 


■  ICI, 


Donc  (.)  est  l'un  des  points  doubles  Av  l'involulion 
déterminée  sur  la  droite  ik  |)ar  les  couples  (/,  A),  (j,  oc), 
vX  l'on  ohtiful  le  point  m  v\\  prenant  sur  eetle  droite 


SU)  =  ±  y/si.sh. 

Ainsi,  à  (diacun  des  eônes  autres  (|u<'  (C)  (pii  con- 
licnni-nl  l.i  l)i»|uadrali(|ue  U  eorrespondent  deux  liomo- 
logies  involutives  satisfai>ant  à  la  condition  énoncée. 
On   peut  donc  énoncer  finalement  \v.  résultai  suivant  : 

Un  hy pr.rcycla  al,    de  six  manières  iHjf éventes , 
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le   traiisjornu'    iVunc   coiii(iiu!   par    une    Ivansfonna- 

/tW([i)(<). 

8.  Dans  ce  liavail  j'ai  rallaclié  la  géomélri»'  de  di- 
rection à  la  géométrie  sur  un  cône  du  second  ordre. 
En  sounicllant  ce  cône  à  une  Iransformalion  par  polaires 
ré<i|)ro(jncs,  on  rattachera  la  gconiùlrie  de  direction  à 
la  géométrie  autour  d'une  conique. 

J.es  résultats  prennent  une  foiine  particulièrement 
frappante  si  l'on  supj)ose  que  cette  conicpie  est  Vombi- 
licale.  On  peut  ainsi  faire  dériver  des  sinniitudcs  de 
l'espace  les  transformations  par  semi-droites  qui  chan- 
gent les  cycles  en  cycles.  En  particulier,  les  transfor- 
mations (a),  ((3),  (y)  se  rattachent  aux  transformations 
involulives  de  l'espace  qui  n'altèrent  pas  la  grandeur 
des  figures,  et  qui  sont  :  la  symétrie  par  rapporta  un 
point,  la  symétrie  par  rapport  à  un  plan,  la  symé- 
trie par  rapport  à  une  droite. 

Je  reviendrai  prochainement  sur  ce  sujet  et  sur  les 
iransfoinialions  analogues  de  l'espace  qui  se  rattachent 
aux  similitudes  de  l'espace  à  quatre  dimensions.  Je 
montrerai  en  particulier  qu'il  existe  dans  l'espace  ^wa^re 
transformations  par  semi-plan.s  réciproques,  dérivant  - 
des  quatre  transformations  involutives  de  l'espace  à 
quatre  dimensions,  qui  n'altèrent  pas  la  grandeur  des 
figures  (symétrie  par  rapport  à  un  point,  un  plan,  une 
droite,  un  espace).  Laguer.e  n'a  fait  connaître  que  la 
dernière  de  ces  translonnations  (-), 


(")  Un  passage  du  iMémoiic  Sur  les  courbes  de  direction  de  la 
troisième  classe  {Œuvres,  p.  667)  établit  clairement  que  Laguene 
rattachait  l'hypercycle  à  la  développable  circonscrite  à  deux  qua- 
dr.ques.  Mais  ,1  ne  parait  s'être  attaché  qu'au  cas  où  cette  déve- 
loppablc  est  unicursale. 

(  =  )  Dans  un  article  inséré  au  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques (janvier  ,906,  p.  ,9),  M.  Butin  a  déjà  rattaché  la  transforma- 
tion de  Laguerre  a  la  symétrie  par  apport  à  un  espace  linéaire  (ou  un 
/./««,  comme  s'.xprin.e  M.  HulinMans  l'espace  à  quatre  dimensions. 
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[05d,  M'3a] 
SIH  L\  SIHlAd:  Lli;i    HKS  THMIIES  M  TOI  HIMIIK   HKS 

coiKHts  l^l^^:  sihkace  i'assam  pah  i\  roi\i  n 

CE  HE  SIIIE\(:E; 

l'A»   M.   .Iv.gi  i;s-Ji;an   CM  M'KI.ON, 
Élève  à  l'École  Poiylccliniiiuc. 


D'après  le  lliéorèinc  de  Meusnier,  si  l'on  considère 
les  courbes  d'une  surface  S,  passant  par  un  |)oinl  A  d<i 
celle  surface  el  lanj^cnles  à  une  lani^enle  D  à  la  surf.ice 
au  point  A,  le  lieu  de  leurs  cenli-es  de  courbure  esl  une 
circonfiM-enc»-.  langenle  en  A  à  la  surlace  el  silué»;  dans 
un  |)l.in  perpendiculaire  à  la  droite  I),  de  soi'le  (jue, 
lorsrpi'on  fait  \aiier  la  droite  I)  dans  le  plan  tangent, 
le  lieu  des  cenlres  de  courbure  des  courbes  de  la  sur- 
face S  passant  en  A  est  une  surface  S  engendiée  par 
des  cercles. 

Le  hul  de  celle  ^Nole  est  de  laire  i onnailre  la  pro- 
priété suivante  de  celte  surface  : 

La  I rdiisjonncf  par  im'cision  ilc  S  jxir  ir//>i)o/f  an 
point  A  pris  coiniiK'  pnlc  t^st  un  conoïda  de  Pliickri . 

Le  cofioïdi'  de  Pliicher,  (pic  lOn  appelle  sou\enL 
aussi  cylindi  iiïde,  peul  èlre  euf-endré  île  la  manière 
suivant;  : 

Considérons  deux  droites  X,  Y,  rectangulaires,  el 
leur  perpendiculaire  conininne  A  {  fig-  i)-  l'ar  A,  fai- 
sons  passer  un   plan  (j[uelc(jni|ue   P  que  l'on   prendra 
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cotiimc  pl.iii  (Iit<'(l(Mii'  il  un  paraboloidr  passant  n  ir-  \ 
cl  ^  .  La'  |)aral)()loï(lt'  avant  ('vidcninicnl  ses  di'iix  nians 
cliit'cU'nrs  rcclaniçulaiii's  est  isoscèlc,  cl  I Une  des  i^énc- 
latriccs  Z,  de  nicnic  .syslèine  (|iic  X  et  ^  ,  (!.st  peipen- 
di(uilaiic  au  plan    I'.    L(jrsque  ce   plan    I*  \aiie,  li'  lieu 

Fi  g.  .. 


de  Z  est  un  conoïde  de  Plùcker.  Remarquons  en  pas- 
saut  que  X  cl  Y  appartiennent  au  conoïde  :  il  suffit 
pour  le  voir  de  prendre  le  plan  P  perpendiculaire  à  X, 
puis  à  Y;  remarquons  encore  que  la  droite  Z,  étant  per- 
pendiculaire à  toutes  les  génératrices  du  système  A,  est 
ligne  de  striction  du  paraboloïde  II,  de  sorte  (|ue  l'on 
peut  encoie  définir  le  conoïde  de  Pliickei-  comme  étant 
II'  lieu  des  lignes  de  striction  des  paraboloïdes  isoscèles 
passant  par  deux  droites  rectangulaires. 

JNoiis  allons  maintenant  laire  connaître  une  propriété 
du  conoïde  de  Pliicker  le  caractérisant  et  pouvant,  par 
suite,  lui  servir  de  nouvelle  délinitiou  : 

Soit  r  une  génératrice  du  paraboloïde  II,  de  mùnu; 
svstème  (|ue  A;  je  considère  la  prt)jectiou  oitbogonale 
de  toute  la  ligure  sur  un  [)lan  perpendiculaire  à  A  en 
un  poini  quelconque  8  {Jig.  2).  On  obtient  ainsi  trois 
dioiles  X,  y,   z  passant  par  0  et  iiue  di'oite  vacb  pcr- 
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pcridiculaire  n  z.  D'iùlli'ius 

Kig.  a. 


d'où 

(0 

puis 


oX|        oZi        oY) 

Y  «         Y  ^         ï  ^ 

8X,        oZ,        oYi 

Y  rt         Y  ^         ï  ^ 

Yc  =  Y«  -H  «c; 


Y  c  =  Y  ^  "•"  ^'^  ^ ' " "  '" 

=  Y^  ■+"  ^  ï^  —  ï")  siii'o)  =  -(a  cos*(o  -f-  Y^  sin*(o, 

donc,  à  cause  des  rapports  (1), 

oZ,  =  o\|  c<)S*(o  -(-  oYj  sin*o). 

Récipro(jii('iiirii t,  s'iif'/i/   \,  ^  deux  droites  irclnn- 
gtdaires,    0   un  point    dr   leur  fycrf>endicn/aife  coni- 
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mune,  Q  un  plan  passant  par  A  et.  faisant  V an^lo.  to 
ave.c  X,  si  l'on  construit  dans  ce  plan  un  a  droite  Z 
perpendiculaire  à  A  et  coupant  A  en  un  point  Z,  tel 
ijue 

le  lieu  de  Z  quand  Q  varie  est  un  conoïde  de  Pliicker. 
Cela  esl  évidciil. 

Fis.  3. 


La  propriété  (|iie  j'ai  énoiuée  est  dès  loi-s  très  facile 
à  démontrer.  La  surface  S  étant  (engendrée  par  des 
ccîrcles  passant  par  un  point  se  transforme  par  inver- 
sion relativement  à  ce  point  en  une  surlace  engendrée 
par  des  dioites.  On  reconnaît  d'ailleurs  de  suite  que 
toutes  ces  droites  rencontrent  la  normale  à  la  suiface 
et  sont  parallèles  au  plan  tangent  en  A.  Prenons  pour 
puissance  d'inversion  le  produit  HiRo  des  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  au  point  A,  et  soient 
O,,  Oo  les  centres  de  courbure  principaux.  Les  cercles 
de  la   surface  S,  correspondant    aux   sections    princi- 
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pales  ï|  AN  et  T^.  A  N  {Jig.  3)  sonl  rcspociivciiu'tit 
les  cereles  de  diamètres  A0(  =  R|  et  A02=  Ha»  situés 
dans  les  plans  T.j  A  N  et  T,  AN.  Le  rerclt-  AO,  se 
transforme  en  une  parallèle  à  AT.j  menée  par  O^, 
le  cercle  AO^  en  une  parallèle  à  AT,  menée  par  O,. 
Si  l'on  eonsiilère  maintenant  une  laiiyt-nle  ht.  faisant 
l'angle  0  avec  ATj,  d'après  la  r(;lation  d'Euler,  le  i-ayon 
de  courbure  AO  =  R  de  la  section  normale  correspon- 
dante est  donné  par  la  loiinuie 

I         sin*0        cos^O 


R  H,  Rî 

Le  cercle  correspondant  se  transforme  en  une  droite 
passant  [)ar  O'  et  menée  dans  un  plan  perpendiculaire 

à  Af.  On  aura 

AO'.  AO  =  RjRî, 
d'où 

A0'=  R,  cos*0-+-R,  sin»0, 

d'ailleurs  l'angle  du  plan  du  cercle  avec  le  plaîi  T,  AN 
est 

de  sorte  que 

AO'  =  A0|  sin*(o  -4-  AOî  cos'tu. 

Donc,  d'après  ma  définition  du  conoïdc  de  Plûcker, 
le  lien  de  la  droite  figure  inverse  du  cercle  de  dia- 
mètre AO  csl  un  ( onoïde  de  Pliickcf,  ce  (jni  démontre 
le  lliéorèmc  énonce. 

Bien  entendu,  en  prenant  une  autre  puissance  ti'in- 
version,  on  obtiendrait  un  autre  conoïde  homolliétique 
du  précédent,  mais  le  conoïde  de  Pliicker  que  nous 
avons  obtenu  est  partie  idièremc  lit  intéressant,  nous 
allons  voir  pourquoi. 

Considérons  les   tangniirs   asymptotiques  à    la    sur- 
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fact*  S  au  point  A.  Ces  dioilcs  apparlicniiciit  évidi-m- 
riKMjl  ;i  la  .siiiI.kc  S,  niais  clks  se  li  anslorincnl  visi- 
blement par  inversion  (mi  elles-mêmes.  C<jnsidérons 
mainlenanl  toutes  les  sui  faecs  [>arallèles  à  1  :  (;n  pre- 
nant une  puissance  d'inversion  convenable  (le  [)ro- 
diiit  R1R2  relatif  à  elia(|ue  surface),  toutes  les  sur- 
faces S  se  tiansforment  en  le  même  conoïd(;  de  Pliickei', 
car  toutes  les  surlaces  parallèles  ont  mêmes  centres  de 
courbure  principaux  et  mêmes  plans  de  sections  prin- 
cipales. Jl  en  résulte  le  théorème  suivant,  d'ailleurs 
déjà  connu  : 

Le  lieu  lies  tangentes  asyniptoliques  à  une  famille 
de  surfaces  parallèles,  le  long  d'une  normale  à  ces 
suj'faces,  est  un  conoïde  de  Pliicker. 
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Leçons  d'Algèbre  et  d'Analyse  à  l'usage  des  élèves 
des  classes  de  iMalliématiques  spéciales;  par  M.  J.  Tan- 
nery.  —  2  vol.  grand  in-8°  de  4'^3  et  6M)  pages.  Paris, 
Gautliier-Villars. 

I.  L'enseignement  scientifique  de  nos  Lycées  n'est  pas  seu- 
lement une  préparation  technique;  il  n'a  pas  non  plus  la 
préoccupation  unique  délever  de  futurs  savants  :  tout  le 
monde  est  d'accord  là-dessus.  Mais  quelles  qualités  cet  ensei- 
gnement doit-il  développer  dans  les  jeunes  esprits  et  par 
quelles  méthodes?  Dans  ses  Leçons  d'Algèbre  et  d'Ana- 
lyse, M.  Tannery  apporte  une  réponse  à  ces  questions. 

Sa  méthode  est  de  tout  dire.  Cela  soulève  des  objections. 
Celle-ci  d'abord  :  la  méthode  est  dangereuse,  elle  fera  des 
raisonneurs.  Mais  ce  qui  est  dangereux  ce  n'est  pas  de  rai- 
sonner, c'est  de  raisonner  mal  et  il  est  dangereux  aussi  que, 
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dans  un  pays  libre,  trop  de  pi-rsonnes  aient  des  préventions 
contre  l'usaj^e  de  la  raison.  Autre  objection,  d'un  caraclère 
plus  pratique  :  on  n'aura  pas  le  tem|)s  de  donner,  dans  les 
Cours,  toutes  ces  explications  et  d'ailleurs  il  vaut  mieux,  dans 
une  Leçon  orale,  faire  bien  comprendre  l'idée  essentielle  que 
passer  en  revue  toutes  les  difficultés.  Mais  le  maitre  a  dû 
réfléchir  à  plus  de  choses  qu'il  n'en  peut  enseigner  et  puis, 
à  côté  du  Cours,  il  y  a  les  Conférences  et  surtout  il  y  a  les 
Livres  auxquels  on  pourra,  de  plus  en  plus  maintenant,  ren- 
voyer les  meilleurs  élèves. 

Voilà,  il  me  semble,  le  grand  service  que  va  rendre  le  nou- 
veau Livre  de  M.  Tannery  :  il  engagera  les  jeunes  professeurs 
à  réfléchir  sur  leur  enseignement;  il  aidera  les  bons  élèves  à 
compléter  ce  qu'ils  viennent  d'apprendre,  à  goûter  la  joie  de 
voir  clair  et  d'être  sûrs,  à  acquérir,  par  de  longs  et  conscien- 
cieux efforts,  une  raison  plus  ferme  et  une  intelligence  plus 
vigoureuse.  Ce  n'est  pas,  du  reste,  un  Livre  de  puie  théorie. 
Les  régies  y  sont  préparées  et  énoncées  de  façon  à  prévenir 
toute  confusion  dans  les  applications  et  à  conduire  jusqu'aux 
calculs  numériques;  des  discussions  minutieuses,  des  exem|)les 
traités  avec  détails  montrent  comment  on  peut,  dans  la  |)ra- 
tique,  obtenir  une  approximation  donnée  ou  compter  les  déci- 
males exactes. 

Il  serait  trop  long  de  signaler  tout  ce  que  l'auteur  a  apporté 
de  personnel  dans  un  Cours  qu'il  a  évidemment  repensé  tout 
entier.  J'essaierai  seulement  d'in<liquer  dans  quelles  limites  il 
me  paraît  avoir  voulu  se  maintenir  et  quelle  part  il  a  faite  à 
la  pratique  et,  pour  cela,  je  considérerai  d'abord  les  ques- 
tions d'Analyse,  en  prenant  mes  exemples  dans  les  Chapitres 
consacrés  aux  nombres  irrationnels,  aux  séries  et  aux  inté- 
grales définies. 

II.  La  définitiiin  d'un  nombre  irrationnel  est  rattachée  à  la 
notion  de  coupure.  Il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  donner  cette 
notion,  en  se  servant  d'exemples  simples,  ni  à  introduire  les 
valeurs  approchées,  avec  une  a|)proximation  donnée,  d'un 
nombre  défini  à  l'aide  d'une  coupure.  Ce  qui  demande  |>lus 
d'efforts  aux  élèves,  c'est  de  comprendre  le  sens  des  calculs 
faits  sur  les  symboles  représentant  des  nombres  irrationnels, 
calculs  abrégés  qui  se  rapportent,  en  définitive,  à  des  valeurs 
a|)prochées  de  ces  nonjbres  et  qui  rejettent  à  la  fin  les  discus- 


(  •«:  ^ 

sions  relatives  à  rapproxiinalion.  F^'exposé  systcmalique  des 
(lôfinilions  et  ilfs  (tpéialions  sur  les  nombres  irratii)nncls  est 
fait  avec  rigueur,  mais  avec  l'aide  de  tout  ce  qui  peut  sou- 
lager ratlenlion  :  représenlalion  par  un  point  sur  une  droite, 
représentation  décimale....  Le  calcul  des  radicaux,  l'inlro- 
duction  des  exposants  fractionnaires  ou  irrationnels,  les  défi- 
nitions des  arcs  cl  des  aires  montrent  déjà  l'utilité  des  concep- 
tions qui  viennent  d'être  expliquées.  Cette  utilité  apparaîtra 
plus  clairement  quand  on  abordera  l'étude  des  séries  et  des 
fonctions  d'une  variable  réelle. 

Dans  le  Chapitre  sur  les  séries,  l'auteur  s'est  visiblement 
attaché  à  employer  les  démonstrations  les  plus  élémentaires; 
ainsi  la  condition  de  convergence  de  Cauchy  est  indiquée 
seulement  dans  un  passage  imprimé  en  petits  caractères. 
Mais  on  donne  une  démonstration  rigonreusede  ce  fait  qu'une 
quantité  qui  va  constamment  en  croissant  et  reste  inférieure 
à  une  quantité  fixe  tend  vers  une  limite.  Celte  démonstration 
n'est  pas  autre  chose,  au  fond,  qu'une  analyse  de  ce  qui  est 
admis  dans  le  raisonnement  géométrique  exposé  ordinaire- 
ment à  ce  sujet;  on  le  verrait  encore  mieux  si  l'auteur  ne 
s'était  pas  interdit  de  parler  de  la  limite  supérieure  d'un 
ensemble.  La  fin  du  Chapitre  sur  les  séries  est  consacrée  au 
problème  :  Calculer,  avec  une  approximation  donnée,  la 
somme  d'une  série  dont  on  sait  calculer  chaque  terme 
avec  telle  approximation  que  l'on  veut:  l'application  est 
faite  en  détail  à  deux  exemples  numériques. 

On  lira  avec  un  vif  intérêt  tout  le  Chapitre  sur  les  séries 
de  fonctions.  Le  rayon  de  convergence  d'une  série  entière 
en  X  est  déterminé,  dans  le  cas  simple  où  tout  est  positif, 
par  un  raisonnement  qui  revient  à  considérer  la  limite  supé- 
rieure des  valeurs  de  x  qui  rendent  la  série  convergente.  La 
continuité  d'une  série  entière  est  rattachée  à  la  même  ques- 
tion pour  une  série  de  fonctions  continues  de  x  dont  les  termes 
sont  inférieurs,  en  valeur  absolue,  aux  termes,  tous  positifs  et 
fixes,  d'une  série  convergente.  Ceci  permet  de  trouver  la  dé- 
rivée d'une  fonctiony(ar)  définie  par  une  série  entière  en  cher- 

chant  directement  la  limite  du  rapport  ^^ r — — -,  où 

l'on  fait  tendre  h  vers  zéro.  L'analogie  des  propriétés  entières 
avec  celles  des  polynômes  entiers  est  ainsi  bien  mise  en  évi- 
dence. Les  développements  des  fonctions  e-'',(i-i-a:')"',log(i -h r) 


soni  iihtrims  diicotciiu-nt .  (  )n  explique,  en  ;;ranil  ilotail,  l'i-m- 
|ili>i  (les  (l('vel<>p|>enieiits  limités  avec  un  Irrine  cniiiplt'incn- 
Jaire  ol  l'on  en  fait  l'application  aii\  fonilions  rationnelles 
••1  au\  fonctions  implicites. 

A  propos  (le  rinté^ralc  (U-linie,  je  montrerai  -eulemenl 
comment  !M.  Tanner\  considè-re  l'aire  d'une  courl»e  feinuH-. 
I.a  notion  d'aire  a  ét('  introduite,  i\ès  le  premier  Chapitre,  à 
propos  du  cercle,  en  consid('rant  un  polypone  (  p)  limil('  par 
une  ligne  fermée  dont  tous  les  points  sont  intérieurs  au  cercle 
ou  sur  la  circonféicnce,  puis  un  jtolygone  ( p' )  limité  par  une 
ligne  fermée  ayant  tous  ses  points  extérieurs  au  cercle  ou 
situés  sur  sa  circonférence;  l'aire  p  du  premier  est  plus  petite 
que  l'aire  p'  du  second;  d'autre  part,  on  voit  aisément  que, 
parmi  les  polygones  intérieurs  à  la  courbe  et  les  polygones 
extérieurs,  il  y  en  a  dont  les  aires  difTèrenl  aussi  peu  qu'on 
veut.  L'aire  du  cercle  peut  être  délinie  comme  un  nombre 
plus  grand  que  l'aire  de  n'importe  quel  polygone  (/)),  plus 
petit  que  l'aire  de  n'impoite  quel  polygone  (/>').  Pour  étendre 
cette  définition  au  cas  d'une  courbe  fermée  quelconque,  on 
considère  l'aire  limitée  par  une  courbe 

l'axe  des  r  et  les  ordonnées  correspondant  aux  abscisses  a 
et  b  (a  <Cb)  en  supposant  d'abord  que  la  fonction y(r)  soit 
positive  et  croissante;  on  prend  pour  polygone  (p)  la  somme 
des  rectangles  intérieurs  et  pour  polygone  (/>')  la  somme  des 
rectangles  extérieurs  qui  correspondent  à  une  division  de 
l'intervalle  (ab)  en  intervalles  |>arliels;  la  différence  p'  —  p 
des  aires  de  ces  |)olygones  tend  vers  zéro  quaml  tous  les 
intervalles  partiels  tendent  vers  zéro.  On  peut  alors  répéter 
les  raisonnements  faits  à  propos  du  cercle  et  regarder  comme 
définie  l'aire  du  trapèze  curviligne  con^idért'-  :  p  est  une 
valeur  approchée  par  défaui.  //  une  valeur  ;i|)prochée  par 
excès  de  celle  aire. 

Le  paragraphe  consacré  a  iCvalualion  approchée  d'une 
intégrale  définie  contient  une  discussion  intéressante  de  la 
méthodtr  de  Simpson  et  conduit  de  la  façon  la  plus  nalundle 
à  des  formules  qui  pourraient  être  rattachées  à  la  formule 
sommatoire  d'Kuler-Maclaurin.  La  méthode  de  Simp><(»n  con- 
venablement   appliquée   à    l'intégrale     1 donne   pour 


(   «St)  ) 

l'inléfîralc   la    v.ikur   0,7833983    dont    l;i    diiïérencc    avec   la 
valeur  exacte  est  nioindic  que  a  x  10  ".  On  considère  encore 

l'inlégrale    j      e  •^' rfj-,  on  évalue  une  limite  de  IV-rrcur  coin- 

*  0 

mise  en   la  remplaçant  par     j     e-^'dx  cl  l'on   calcule  celte 

•  0 
dernière  intégrale  avec  quatre  décimales  exactes. 

Je  m'en  tiendrai  à  ces  exemples  pris  dans  les  questions  les 
plus  abstraites  du  programme  d'Analyse;  on  verra  que  les 
calculs  d'intégrales,  les  applications  aux  arcs,  aux  volumes, 
aux  moments  d'inertie,  les  équations  différentielles  linéaires 
ont  été  traités  avec  grand  soin,  le  point  de  vue  restant  celui 
du  nouveau  programme  de  Mathématiques  spéciales. 

III.  La  partie  algébrique  de  ces  Leçons  apporte  des  éclair- 
cissements et  des  précisions  sur  bien  des  points  au  sujet  des- 
quels il  serait  certainement  plus  facile  et  plus  rapide  de  s'en 
tenir  aux  généralités.  Par  exemple  tout  ce  qui  se  rapporte 
aux  fonctions  symétriques,  aux  racines  infinies  des  équations 
algébriques,  aux  solutions  eommunes  à  deux  équations  alt^é- 
briques  renouvelle  l'enseignement  de  ces  questions  impor- 
tantes. 

A  propos  des  fonctions  symétri(|ues,  l'auteur  insiste  sur  la 
distinction  à  faire  entre  les  fonctions  symétriques  de  n  va- 
riables et  les  fonctions  symétriques  des  n  racines  d'une  équa- 
tion alg.-brique  {.r\  —  XiX3  est  une  fonction  symétrique  des 
racines  de  l'équation  j:3-i-jD.r-t- ^  =  o). 

Je  lerai,  en  passant,  une  remarque  que  je  tiens  d'ailleurs 
de  M.  Tannery  sur  la  question  suivante  :  Montrer  que  le 
calcul  d'une  fonction  rationnelle  et  symétrique 

F(ari,a-î,  ...,:r„) 

des  racines  d'une  équation  algébrique  de  degré  n  se 
ramène  au  calcul  d'un  ou  de  deux  polynômes  entiers  et 
symétriques  de  n  variables  a-,,  x,,  ...,  t„.  La  proposition 
s'établit  pour  une  fonction  entière  en  prenant  la  moyenne 

l(F,-hFî^...-t-Fv) 

des  valeurs  que  prend   la  fonction  quand  on  effectue  sur  x. 


(    '!»"  ^ 

Ts, /•„   les  V  =  1.  »...//  |)crnuilati<)ns  possibles.  I/i'xtcn- 

K  •  •  •    > 

sion  à  une  foiiclion  raliunnelie  —  esl  iininédiale  si  1  un  consi- 

h 

dore  le  liipport 

ht  -+-  AjH-  .  .  .  -h  hy 

cl  si  l'on  écaile  le  ras  sin<;iilier  oii  l'on  aurait 

/j  1  -H  /jj  -1- .  .  .  -1-  Ay  =  o. 

INjur  éviter  d'avoir  à  faire  celte  restriction,  il  suffit  d'opérer 
comme  on  l'a  fait  pcjur  les  fonctions  entières  et  de  considérer 
la  somme 


A|        ht  /iv  hthi...hy 

cette  somme  étant  mise  sous  forme  de  fraction,  son  dénomi- 
nateur et  par  suite  son  numérateur  sont  des  fonctions  symé- 
tri(|ues  des  n  variables  j"|,  Xt,  . .  • ,  t„. 

Quand  on  veut  calculer  une  fonction  symt-lriquc  entière 
f{a'i,x-i,  ...,T„)  à  l'aide  des  fonctions  symétriques  élémen- 
taires 5|,  Si,  ...,  s„,  on  peut  passer  par  l'intermédiaire  des 
sommes  de  puissances  semblables.  Mais  celle  niétliode  n'est 
pas  toujours  la  plus  commode.  On  expose  ici  la  méthode  de 
Warinj;  qui,  outre  ses  avantages  pratiques,  met  en  évidence 
des  propriétés  du  polynôme  F(5j,  Sj,  . . .,  s„)  auquel  se  ramène 
la  fonction  âonnce  /(xi,  Xt,  . .  .,x„)  et  l'on  montre  sur  des 
exemples  comment  on  peut  profiter  de  simplifications  qui 
résultent  des  valeurs  numériques  des  coefficients. 

L'examen  des  cas  particuliers  et  de  la  façon  dont  il  faut 
entendre  le  théorème  :  Deux  cquations  des  degrés  respec- 
tifs n,  p  ont  np  solutions  est,  dit  l'auteur,  en  dehors  du 
cadre  de  ces  Leçons.  Mais,  dans  les  passages  imprimés  en 
|)Clils  caractères,  il  donne  à  ce  sujet  des  indications  très 
instructives.  Les  degrés  de  deux  polynômes  entiers  en  x  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  y  peuvent 
s'abaisser  tous  les  deux  pour  une  valeur  particulière  de  y\ 
on  dira  que  ces  deux  polynômes  ont  un  diviseur  commun  de 
degré  rectifie  •(  -+-  r  si  y  esl  le  plus  petit  des  deux  nombres 
qui    marquent    l'abaissement   du    degré   et   si,    en   outre,   les 


(  'î)'  ) 

doux  polynômes  ont  un  diviseur  de  dcgr»'  vrai  égal  à  r.  Ceci 
permet  de  présenter  avec  préeision  ce  qui  se  rapporte  aux 
points  à  l'infini  cnnimuns  à  doux  courbes  alf,'rbriques.  Quant 
à  définir  une  s(dulion  multiple  de  deux  équations 

f(x,y)  =  o,         ff{x,y)  =  o, 

on  montre  qu'on  y  peut  parvenir  par  une  méthode  qui 
revient  à  former  l'équation  tangenliellc  des  points  communs 
aux  deux  courbes  correspondantes. 

Je  voudrais  parler  encore  des  4oo  Exercices  proposés  à  la 
fin  des  Chapitres  auxquels  ils  se  rapportent.  Mais  il  faut  ter- 
miner une  Note  déjà  bien  longue.  C'est  en  lisant  avec  soin 
les  deux  Volumes  de  cet  Ouvrage  qu'on  reconnaîtra  tous  les 
services  qu'il  peut  rendre  aux  élèves  et  à  l'Enseignement. 

E.  Lacour. 


SOLITIOXS  DE  OIESTIOVS  PROPOSEES. 
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C;„  désignant  le  nombre  des  combinaisons  de  m  objets  r 
à  r,  démontrer  l'inégalité 

<  l[(C;,r' )^- c;„c;-M [(C^r r-- c;-'c-3j, 

m  et  r  étant  quelconques  (r^m). 

(SoLON  Chassiotis.) 

SOLUTION 
Par  L'AL-TKin. 
L'équation 

{X  —  l)'"  ^  o 


(    '!>2   ) 
a  loules  SOS  racines  n'ollos  cl,  d'aprr»  un  tliéoronic  de  Catalan, 
«Miln-  quatre  coenicienls  consécutifs  a,  b,  c,  d,  <>n  a  l'inégalitc 

(i)  {ad  —  fjc)^—  4(6«—  ac){c*—bd)<o. 

En  remplaçant  a,  h,  c,  d  par 

(-iKcr,,.  (-ir-'cr,.*',  (-ir-^ïcr**,  (-.^'-«c;,;», 

<in  a  rinc};alilé  proposée,  en  rtiiiplaçaiii   l>  s  |nii«.«..inr(s  paii<s 
de  ( —  I)  par  H-  i. 


QIRSTIOVS. 


iOiO.  Al  lâchant  aux  mots  de  semi-pirtn  l't  de  semi-sphère 
les  sens  (juc  leur  a  donnés  Laguerre,  dénionlrer  les  théorèmes 
suivants  : 

1°  Les  cinq  semi-sphères  qui  touchent  cimj  semi-plans  quel- 
conquts.  |>ris  quatre  à  quatre,  louchent  une  menu-  «emi-'^phère. 

•/."  Liant  données  cinq  sphèiesqui  louchent  une  même  semi- 
sphère  (S),  il  existe,  outre  (  S  >,  une  semi-sphére  (jui  louche 
quatre  quelconques  d'entre  elles.  Les  cinq  semi-sphères  ainsi 
obtenues  touchent  une  même  semi-sphère.  (  R.  B.) 


SO'tl.    Démontrer  1  identité    sui\ante,    relative   au    triangle 
arithmétique  : 

■j.      3        ', 

3  f)         M) 

4  I  o      >.o 


yG.    FoNTENÈ.) 


1  i(,.:i  ) 

[Hlh.Rla] 

SLR  LES  COIIinES  DE  l'OlKSlITE  IH  \  CEKCLE; 

l'vK  M.   F>.   DUNOYKR. 


1.  Je  lue  j)io|)osf  (réliKlier  le  inoiivenienl  relaliC  «U* 
deux  points  (loiil  l'un  décrit  un  cercle  d'un  niouvennni 
uniforme  et  dont  laïUi  c  est  animé  d'une  vitesse  cun- 
staninient  dirii,'ée  vers  le  premier  point  et  de  grandeur 
constante.  Ce  problème  correspond  au  cas  où  un  navire. 
<iont  I  appareil  à  i;KuveiiuM'  serait  immobilisé  sous  un 


angle  de  barre  lixe,  serait  poursuivi  par  un  autre  qui 
chercherait  à  l'aborder  ou  à  l'éperonner  en  mettant 
constamment  le  cap  sur  son  adversaire.  Nous  suppose- 
rons d'abord  que  les  navires  sont  des  points  et  nous 
verrons  ensuite  dans  quelle  mesure  les  dimensions  des 
deux  navires  modifient  les  résultats. 

Le  mouvement  relatif  des  deux  points  dépend  d'une 
ecpialion  difTérenlielle  du  premier  ordre  dont  il  s'agira 
détudier  les  intégrales  dans  le  domaine  réel.  Formons 
d'abord  celte  équation. 

Ann.  de  Matkemat.,  4«  série,  t.  V.  (Mai  1906.)  l3 


(     >«M 
Le    piiiiii    M   (  fi <; .   i)  (|»'m  rit    le  ccrclt'  ()  il  un    iiioinr 
iiiciil    miiliiriiic  ;  s.T  vilcss»'  .iiit^iilairc  csl 


.0=-. 


Lf  noinl  I*  a  une  vilcssc  l(iii|oiir.s  (lirifj;t'T  xcis  M: 
elle  est  ronslaiilr  en  praiidciif  cl  éf^alc  à  h. 

INoUS  siinnosniis  (lUc  M  cl  I'  |):iilt'iil  de  iximIkiiis  iiii- 
liah's  données  el  (|in'  I  a\c  <  >.r  soit  parallèle  à  la  tan- 
gente au  cerele  au  point  Mo-  l^;""  lappoi't  à  Taxe  polaire 
de  direction  fixe  Mj"',  le  niouvenient  ndalil  de  M  elde  1* 
est  délini  par   les  (-(piations  : 


d'. 


(0 


l      -j-  —  —  b  —  rtcosfio/  —  0), 

d^ 
dt 


f  p-—  —  —  a  ^luiujf  —  0), 


F^osons 


I  /  —  0  =  M 


et  t'iiniinons  0  entre  ees  deux  éipiations-    nous  oidrnons 
ré(| nation  dill'érentielle 

d-  ti        ,  ,  /  du  \^ 


dn  '    dt  I 


-4-  (  20  -H  Ja  cosu  )u»  — (u  -^  a  co%u  )oj*  =  n. 

dt 

(loninic  /  ne  ligure  pas  explicilcnient  dans  cette  écpia- 
lion,   iHMis  la  ranièneions  an   pKinier  ordre  en  posant 


du 


cosu  =  X, 


â  =  ^' 


<  e  (Hii  lionne 


dy 

'■^}-j- (c  -f-  2J')y* 

ttx 

-4-  (ic  -f-  3t)io^  —  (c  -+-  a')oj»  =  o 


(   'P5  ) 
ou 


(a) 


y{x^—i)        iy  —  M){'xxy  —  <MX  -^  cy  —  ctn) 
12.   Celle  i'(jualion  est  de  la  l'orine 
dx       dy 

X  el  "\  elaiil  deux  polviioiiies  en  x  et  >•  du  Iroisièiue 
degré.  Par  cliacjiio  |)oini  du  plan  des  xy  passe  une 
inlégrale  lioloinorphe  el  une  seide.  Il  ne  peul  y  avoir 
exceplioii  (|ue  pour  les  poinls  de  rencontre  des  deux 
rourhes 

X  =  o,         V  =  o  ; 

ces  poinls  ont  pour  coordonnées  : 

1  -r  =  I , 
N  G  '  .  _^  . 

\  y  =  ^^  I  j^'  =  w  ■ 


c  - 

X  =  —  \^ 

j^  =  w,  /   r  =  10  — 


(    X  =z  —  I 

N'  C 


.      I    -^  =  —  c,  V    J    X  =  ±  X,  V    I    j»  =  o. 

\  y  =  o,  v'  /  ^  =  O,  -/  )  y  —~^. 

Pour  n'avoir  pas  de  branches  iritinies  nous  projetle- 
rons  le  plan  des  xv  sur  une  sphère  langenle  à  ce  plan 
au  point  o:  =  o,  j)  =  o,  le  centre  de  la  sphère  élant  le 
centre  de  projection. 

Pour  étudier  la  forme  des  courbes  intégrales  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier,  il  sufht  de  transporler 
1  origine  des  coordonnées  en  ce  point  et  d'appliquer  le 
théorème  suivant  (')  : 


(')  C/.  Picard,  Traite  d'Analyse,  t.  III. 


Soient 


i   i9<^  ) 

\  =.  ax  -r-  by  -!-..., 
Y  =  ti'a-  -(-  b' y  -t-  .  . . . 


/.,  t't  /.^  les  (It'ux  lutines  fie  l'rquiititifi 


a  —  >.         b 
a  b'  —  X 


5/  A(  et  Aj  sont  refis  : 


.—  >  n,  le  point  est  un  nœud. 


:—<<>:  le  fujint  est  un  col . 


Si  /.,  et  )...  S'int  imaginaires 


T—  imaginnin  :         le  point  est  un  foyer, 

Aj 

Ài  \    le  point  est  généralement  un  foyer, 

'/..,  '  f^jneli/uefois  un  rentre. 

Le  cas  ou  le  |i()iiil  singuliei-  coiisidéié  seiail  un  (•ciilrc 
est  lin  cas  liés  parliciilicr,  dans  lequel  une  cerlaine  iti- 
tinilé  de  coetlicienls  qu'il  faudrait  calculei-  pour  trouv<'r 
une  série  convergente  F(x,  y)  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  et  dej>'  salisiaisaut  à  l'équa- 
tion 

..  oV       .   0? 

\ ~\  —  =0, 

seiaicnl  Ions  nuls,  ^ous  verrons  d'ailleurs  <jue,  dans  le 
cas  aclurl.  celle  circonstance  ne  peut  s»-  présenter. 

L  appli(  ation  de  vv  llicorènie  ne  présente  aucune  dil- 
licullé  pour  les  |)oinls  ÎN ,  C,  ^',  C  et  A;  elle  lournit 
les  résultais  suivants  : 
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Pour  \ ~  =       1  iiœiiil 

»            L. ;—     =  2  I    "  I 

Âj  c  -\-  -i 

«      ^ Y"  =       '^  luinnl 


C :r^  =  —  .• !    I  <  c  <  i     nœud 

A»  c  —  t. 


0  <  c  <  I        <"ol 

1  <  c  <  i     nœiK 
i<,c  col 

Pour  le  poiiiL'A,  Ai  el  Ao  sont  les  racines  de  ré(|uaLi<ju 


X^  —  c (oX  —  (o-  (  r-  —  I  )  =  1 1  : 


(Jonc 


c  <  —  :  lover, 

2  1 

-—  <  C  <  1,        nceud. 
r  <  c:  col. 

Comme  où  est  toujours  dilîérent  de  zéro,  on  ne  peut 
jamais  avoir  de  centre. 

Pour  les  points  v,  v',  v  et"',  l'application  du  théo- 
rème invo(|ué  ne  peut  pas  être  iiiiniédiate,  car  chacun 
de  ces  points  est  un  point  douhie  [)oui-  l'une  ou  l'autre 
des  courhes  X  =  o,  Y=o.  P(uir  ramener  ce  cas  au 
précédent,  il  suffit  de  déformer  h-gèrement  une  des 
branches  de  la  courbe  cpii  admet  le  point  étudié  comme 
point  double  et  de  voir  ce  qui  se  passe  à  la  limite. 

Pour  étudier  les  points  y  et  y',  nous  remplacerons 
donc  rhvperbole 

2  Ty  —  10  T  -i-  Cy  —  c  10  =  o 

par  l'hyperbole 

2  (  x  ^  1.  y  )  y  —  tu  X  -(-  cy  —  c  lo  =  o, 

X  élant  une  rpiantité  très  petite  (pie  nous  ferons  lendre 


(   '9«  ) 

\  ci>  /.no.   (Iciti-  li\  |ii'ilMi|t'  ((Miitf  le  i^i'and  cci  ri»'  x  =  l 
■,\\.\   poiiK 


^-  =  I .         ^' 


4« 


<|ui  IcihI  \fi>  I  e(jii;iU'iii    <|ii.iii(l    a  Iriid    mi-   y.t-ro.    l'oi 
liiii.s  I  01  ij^i  ne  fil  ((■  nuiiil 

C  H-  2  -r-  v^(  C  -4-  i  )*  -I-  8  tu  (  C  —  I  )  a 


V  =  ^ 

I  (>i|ll,ili(iii    ((cN  iriil 


.',1 


—  /(  c  -^  -2  )*  -^  s  10  (  r  -i-  I  )  a 


^J-' 


i  a'x'  ~ 


c-^-j.^  V 


•.>a  8  a 


t  r  —  i  -T-  \l      )  '  r  —  "jt  -t-  \J 

' to  —  c  ■ 


4a 


1^ 


hi 


j[a_(>^a^^/     )^,.] 


J' 


Les  itMiiM'i.  en  tlt'liois  des  radicaux  .sont  du  second 
degré  au  UKjiiis;  il  «-.xl  iiiulilc  de  calculei-  le  coi-lliciml 
de  x';  les  deux  ratines  de  1  tM|ualii)ii  eu  A  .soiil,  m  cllcl, 

'     -    '     -  v^(  r  -r-  2  >-  —  8  oj  (  c  -1-  I  )  a 


3[f  —  2  —  v'(c-^2^*-t-8w(c-*-i)a]* 


-v^ 


8a 

c  -^  2  —  2  oiX  )  —  (o  (  2  c  -1-  3  ). 


MctI'ins  le  r.'idicjl  son-  l.i  (01  me 


(r  -i-  "i)  k  /  i-»-8cj «  =  c  -t-  2  -i-  j  <o 

(  r  -1-  2  )'  r  -!-  2 


(    '!)9  ) 

JNous  ubli'iioiis  |)()Ui   /.,  cl  A^  ■ 


+  A  -+-  H  a 


A«  = ^-  A   -*-  li   X  -r-  .  .  . 


Pour   les  valeurs  uès   pclilcs  de  a,  le  rajiporl   .—  est 
lie.s  vdisiii  tic 


ce  qui  correspond  à  un  col. 

Il  faut  voir  maintenant  queiU;  est  la  natuie  du  point 
<le  rencontie,  voisin  de  l'équateur  pour  les  petites  va- 
leurs de  a,  de  l'Ii vperhoie 

2 ( a:  -i-  OLj- ) y  —  mx  -^  cy  —  r'a)  =  o 

avec  le  grand  cercle  x  =^ —  i.   Ce  point  a    pour  coor- 
■données 

X  = —  I  , 

- —  {  c  —  -1)  —  v' '  c  —  -2  )-  -T-  8  to  (  c  —  fia: 


y  = 


42t 


Un  calcul  tout  à  tait  semblable  an  précédent  fournil 
les  valeurs  suivantes  de  A,  et  A.,  : 


Ai=     -H  A, -i- B,a  — . .  ., 


A,  = 1-  A  ,  -4-  B ,  a  H-  .  . 


•ce  qui  correspond 

si     c  <  2     à  un  col  ; 
si     c  >  2     à  un  nœud. 

Il  résulte  de  là  que 

\  les  points  y  et  y'  sont  la  superposition 
I  (II'  deux  Cols; 


ri 

ces   |iiiiii(>i   'xiiit    la   sii|>ci  |i<Kiti<iii   il'iin 


SI      c  >  i      ,  ,  ,.  , 

Cii\  l't  il  un  iki'ikI. 

Dans  le  [(leniier  cas,  les  si'iil«;s  iiilrj^iaU's  passant  par 
l«'s  j>i>iiils  -'  cl  •''  suni  r«''(jiiaU'Ui'  (  liiiiiU'  coiiiiiuiiii'  lU* 
«ltii\  lies  iiilryralfS  passant  par  les  culs  c(>ni[)<)sanls)  cl 
les  deux  grands  cercles  Ji==  —  i  ,  a."  =  -f-  i . 

Dans  le  second,  il  passe  par  les  points  v  el  v'  une  in- 
lînilé  d'intégrales  ('  ). 

Rn  ce  (Mil  concerne  li-s  points  v  et  v.  nous  pdiixoiis 
reinarcpier  c|ue  leur  élu<le  n  est  jias  iiécessaiic  au  [>ro- 
l)lènie  posé,  car  le(  liainp  «pii  intéresse  ce  pnjblenie  est 
celui  (pii  est  (OUI pris  cuire  li^  grands  cerc^les  x  =:  zh  \  . 
I Oulelois,  la  nièiiie  niéliiode  (jue  ci-ilessiis  inoiitre  ipu" 
les  points  V  el  v'  soûl   tou|Oiirs  des  tueiids. 

>).  Kxaminons  niainleiianl  couiiuent  les  caracléris- 
li(pies  ou  courhes  inU'grales  aboutissent  aux  lueiids. 

1mi  portant  I Origine  au  nœud  ÎN',  par  exemple,  IVvpia- 
t  loii  (le\  ient 

f/.r'        _       dv'       _  r/c  /  .r  =  x' —  i   \ 

'i  a-' -(-...        7''-+-...  V  \  y  =  y -ir- tu  I 

On  sait  (ju'il  «'xisle  des  développements  Av.  x'  el  de  r' 
suivant  les  puissances  croissantes  de  et/*  et  de  c,  t^  res- 
pectivement, coineigeiits   dans   un   certain   intervalle^ 

soieiii 

x'  =  ce*  -H .  .  . , 

j'=  c,c— ... 


(  '  )  La  niélliodc  qui  vient  d'élrc  cnipUjyée  est  (-vidciiiincnl  «d'iKi- 
rale.   En  fait,  pour  les  points  v  n  v'^  on  arrive  plus  rapideroenl  au 

résultat  en  faisant  l.i  Iran-sfornKilion  x  ■=.  x'±  i,  y  ■=  — ;  rc  proc«'dé 

dirrrt  réussit  iri  parce  (^u'on  peut  séparer  les  deux    Ifraiiclies  de  lu 
courbe  \  =  o  ijui  passent  par  le  point  étudié. 


(   •->-oi    ) 
ces  ilcveloppciiKiils.  il  en  résulte  que  loulcs  les  (.aiac- 
lérisliqiK's  sont  laiigeiiles  au  grand  cercle  j:  ==  —  i ,  (|ui 
est  lui-inêiue  une  caraeléi-isli(jue.  Une  seule  fait  ••\ct.'[)- 
lion,  c'est  le  grand  cercle 

ou 

Il   en   est    de    même    pour   les    caractérisli((ues    (jui 
aboutissent  au  nœud  jN  sur  le  grand  cercle  x  =  i . 

Quand  c  est  compris  entre  i   et  2,  le  point  c'  est  uit 
nœnd.  Posons 

X  =  x' —  I  , 

,  c  —  I 

l'équation  devient 

d.r'  dv' 


c  —  I      ,                            CO)-  , 

i  U)  JT  -^ .  .  . X  -\-  i^>Y 


et  l'on  a 


^  c  —  I  ,  .  CM- 

A 1  =  —  9. to  -,  A2  =  w,  a  = 


Pour  ramener  l'équation  à  la  tornu- 

Xia7,-i-...        X27:-+-...' 

posons 

a?i  =  7.x'  -+■  ^y\ 

Si  F  est  une  série  convergente  satisfaisant  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

X  — -;    -h    \    -—,=0, 

ox  ay 


on  doit  avoir 
(  Ài.r'- 


(    20S..    ) 


dV  ,  OV 


j7       \ 


=  (  À,r, -H...)- h-(Xî)', -f-...) 


ce  (lui  doiin»' 


Àia'x'-t-  (  rt'j-'-+-  Ài  )-')  3'=  ).î(a'j-'-i-  ^'v'); 


fi  =  o,         (  Xj  — À,  )a'  =  a'^', 


cl,  si  l'on  veut, 


<le  boile  (|iie  I  on  a 


a  =  I,         Ji  =  I 


Xi  =  .r  , 


Ji  = 


•'"  —  y  1 


cl  l'équation  devient 

dXx  ia'Xx—  ).2 ^  ^1  -H  Àj  Kl  -H    . .  j 

=  (^Ji—  -,   "  >    ^J'i)  O.ia-i  — ...; 


r/r, 


AiXi  -+-. . .        /.j  r 


On  a  donc  pourxi  et  7  1  des  clével(i|tj)cnn'nls  convci- 
;enls  (!«■  la  loiine 

yi  =  AV>>-4-. .    ; 


(  .o3  ) 


y=/,',.w-f-... 


-   20)  ■ 


(•  — I 


—  Uh'        <  -  2  h-  ...  / 

ic—  \) 


Si  donc 


^  c—  I  4 

to  ]>  —  uio  ou       c  <_  - 


la   langcMitc  à  uix'  caiacléi'isti(juc,  au  nœud  r',  daillcuis 
variable  avec   les  conslaiiles   k  el   A',  sera  disliiielc  du 
grand  cercle  x  =  —  i . 
Si,  au  contraire, 

|<c<., 

la  tangente  à  toutes  les  caracleristi(|ues  sera  le  grand 
cercle  ^  =  —  i . 

Quand  c=  -}    on    a  ).,  z=  Ào  i    on    sait  alors  (jue   I 

intégrales  du  système 

clx'  dv'  _  dv 

X'  -^-  .  .  .  CM  ,  ,  V 


es 


(c  — •2)-' 

se  présentent  sous  forme  de  développements  ordonnés 
suivant   les   puissances  croissantes  de  v  et  de   riogc: 

•— :  tend  donc  vers  ±  x  quand  u  tend  vers  o. 

or  ^ 

Dans  le  cas  où  c  est  plus  grand  (pie  2,  les  jtoints  *'  el  *'' 
sont  des  nœuds,  il  nous  sera  encore  nécessaire  tie  con- 
naître les  développements  représcnlanl  les  intégrales 
dans  le  voisinage  de  ces  nœuds. 

En  posant  7=  -,  Técpialion  devient 
dx  —  dz 


(  :r*  —  I  )         z(i  —  uiZ  ){ —  inxz  -^  xx  —  cmz  ^  c  ) 
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Par  \i'  |)(/mL    r  =  a,    {"^"^  7^  •)'   2  =  ^   passi*  donc  uiu' 
iiilf'grali"  r«'|)iés('iiUn'  par  le  dévt'loppenieiil 


c  —  A  (  .r  —  a  )*  -f-  .  .  .  ; 


les  lennes  non  rcrils  élaiil  des  puissances  siUK'ricuie.s 
de  a-  —  a. 

Si  7.=. —  I,   en    faisant    la   suhslilulioii   x  ^  jr' — i. 
ré(pjation  devient 


du:' 


flz 


—  J7'(ar'— a)        {c  — -ijz -ir-.  .  . 

Le  point  a'^o,   ?  =  (j  est  doiK    un   n(ua(i:   au  con- 
traire, le  point  X  =  I  ,  c  =  I)  (pii    lournii  ail    I  ('(pial  ion 

dx'  dz 

—  x'  {x'  -\-  -i.)  (  C  H-  9.  )  J  -t-  .  .  . 

est    un    col    par   on    |)ass<Mii     les    grands   cercles    z  =z  o 
et  j"  =  I   (  '  ~). 

Dans   le  voisinage    du    iio-ud  on  peut  (lévclo[)pcr  les 
intégrales  sous  la  tonne 

X'  =  1,11-  .... 

3    =   /  '  ir     *  -^  .  .  . 


y  /.'  „r-î  -4-  .  .  .  ■ 

liesle    cnlin    1  élude    (Ns    inli'-j^rales    au  voisinai^e  <lu 
|)oinl    \( X  =  —  c ,  y  =■  o)  rpianil  ci*  point  est  un  no-ud 

(  I  >  f  > 


7t)' 


l'Ji     transportant     1  oiii^ine    en    ce    |ioint.    leipialion 


(  '  ;    y^oir  |ilii!>  liau'.. 


(  v.o5  ) 
(It  dy 

^    ~ (  ^    ^  JT  — ^  C  ) 

{c*—  \)y  -\-.  .  .        a)*j"'^- cw^ -H.  .  .  '■ 

Pcnir  lainencr  l'equalion  à  la  foniu' 

_       c — /ic- — 4 
dXi  dyi 


/.j  =  CO    - 


1 

il    suflit    d'appliquer    la  mélhodc  dé|à  employée.     On 
pose 

el  l'on  a,  pour  déterminer  a,  ^,  a',  ^3',  les  équations 

tu' S  =  a).],  oj- i' =  a'Àj, 

(c2—  i)a  —  cw3  =  A,  3,  (c*— i)a'-4-  cw_3'=  À,  3'; 

À,  el  Ao  étant  les  racines  de  l'équation 
\-—  ccu).  —  oj2(c- — I  )  =  o, 

dans  chaque  groupe,  les  secondes  équations  sont  une 
conséquence  des  premières.  On  pourra  donc  prendre 

.  a   =  W-.  Js  =:   A,.  ï'=lO-,  S'=:À2, 

et  Ion  a 

:r  =  "  — 


to-  (  ),, Àj  )  ■  Ài  —  À» 


WMA, 


U)  \        )>,-A, 


cw  — 


Î().l-Àî)  V         )>I-A2  À,  ->-2 

(/.r,  —  (/)',  /     ,  r,—  r,  \ 

A,—  A,        V  'k^  —  L-i  I 

dxx 

[ —  À)  /..j  —  c(oX|  -^  io-(  c-  —  I  )].ri  — .  .  . 

^   cl^J 

[ —  u)-(  c-  —  n  H-  Ài  Àj  —  À-.  ru>  I  )-|  — . 


[     2o<)     ) 


mi  ciuoiv 


ffXi 


(lu 


(1  où    l'on  corulul  (|in'  .r,  el  ■)',   |>tMiv«'iit    se  (l»'vel<)[)|)ei 
>ui\aiil  It's  j)iiissances  dv  !/-♦'''"'-*  +  '■  et  di!  i^*/**"'-*-*-'  ; 


(-(■  (iiii  uoiiiif 


•■'I 


r  = 


\  (c— v^-icî— 4)(K'M^»'»f'-*^'--^...) 
)       —  (c-t- y/Sc'— 4)<'Kt/->^^^^=^^^^...) 
—  2  10*  v''  J  ^*  —  4 


v/5cî—  4 


x'   l'I   1'  sont   iloiic   (lu    iiiùiiic   oitlrc    intiiiitésitiial,    dtf 
SOI  te  (|uc  I  on  a,  dans  le  voisinage  du   point  F, 


y  =  \(x  -^  c) 


A  = 


v/ 


j  c-  —  4  / 


Il  resterait  enfin  à  exaininci-  s'il  v  a  autour  du  point  F 
(nœud  ou  foyer)  un  cjilc  limite.  Je  n'ai  pas  encore 
résolu  eellc  question  ;  nous  verrons  dans  (juelle  mesure 
inlersicnl  l'exislenee  ou  la  iion-existenc»'  de  ce  cjcie 
liniilc. 

•i.  (loniiaissnnt  les  points  singuliers  du  système  <le> 
caiaetérisli(jues,  il  nous  suHirait  encore  de  connaître  le 
système  lopographi(|ue  des  cycles  sans  contact  poui 
pouvoir  liacer  complètement  le  svstème  des  caracléris- 
li(|ue>,.  On  s;iii  m  efTet  «pi  il  existe  toujours  un  tel  svs- 
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tèine  lopogra[)ln(jiio  iU'.    cycles    el    dv.    |)olvcycli'S   sans 

(u>iila('l  (loiil  les  (omis  el  \vs  soiuincls  sont  les  luetuls  el 

les  foyeis  du  syslèine  d(;s  cara(léristif|ues,  cl  doril  les 

cols  soiil  les  cols  de  ce  syslènie  (  '  ). 

Sans  connailie  I  é([nation  du  syslènie  dt*s  cycl(;s  sans 

conlacl,  il  esl  possible  dans  le  cas  présenlde  prévoir  la 

forme  des  caractérisliques   en   s'appuyanl  sur  la   |)ro- 

priété  qui  vient  d'èlre  raj^pclée  el  en  se  servani  du  iracé 

des  courbes 

X  =  o,         Y  =  o. 

En  loul  poinl  de  la  première  la  tangenle  à  la  carac- 
lérisli(jue  passant  par  ce  poinl  est  parallèle  à  l'axe  des  y 
et  en  tout  point  de  la  seconde  la  tangente  est  parallèle 
à  l'axe  des  x,  les  points  singuliers  cjui  sont  à  la  fois  sur 
ces  deux  courbes  étant  naturellement  exclus. 

Ces  courbes,  qui  se  composent  (Jig-  2),  la  premièn.' 

Fig.  2. 


de  l'axe  des  x  et  des  grands  cercles  j"  ^  zn  1  et  la 
seconde  du  grand  cercle  y  =^  to  et  de  l'hyperbole 
2xy  —  (siX-\-cy  —  ciii  =  o,     partagent    la    sphère    en 


(')    Cf.  H.   l'oiNCAiiK,  Jounidl  de  /.ioini/lc.  t.  VIII,  iSSj 


(    ..oH   ) 
ifuioiis  dans  cliaiim»'  iIcmiiiiIIo    ;     a  Idiiidiiis  le  iiicmr 
sii^iu'.  iJans  la  liyiiii;  ci-idinlc  les  ici^inii^  iii,ii(|uées  + 
soiil  (  cllts  riii  «'sl  coiislaiiiiiKiil  nnsilivc  cl    -      cclUs 

où  '-j-  est  iM''"ali\('.  ,Siii\aiil  Irs  \alciirs  <lf  c  nous  aiiKtns 

(IX  ^ 

don»-,  pour  li;  sYslèniL-  (If-s  caiacUTisliiiues,  dans  le  lu- 
seau  coiiipl  is  «Mllrr  les  drux  <  crcltîS  .r  =  dz  \ ,  les  ligurrs 
suivanlt.'s  : 


y."   ?,  ^  c  >  I .  —  Si  '  >  i  (  fig.  4).  louU's  les  carac- 

lt''risli(|U('S    sont    langcules    au   grand   eer<d«'  x  =^  \     au 

|)oinl  (]' . 


(   ^oy  ) 


tju'il  n'y  a  p^s  de  cycle  liniile  autour  du  nœud  A.  En 
<-e  point  toutes  les  caiactéiislicjues  sont  lantjentes  à  la 

droite  avant  poui"  coeflicient  angulaire  —  » 

c  -I-  y/jc^  —  4 

comprise  par  conséquent  entie  la  tangente  à  l'hyper- 
l)ole,  dont  le  coefficient  angulaire  est  —  ■'-  et  la  droite 
X  =  —  c. 


4"  -p  ^  f  ^  o.  —  La  figure  6  est  faite  en  supposant 

que  le  foyer  A  n'est  pas  entouie  d'un  cvcle  limite. 

La  figme  y  représente  le  \oisinagedn  point  A  quand 
il  y  a  un  cycle  limite. 

Ann.  de  Matlieniat.,  !\'  série,  l.  V.   {.Mai  1906,)  \  !\ 


(  ■'•"»  ) 

liiiiiiiKiitc.  —  (^iiiiiid  r  <;  1  il  m-  jiciil  \  ,i\(»ii-  de  ca- 
r.'MU'li.sli(|m-  j(.ij,'ii.ml  le  ikiikI  i\  cl  le  col  (/.  ni  C  cl  C, 
tandis  (ju'ij  y  en  a  une  |<»ii;n,inl  N'  iM  C.  Kn  l'ilt'l,  les 
()rd()nn<''('s  des  points  C  ci  C'sonl   (o  ^  ~  '    cl    (.>  ^  "^  '  ; 


icllcdu  |M)inl  (>   chl  donc  Ion jonrs  |>lns  nclitc  (luo  (cilc; 

-r 


dn  point  <  ..  Il  y  aurait  donc  ncccssaircmcnl,   pour  une 

caracléristi(|ue  joignant  N  et  VJ  on  C  t*l  C,  des  points 

,     ..  ■     tlv  -^  .  ■  .      .      I  1 

ou    I  on    .iniail   -j-  j>  o   cl   (ini    scian-nl    sitiu-s    dans    la 
//x  ■'^  ' 

réf;ion    —   c(»inpiisc  cuire  l(;s  grands  (  «■rcics  a*  =  ±  i , 

riivpcrholc  .f.xy  —  MX  -h  cy  —  ro  =  o  cl  l'axe  des  .r, 

ce  (pii  est  impossible. 

\\.    Il   faut  maintenant   intciprc-ter  ces  résultats  en  se 
servant  des  variables  p  et  0. 


Nous  avons 


(    •<>-•"    ) 


c«is  II  —  .r,         u  =  »ij  /  —  0, 
—  ,l.r 


y 


,lt  = 


Soient  Ho  et  o„  les  valeurs  initiales  de  Ô  et  de  o  (/ 1=  o); 
les  valeurs  eorrespondantes  de  x  et  de  j)    sont 


^0=  w 


(Y  si  11  0„ 


Il  résulte  de  là  que,  à  linstant  inilial,  la  réi^ion  du 
plan  située  au-dessous  de  la  tangente  M„T  (/i^.  8) 
(-  <i-Ho<i  -A')  eonespiind  à  la  région  de  la  sphèi  c  com- 
prise entre  les  grands  eercics  .r  =  m  i  et  au-di'ssiis  du 


(  '-^^  ) 

«;iaiHl  irnli"  7  =  t.).  l.a  région  siuiéu  au-dessus  de  la 
langtMile  correspond  ;i  la  léyion  de  la  sphère  située 
au-dessous  de  ce  yraiid  cercle. 

Fi;:.  -. 


Si   >'„  >  0).  on  a 


Si   )  o<C  t'^  <Jn  a 


t'o  — 


a\/T^ 

-^0. 

y^  — 

tu 

—  a  \^] 

-•^,1 

, 

D'autre  pari,  le  sens  dans  lecpiel  il  faut  supposer 
nu  Mil  mobile  se  déplace  sui  la  caractérisli(|ne  splié- 
(i(pie,  à  partir  de  la  position  initiale  Qo.  est  détei miné 
par  ce  fait  que  dt  doit  i^tre  un  accroissement  positif  du 


(  "-'^  ) 

temps.  Si  donc-   }o><^'^»   ^^  inouvcinciil  se  fait  de   ma- 
nière que  .r  tlécroisse. 

Si  0)  >>  >'o>  »»,  le  sens  du  mouvement  sur  la  <  aiac- 

Fig.  8. 


léristique  est  celui  de  x  eioissanl. 

Si  >'o<Co,  le  sens  du  mouvement  est  celui  de  x 
décroissant. 

Partant  du  point  initial  (^0(^0^  fo^  on  arrive  en  un 
point  de  la  caractéristique  Q(j:r,  y)  au  bout  du  temps 


X     ^'sini 


cette  intégrale  étant  prise  le  long  de  la  caractéristique. 

La  quantité  sous  le  signe     /    ne  devient  infinie  que 

lorsqu'on  rencontre  l'axe  des  x  ou  l'un  des  points  N 
ou  N',  C  ou  C.  De  plus,  pour  les  points  y  (!t  v',  qui 
sont  des  nœuds  quand  c^2,  le  dénominaleui'  peut 
devenir  de  la  forme  oo  x  o.  Fxaminons  ces  dilTérents  cas. 
Les  caractéristicjues  étant  toutes  normales  à  l'axe 
des  X,  celle  cjui  passe  pai-  le  point  .r  =  a,  )■  =  o^ 
—  I  <<  a  <<  I .  y-  ^  —  c,  a  pour  dcneloppemenl 

y  =  \( X  —  x  V-  -i-  Al  (  r  —  a)-  -(-.  .  ., 
car  ce  point  est  un  jinint  ordinaire  pour  l'équation 


1^' 


>^\ 


cl   I  <)ii  a 


te  (111 1  lion  lit' 


v  =  o 


r  —  a  =  A'  i'*-i-  A',  >''-»-.  .  .. 

Il  H'siillc  <lc  l;i  (|iii',  si  X  icinl  viTS  a  eu  suuaiil  (iii  arc 
de  ciuaclciisli(Hic,  riiil('j4ialc 


=  -/   ^ï- 


tend  vers  une  valeur  liiiic. 

De  même,  quand  \v  [loiiil  icnil  mis  uu  des  points  ^ 
ou  >',  y  tend  vers  lo  cl  sin/f  tend  vers  zéro  eoinnu' 
y/ 1  —  X  ou  ^'i+x,  ce  (|ui  lait  icnili'e  1  iulégrale  vers 
une  \aleur  Unie.  Il  en  est  de  tnènie  (juaiid  le  poiiil 
uioliile  tend  vers  nu  des  [loints  Cou  C. 

Ouaud  le  poiiiL  h  Iciid  vers*'  ou  -'',  deux  cas  sont  à 

V.  I  11' 

distinguer  suixanl  (juc  la  caracLéristi(juc  >ui\ie  est 
asymptote  au  grand  cercle  a  = —  i  ou  au  giand  cercle 
.i-  =:  a  ( —  1  <^  a  <  i).  Dans  le  premier  cas  on  a,  pour 
les  \alems  1res  .grandes  de  | J' | , 


dx 


K  1 1  .r  -H  I  ) 
Comme  c  >>  .^ .  on  a 


(  1  —  J-2;' 


<K 


Cl  par  consécpiciil  I  iiilcgiale  leiid  vers  uiic  liuiilc  liiiic 
Dans  le  seconii  c;is  ou  a 


■/ 


i-T^. 


.    .     I   (    I     —     J-» 


(  «'-^  ) 

et  riiilcgialc  a  ciuoie  uik'  liiiiilc  linir. 

Il   reste  c.nlin  à  voir   ce    (]in;  devieul  celte  intégrale 
C|iiaii(l  le  point  déciil  un  aie  de  caraetéristique  ahoutis- 


nit  au  nœud    A    (  i  >>  c  >►  — -  )  •    On    a,   comme    nous 


sai 
l'avons  V  ii. 

y  =  \(j-  -~c)  ^...  (  A  = 


Il  en  lésulle  (|ue,  <|uand  x  Iciid  vers  —  c,  linlégrale  (jui 
représente  le  tem[)S  devient  infinie  conitue  un  loga- 
ritlinie.  Dans  toute  la  région  étudiée  de  la  sphère  c'est 
le  seul  point  où  celte  intégrale  soit  infinie. 

Quant  à  la  valeur  de  o,  elle  est  finie  en  tout  point  du 
champ  des  caractéristicjUf'S,  nulle  aux  cols  C  et  C,  in- 
déterminée aux  nœuds  N  et  iN'.  8i  l'on  aboutit  à  l'un  de 
ces  nœuds  en  suivant  la  caractéristic|ue 

X  ±   \    =  cv-  -I-.  .  ., 

0  tend  vers  la  limite 

,    a  J-i  v/=t:  c 
0  =  dz  —^ 


On  repartira  du  nœud  sur  la  caractéristique  située  de 
l'autre  cùté  du  grand  cercle  j>^  =  to  en  donnant  à  g  la 

même  valeur  (même  valeur  du  rapport  1    et  l'on 

pourra  arriver  au  bout  d'un  certain  temps  à  l'autre 
nœud.  Je  dis  que  ce  sera  avec  une  valeur  de  p  nécessai- 
rement plus  petite. 

En  eflét,  si  le  point  P,,  est  très  éloigné  du  point  M,,, 
le,  point  Qo  sera  très  voisin  du  grand  cercle  }  ^  (o.  Il 
est  évident  que  le  navire  P  se  rapprochera  constamment 
du  centre  du  ceirle  décrit  par  le  navire  M.   tant  (ju'il 


(   ai(J  ) 
ii'iiiiia  pas  j)t''iM'lré  dans  ce  cercle.  La  distance 


5  =  \/ù-  ■+■  R*±:2KpsmH  =  a  {  / --! -±:  — ; 

'  ^  V    iy  —  u))*       w*       u>(>'  —  tu 


doil  doiK  l(>U|oiii.s  diininiUT.  Le  si{j;iit'  -r  coi  i»'Sj)<)iid 
au  cas  où  j  —  lo  >>  o  et  le  signe  —  au  cas  où  v  —  to  •<  o, 
comme  il  esl  facile  de  s'en  assnrer.  Si  partanl  d  un 
certain  point  d'abscisse  j:  on  arrive,  en  sui\ant  nue 
caractéristique  joignant  N  et  JN'au  point  d'abscisse  —  x 
du  même  côté  du  cer(  le  j'  —  o>  =.  o,  il  en  résulte  que 
la  valeur  absolue  de  >•  —  to  doit  èlie  plus  grande  pour 
ce  second  point  que  pour  le  premier. 

Nous  rencontrons  donc  ce  fait  assez  cnrienx  (pie  /e 
point  Q,  partant  de  N  sut:  une  certaine  caractéris- 
tique, arrive  en  N'  sur  un  arc  de  caractt'-risiique  tel 
qu  en  revenant  en  N  l'arc  de  caractéristique  suivi  ne 
suit  pas  le  même  qu'au  départ.  Le  second  arc  de  carac- 
léristicjue  suivi  de  JN  en  N'  est  situé  au-dessus  du  pre- 
mier et  le  second  arc  suivi  de  N'  en  ]N  est  situé  au-des- 
sous du  premier. 

iicniaifpions  pour  ce  qui  suivra  ((ue  1  on  a 

do        a(x  -r-  r  \ 


dt  j'sina 

Rn  ce  (lui  con<eine  0,  on  a 


or 


d<i 
dx 

(/O    dl        1          du  .  dt 
~  d't  TTr-  '"'~  TtJdT:' 

dt                    1 

dx            ^sina' 

r/O 

—  — 

o>                  1             y  —  OJ          a 

dx 

l'sin//        sinH         vsm«        zy 

donc 


Donc    h  \ari«'   dans   le  même   sens  (pi<-   x  au-dessus   de 


,     •..;    ) 
l'axe  (les  .r  et  en  sens  coiilraire  au-dessous  (1(;  cel  axe. 

II  esl  malnlenant  facile  (rin(li(|iier  (|nelles  sei-fnil  les 
circonstances  f|iii  se  pr(''senler<)nt  dans  le  nioiivenieuL 
des  ilenx  naviit;s. 

Si  leur  distance  initiale  esl  suffisainnient  grande  le 
point  Q  scia  \oisin  du  grand  cercle  j)  =  o).  Le  temps 
croissant,  il  aniveia  sùicmenl  (|ne  : 

1°  Si  c  >>  2,  le  point  Q  décrira  à  partir  du  point  N 
un  arc  situé  au-dessus  de  la  caractéristique  JNC,  ou  à 
partir  du  point  N'  un  are  situé  au-dessous  de  la  carac- 
téristique N'C  (ou  Tunde  ces  arcs  de  caractéristiques). 

2°  Si  c  <  2,  le  point  Q  décrira  à  partir  de  3»'  un  arc 
situé  au-dessous  de  la  caractéristique  JN'C  (ou  cet  arc 
de  caractéristique). 

On  peut  donc  toujours  supposer  la  distance  initiale 
grande  : 

i"  c  >  2.  —  Soit  qu'on  aboutisse  en  v  ou  en  *'',  soit 
qu'on  aboutisse  aux  cols  C  ou  C,  p  tend  vers  zéro  en 
un  temps  fini.  Il  y  a  donc  rencontre  au  bout  d'un 
temps  fini. 

2"  2>>c'>>i.  —  On  peut  aboutir  soit  en  C,  soit 
en  C.  Dans  les  deux  cas  la  conclusion  esl  la  même  que 
la  précédente. 

Ces  deux  cas  correspondent  à  une  trajectoire  (dans 
le  mouvement  relatif)  avant  la  lorme  suivante  {Jig.  9)  : 

Le  nombre  des  maxima  et  minima  rclalits  est  fini; 
ils  correspondent  aux  passages  du  point  Q  en  ]N  et  ^»' 
puisque  l'on  a 


do  X 


■t  (jue  j-  -f-  c  >  u. 


A  |i;iiiir  du  iiiniiiciii  mi  Imm  i-si  sur  uid'  «MiacU-ris- 
iKiiic  (  (iii>l.iiiiiii«ril  siuK'c  aii-<li»Mi.s  d»!  ^C  «ni  .iii-dcs- 
sous  de  JN'C,  la  lr;i|i(l()irc  lu-  |irc.><'iilc  [dus  de  iiiaxiiiia 
ou   ili>  iiiiniiiia  pour'  :. 


3"  i^c.  —  Il  nous  faut  voii'  lout  d'ahoicl  à  (|H<»i 
con-fspoiulraiL  Texislence  d  un  cvcU-  liuiilc,  restée  hy- 
pothélic|ue  dans  ce  cas  et  dans  le  suivant  : 

Les  rcMiar(|Ucs  (jui  ont  «-U-  lailrs  sur  le  sens  dans 
l<(|uel  le  jtoinl  O  d('cril  les  (•ara(lérisli(|uis  (|uand  le 
temps  croit  ct)nstainnienl,  montrent  que  ce  poinl  de- 
vrait décrire  ce  cvcle  indétininient,  toujoui's  dans  le 
même  sens  (sens  inverse  dn  sens  trit^onomeiricpie). 

Ce  cvcle  serait  lout  cnliei' conipris  enlr«' deux  <-llipses 
<pii  lui  seraient  tangentes 


a*  M  —  T-  ) 


t  y 


a'i  I  —  T-  ) 

i  »•  —  «.)  I- 


A  ces  deux  ellipses  correspondent  deux  cercles  d<' 
ravons  p,  et  Oo?  <*ntre  lesquels  doit  rester  toujours  com- 
prise la  trajectoire  |)uisque  tous  les  points  inléi'ieurs  à 
la  première  ellipse,  par  exemple,  correspondent  à  des 
valeurs   de    o    plus    grandes    (|Ue    0|.    (les   valeurs   sont 

alleinles  nour  .;•  =  —  c.  d  après  la  \aleui(le— ^• 

(>lia(jue  lois  (|u'on  re\i«'nl  au  nuinc  point  du  cjcle 
liniiltr,   o  i éprend  la  même  valeur  et  0  se  trouve  aug- 


(  ■'-  '  }^    ' 

iiH'iili'  tl  uiif  (jii.iiilile  conslanlc  un  \«ilii  rlc  la  loriiiiilr 

dh   _    a 
d^  ~  Jy' 

La  trajectoire  tic  niuin  eiiicnl  i(  l.itif  coi  it's|)(in(lanl  au 
cvcle  limite  est  donc  une  courbi'  telle  (|ue  celle-ci 
(Jig-    i<>V    Conune   l'anj^le   0    n'est  généralement    pas 


commensurable  avec  tt,  celte  irajecloire  n'est  pas  fermée 
en  général.  Elle  recouvre  tout  l'iniei'valle  compris  entre 
les  deux  cercles. 

Les  cai"actéristi(|ues  (|ui  s'enroulent  sur  le  cvcle  limite 
extérieurement  correspondent  à  des  trajectoires  qui 
s'approchent  indélininienl  d«*  la  trajectoire  limite  pré- 
cédente, en  ici  coupant  d'ailleurs  une  infinité  de  fois. 
Les  maxima  du  ravon  vecteur  s  tendent  vers  s,  par  va- 
leurs supérieures  et  les  minima  tendent  vers  Oo  par 
valeurs  inférieures. 

Au  contraire,  les  caractéristitpies  (jui  s'enroulent 
autour  du  c\cle  limiti'  intéricurenu'nl,  coiresponilent 
à  des  trajectoires  qui  s'approchent  indétiniment  île  la 
trajectoire  limite,  mais  telles  que  les  maxima  de  li'urs 
rayons  vecteurs  tendent  vers  o,  par  valeurs  inférieures 
et  les  njinima  tendent  vers  Oo  par  valeurs  supérieures. 

Quand  on  suit  ces  lra|ectoires  dans  l'autre  sens  (le 


(      AMi     ) 

point  (}  sur  les  (Mrarl«^iisliqiu;s  ifiid  ali>rs  vers  Kr 
j>()iiil  A.  foNci-  ou  iKi'iiiJ),  elles  s'approclienl  iiuU'lini- 
iiieiil  lin   (  Cl  de  de  r.i\  oti 


qui  coirespond  ;i  lellipse 


10*  (y  —  u>  )* 

passant  par  le  foyer  F.  Elles  coupent  iliiilleurs  e«? 
certie  une  inlinilé  de  fois;  elles  tendent  vers  (;e  cercle 
en  festonnant. 

Les  circonstances  suivantes  peuvent  liouc  se  pro- 
duire : 

.S/  /(i  niidclcristiqni^  sini'ir  ahontit  au  col  (\,  il  \  a 
choc  ttii  houl  (11111  temps  fini.  La  trajectoire  présente 
la  inéiuc  tornic  (|u<'  lorsf|ue  c  >  i . 

Si  la  caiacléi  isthme  ndhoulit  pas  nu  col  (!  : 

(Ju  iii<'n  il  n'y  a  pas  de  cycle  limite  et  la  ti-ajectoire 

\       •     1    r    ■                I                II                    n  1^  \  —  c* 
se  rapiii  <»(  lie  i/Klc/ininicnf   du  cercle  oc  r;ivon  

11^  '  (U 

en  festonnant  sur  te  cercle;  //  ny  a  jamais-  renconlie ; 
C)u  bien  il  y  a  un  cycle  limite;  si,  alors,  le  point  (^o 
est  en  dehors  de  ce  cycle,  la  trajectoire  s'approche  ///- 
défîniiiifiil  (le  la  Irajccloire  limite!;  si  le  point  (^o  est  à 
1  intérieur  de  ce  cvcle  la  trajectoire  s'éloigne  de  cette 
trajccioiie    limite    pour    s'approcher    indelininn-nt    du 

Il  rt   V   ' '-'*!»  I'  i>  •/ 

cercle   »l<;  rayon    — •    IJans   I  un  et   I  nuire  cas  il 

(O 

ny  nui  II  jiimtiis  renconlrr . 

Ln  résnm»',   en  i:e  qui  t onctTiU'  la  rencontre  : 
i"   c  >>  I  .  —  H  V  a  toujours  rencontre  au  bout  d'un 
leiiips  lini . 


(  •^-■^>  ) 

2"  C  <!  I  ■  —  Il  y  a  iiiir  iiiliiiilt'  ,siiii[)lc  de  tliaiices 
corilre  une  (  iiiliiill»'j-  (raiiir«'.s  pour  (|ti  il  v  ail.  icii- 
coiilre  au  bout  d'un  Ictiips  lini  (  Cai  acl(''ri.sli(|uc'  ahou- 
lii.saul  eu  C).  Quand  il  n'y  a  pas  itnconlr»'  la  Ira- 
jecloirc  lelalixc  du  point  poinsuivanl  .s'appioclu; 
iudéliuinient  d'une  Irajecloire  liuiilt;  comprise  enlr»; 
deux  cercles  ou  bien  festonne  autour  d'un  cercle  cout- 
pris  enti'c  ces  deux-là  en  s'en  apprcjclianl  indeliiiiiMcni. 

Si  main  Lena  lit  l'on  tient  compte  des  diniensions  Unies 
des  navires  on  voit  (|ue  : 

Si  c>>ii,  il  V  a  toujours  rencontre  au  bout  d'un 
temps  lini. 

Si  c<^2,  il  existe  deux  bandes  di'  largeur  égale  à 
la  somme  des  demi-dinn'iisions  des  navires  et  dont  les 
lignes  moyennes  sont  les  tia|ectoires  qui  correspondent 
aux  caiaeléristiques  passant  par  le  col  il  ou  le  col  C. 
Ces  bandes  sont  telles  que,  si  la  position  initiale  du  na- 
vire P  s'y  trouve,  il  y  aura  rencontre  au  bout  d'un 
temps  tini.  Pour  une  position  initiale  de  P  non  comprise 
dans  ces  bandes  il  n'y  aura  jamais  rencontre. 


n  0   1  I        ]  ^  V^'  —  ^^ 

lieinarques.  —   i     Le  (  ercle  de  rayon a  une 

'  -  co 

signification   évidente.   Supposons  cpie  la  droite  Pq -Mo 

{fi^.   I  i)  soit  perpendiculaire  à  <  U\,  et  (pie  I  on  ait 

OFo=  Rc; 

le  point  P  décrii-a  indeliniment  le  cercle  0P„.  En  efiet, 
pendant  le  temps  dt,  le  point  M  tourne  de  l'angle 

,         a  dt 

Pendant  le  même  tem[)s  le  point  P„  tourne  de  1  angle 

b  dl  _  a  dt 
Tû  ~  HT' 


l'o  Mo  =  v/K»-R»c»  =  K  ^r=^  =  -  JT^^. 

to 

l-C^       M. 


'x"  Si  l<'  [)(»iiil  0„  rsl  lies  voisin  du  poiul  (C<C  l)  l;> 
(lislancf  iiiilialc  des  <lcu\  ii.i\  irrs  csl  très  pclile.  On  voit 
ccpciidanl  (ju'i'lle  ne  s'annule  jamais  t*l  reste  toujours 
sup«'ri('ure  à  une  valeur  (ixe  difTéi'enle  di?  zéro. 

3"  On  Vdil  par  rixcuiplc  (|iii  vicnl  d'èlrc  lrait(' eoni- 
hien  les  cireonstanecs  (|ur  pi-n  v  i-nl  |)ri'senler  les  eourhes 
limilrs  d'un  svslènie  d'inli-i^ralcs  d'une  ('■(|ualion  diflé- 
renlifllf  du  ^<»ond  indic,  ('InilK-es  dans  le  domaine 
réel,  sont  plus  eoniplicpiées  (|ue  celles  cjue  présentent 
les  cveles  limites  des  sysiènies  de  eaiacléri.>>li(jues  rela- 
tifs aux  équations  du  j)reniier  ordr»;. 


[I19c] 


COMUIIILIIOX  A  i;ÉTLIIE   DE   l/EQIiTIOX 

I  .  2 . 3 .  î .  . .  -  -*-  I  =  >'*  ; 

l'Mi  M.  \.  (". i:h\f\I)IN. 


Le  lli('nrrme  de  \ViIsf)n,  aulrcnK'nt  dit  l'equatinn 
(  /)  —  I)!  H-  I  =  M  ./'  (  />  |H''riiifr  I, 

a    donnr'    1  idrc   di-    <  IhtcIici-    d'autres    lelalions.    C'est 
ainsi    (lue    la    raclorifllc    N!    des    nondni'S    nalui(ds,   ou 


(  223  ) 
ctIIc  P!  (les  iioiiihics  priMiiicis ,  au^inciilée  ou  tlioii- 
nuét'  de  I  iiniU',  et  (levciiaiil.  paifois  un  carié  mu  mit' 
soiiiiniî  tic  divers  nomhres  fij^'iirés,  s'csL  [iréseiilée  l'vé- 
rjueiniiieiil  à  ralleiilioii  des  nialhéinaliciens,  qui  (jiiL 
énoncé  à  leur  siijri  (|uel(|ues  |)ro|H)siLi()iis ,  pour  la 
plupart  empiii(|ues,  ou  dont  la  déinoiislralion  n'a  pas 
encore  abouti,  et  parmi  l(\S(|uelles  notaiuni('iit  la  (lues- 
tion  proj)Osée.  après  d  inii  uctneuses  recherches,  par 
M.  H.  Brocard,  sueeessivenicnl  dans  la  Nouvelles  Cor- 
respondance MatJnhnnti(/ue  (^n"  160,  iiSj6,  p.  28-),  les 
JVoin^el/es  Annales  de  Mathématiques  (11°  1532,  1880, 
p.  391)  et  Mathesis  (ii«  o97,  1887,  p.  280)  : 

LfUiuation  indélertnini'e  en  nunihres  entiers 
1 . 2 . . .  3 -f- 1  =  jK- 
n  admet  pas  d'antres  solutions  (pie 

-  =  4,   5,  7;        j^  =  5,   11,  71. 

Cette  cpieslioii  est  deineuiée  sans  réponse  et,  en 
1897,  ^^'  E-  i'aiiquenihergue  en  a  sollicité  de  nouveau 
la  recherche  dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens 
(11°  1261,  p.  146). 

La  dilliculté  de  la  (|ueslion  réside  en  la  nature  de  la 

factorielle 

N!  =  1.2.3.4. ../j. 

qui  ne  peut  se  représenter  par  les  symboles  de  l'Algèbre. 
C'est  pouifjuoi  il  ne  nous  parait  possible  de  l'étudier 
que  par  échelons  successils,  ce  qui  multiplie  les  hypo- 
thèses auxiliaires. 

De  nombreuses  recherches  dans  la  Théorie  des 
nombres  nous  ont  montré  le  rôle  particulièreim-nt 
impoilant    de    la    résolution     en    nombres    entiers    de 

l'équation 

(I  x'^  -^  lu  ^  (•  =  )  -, 


«l   la   foi  Ti'liilioii   (If  (■<'    1)1  <il)léiiii'   a\ct    ct'Iiii   de  I  «  (lua- 

lidi) 

N!  H-  I  =  V». 

Lf  juc'sonl  iravail  fsl  dcsliiu-  a  dt'vclopjici-  (cili*  idc^t; 
«•l  mnnlit'ra,  ;i  délaui  de  ffrliiudf  décisive,  (|uc,  s'il 
existe  d'autres  solutions  (|iuî  z  =  \,  5,  -,  elles  doivent 
être  exlrèmeinriil  t,Mand«'>.. 

l/li vnolhèse  tuiidamciitaie,  reconnue  exael»-,  t-sl  (lue 

l'équation 

z'.  ~  i  =  y^ 

n'a  pas  de  solution  entre  -  =  7  et  c  =  2").  Nous  sup- 
poserons donc  z  au  moins  é<;al  a  2j,  ce  (|iii  doimeia 

z  I  H-  1  =  I o«  //  -f-  1  =  >'*. 

On  est  ainsi  d'abord  aniené  a   rcclierclirr  une  solution 

tie  ré(|ualion 

10'' /<  -i-  I  =  r*, 

j' n«'  peut  èli  (•  i(  i  (pic  lox  —  i   ou    i<>.r-f-y. 

i"  j'  =  1  oa:  H-  I .  —  Ou  aura 

IOOJ"^-(-  \iojr  -r-  I  =  io*/<  -^  I  . 


d'où 


Or  5x^-1   ne  sera  jauiais  m.  .*),  d'où 

4 .  "<*  a  (  5*  «  -^  I  ;  =  2* .  5*  /j 
a(5*rt  -f- 1)  =  a*A, 


et  alors 


ou 


ce  <iui  ooiinc 


«  =  iG/         i»u         a  =  16/  —  -. 


Donc  //  ne  pi'iil  ,i\nii   (pic  |,-s  deux  lorincs 

ajoooo/^-^- /  ,,,1  2in()o()/2-+- v.iH;]!  / -I- ^^g'ia, 

<•(;  (|ui  (loiiiie  pouf  )■ 

")()ooo()/ -f- 1,     uiSy")!. 

2"   r  =  lox  -f-  f).  —  Cette  liypollièse,  développée  de 
la  même  façon,  monireia  cjiie  v  doit  èiie  ici  de  la  forme 


<1'()Ù 

et  en  lin 
d'où 


y  =  I  oooooo/-t-  78 1  249, 
A  =  I  ()()C)()()()/2-f-  I  -,G,.  i9S/-4-  ()io  J5o, 

JK  =  1000000/+ 999999, 
A  =  I  000  000/2 -f-  217  998/-!-  8") 4  19S. 


D  aulie  pari,  nous  savons  qu'un  carré  impair  n'est 
jamais  de  la  forme  6^-1-5;  il  y  aurait  donc  pour  ce 
problème  général  seize  formules. 

Mais  pour  le  problème  parlicnlier 

y-=  io''>/i  -i-  I  —  z\  ~h  i. 

nous  n'aurons  (pie  les  quatre  formules  préeédenles 
où  h  sera  G/?/. 

Il  reste  à  exprimer  dans  la  secotule  partie  des 
recherches  que  chacune  (h-s  foiinnlcs  <'st  séparériuMit 
divisible  par  2'".  3">.  ^3.  , ,  2.  ,  3  ,  _  ,^^  23^  ^^^  moins. 
Oci  donnera  toiiies  les  cojiditions  particulières,  qui, 
évidemment,  ne  seront  pas  toutes  compatibles  entre 
elles. 

L'étude  de  ces  nouvelles  hypothèses  est  un  peu 
longue  et  aiide  :  en  conséquence,  nous  ne  la  déve- 
lopperons pas  ici. 

La  conclusion  de  nos  premières  recherches  est  que, 

Ann.  de  Matliemat.,  4'  série,  t.  V.  (Mai  iyo(i.)  ib 


(   txaC)  ) 

SI  Li  (|ili'Stii)ii  coin  |)i  ii'tt-  mil'  ;iiitM'  M>liili(Mi.  elle  iliiii- 
iiera  poiii'  r  un  iioiiilirt'  (!<*  ja\  h  Ai)  cliilhcs  .m  innins. 
JNoiis  M'ioiis  liciii'i-u\  <U;  voir  (oiiliiiuer  »•!  (It'vclftnncr 
ces  iiivcsli^cilioiis,  cl  espérons  les  voir  alioiitit'  (K-liiii- 
li\  tiiitiil,  ;i|)iés  IrciiU;  années  tl  allentr  |.iini-  l'anleiir 
de  la  (juestion . 

Il  sérail  peul-èlre  inléressanl  d'élutlier 

M»'  A  -H  !  =   K*. 

^ous  avi(»ns  d'abord  essayé  d  aulres  lIlelllod^^,  mais 
celle  (jiii  vienl  d'être  exposée  nous  si'iiil)lc  préfé- 
rable (♦). 

[K2c] 
DK)IO\srUAilO\  IIK  LA  COYSTIUCIIOV   \\m\U  l'AH 
ilUIilJOV    POIII    ilKlKUMIVHt    LH    rOIVT    OL    LK 
CHIWili:   1»KS  \KIK  IMIIMS  iH  \  IIIIA^GLK  TOI  Cil K 
LE  CEHCLL  hSCnn   (^): 

l'AK  M.   A.    MAiWHEIM. 


/ 


En  i'^9«)<  l'i  (pit"<tion  I  •')  i  i  posée  dans  I  Inlntui'- 
diaire  des  Mathémaliciens  appela  l'aiieiiiion  sur  la 
délerinination  du  point  de  conlael  du  cercle  des  neul 
points  d'un  lriani;lc  et  du  cercle  inscrit  à  ce  triangle. 
J'envdAai  une   pinnière  réponse,  parui-  la  inèine  aiinéc 

(  ')   Pour  la  Ijibliugrupliie  dee  <|ucslions  iiu'iilioniiOi'S,  voir  uussi  : 

Xotne/le  correspondance  mathcmatiquc  :  V .  I'riitii,  quest.  ;t(Jl, 
1877,  p.  3cj();  E.  Lt'CAS,  i><7'î,  p-  «aS  (  génëralisatiuii  ). 

Intermédiaire  des  Mathématiciens  :  A.  'l'iiouiN,  quesl.  33S,  1894, 
p.  i8fi;  K.  I-'aiqlembkhole,  ««93,  p.  ii'^;  \\.  Tahry,  1895,  p.  363; 
1S96,  p.  i-i'y.  —  li.-B.  KscoTT,  «juest.  l2Gi,  1S9S,  p.  78;  quesl.  IW), 
1908,  p.  69;  P.- F.  Teilhkt,  1904,  p.  5i.  —  G.  i>K  HocQUiovY, 
qucst.  27 Wi,  1904,  p.  OH;  qucst.  2813,  1904,  p.  190;  quest.  2822, 
1904,  p.  ii\. 

(')  Voir  :  GÉFONo,  Nouvelles  Anruiles,  iH»j');  cl  Canon,  Nou- 
velles Annales,  1903. 


(  2^-7  ) 

à  la  p.ij^'iî  i'.6|,  puis  uni'  aiilrc  (|tii,  |iiil)li»''c  ni  1904, 
pai^c  I  S  (  '  ),  rciifcrme  la  consLruclioii  suivaiilc,  la  plus 
siiupK',  je  crois,  des  conslriicliuns  touiiiie^  : 


Sur  le  cercle  de  centre  I,  inscrit  au  triangle  \BC, 
on  prend  le  point  E'  'tiamétralement  opposé  au 
point  E,  ail  ce  cercle  louche  B(";  la  droite  qui  passe 
par  E'  et  par  le  milieu  L  de  Al  coupe  le  cercle  ins- 
crit au  point  où  celui-ci  est  touché  par  le  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABC. 

C'esl  vn  MIL'  servant  de  celle  cotislrtulioii  «juc  ii;  vais 
retrouver  la  suivanle,  due  à  W.-R.  Haïuillon  : 

Pour  un  triangle  ABC,  par  le  point  de  contact  E 
du  côté  BC  et  du  cercle  inscrit,  on  mène  la  droite  qui 
passe  par  le  point  oii  la  polaire  de  A,  par  rapport 
au  cercle  inscrit,  coupe  la  droite  B'C  qui  joint  les 
milieux  r/e  AB  et  AC;  cette  droite  rencontre  le  cercle 
inscrit  au  point  V  où  il  est  touché  par  le  cercle  des 
neuf  points. 

Appelons  T  le  poiiil  de  rencontre  des  tangentes  en  E' 
et  r  au  cercle  inscrit.  La  polaire  de  T  esl  ET,  par  suite 
la  polaire  de  L  esl  la  perpendiculaire  TP  a  AI.  On  a 
alors 


IL  X  IP=  lE 


■2. IL  X  —  =  lE". 


(  '  )  Je  l'avais  déjà  proposée,  sous  forme  de  question  à  résoudre, 
en  1902,  page  9'),  dans  le  Bulletin  des  Sciences  niathématifjues  et 
physiques  élémentaires. 


(    228    ) 
t 'i'.sl-;i-tlii  r 

Ainsi.  1,1  [xilaiii-  de  A  r>l  la  |)cr|»<'iiilii  iil.iiii'  ;i  AI, 
rIcM'c  (lu  tiiilicM  «le  IP.  c'esl  donc  la  |)<T|»(Miili(iilaii(' 
abaissée  ilii  niilitii  .1  de  IT  sur  AI.  (iillr  droite  ren- 
contre V.VJ  au  point  F,  dont  la  |)(d.iire  AQ  est  alors  la 
perpendiculaire  abaissée  dr  A  sur  l\VJ . 

Menons  la  dioile  ET,  <'ll«?  est  parallèle  à  11',  elle 
coupe  alors  E'T  au   point   V    tel   cpje 

T\  =  TK'. 

II  lésulte  de  là  «pn-,  si  l'on  appelle  R  b;  point  où  EV 
cnupe  AQ,  les  droites  R(^,  RE',  RT.  RE  lornient  un 
faisceau  barinoni( pu*. 

Les  rayons  de  ( c  faisceau  déicrinineiit  sur-  OE  une 
division  liarnioni(|ue,  donc  RI  passe  par  1* ,  (pii  est  le 
l)6le  de  RQ. 

La  podaire  F.I  de  A.  passant  pai-  le  milieu  .1  di'  11, 
coupe  ER  en  son  milieu  U.  On  voit  donc  cpie  /(i 
droite  EL  passe  par  le  point.  U,  i/ui,  sur  la  polaire 
de  A,  est  à  éfça/es  distances  de  A  et  de  RC. 

C'est  ce  «pi  il  fallait  démontrer. 

[L'6a] 

\oiH  \  l'KojMis  hi;  j.A  (jiHsrio.\  iîi(;(i   '  ; 

Ivu   M.    V.   M  WMIKI.M. 


Ainsi  (pie  dans  la  solution  insi-rée  en    1908  (p.  47^^ '> 
couiinençons  par  parler  de  ci*  problème  : 

Conslmiic  (  /ii^.    1  ;    le    rayon    de   courhitrr  eu   un 


(')  Aouvelles  Annalcx.  i((o3,  p.  ^f^  et  ^76. 


C     2M>     ) 

l'iiiiil  (I  (I  une  cn//iifiir,  cnnn(iis<ni//f   In  liiii^i-nh-  ru  en 
l>oinl  cl  les  jioiiils  A,  c,  (I . 


V"\\i.  1. 


Appelons  e  el  /  les  points  où  la  tangente  en  a  est 
coupée  par  les  droites  c6,  cd,  et  désignons  pai-  p  le 
rayon  de  courbure  de  la  conicjue  pour  le  point  a. 

On  a  la  relation  (  '  ) 


(0 


I 
ae 


I 

«7 


tangeaO        Xun^daf 


Au  lieu  d<;  rester  dans  le  cas  général,  nous  allons 
supposer  (|ue  les  angles  eab,  daf  sont  égaux  et  cpie  le 
point  c  est  sur  la  normale  en  a.  Poui'  bien  niaïquer  ces 
nouvelles  données,  nous  supposons  ( /i/,''.  2)  que  la  co- 
nique est  tangente  en  M  à  une  ellipse  donnée,  (ju'elle 
passe  par  les  foyers  F,  F'  de  cette  courbe  et  par  un 
point  arbitraire  C  de  la  normale  en  M.  DaiLS  ces  con- 
ditions, la  relation  (  i^  devient 


(I)' 


I 
AÎB 


I 
MD 


p  ta  11  g  (  B.Mi'"  I 


(')  Bulletin  de  la  Société  nuit/ie/tiafit/tn'  de  France,  1890 


(  u:-5o  ) 

A  j)[)fl(iii><  N  II-  |iiiiiil  ou  1.1  iinrnialc  M(^  i'()ii|)r  l*'F'. 
Par  1"  .  N  menons  des  j)ai  alh-lrs  à  MH-  <'llcs  coupent 
MF  aux  j)()inls  (j.  L. 

Les  j)uinls  M,  G,  L,  J;  lonmiil  une  ilivisimi  liaiiuo- 
ui(]uc. 

Fig.  2. 


l'ai   suilc,  il  ou  c.sl  tic  uièuie  des   points  M,  1)  .^  K,  H. 
Ou  a  alors 


2      _      1  I 

MK  ~  ÎNIB  "*"  ÛD 


puisque 


MI)  =  Ml)'. 
La  rclaliou  (  l  )'  de\  ienl  alors 


MK        planj:(HMF) 
Abaissons  la  perpendiculaire  Kl  sur  MF,  on  a 
MK  r^  MI  lang(BMF), 


par  suite, 


■?.         I 


(  ^-■^'  ) 

Le  ct'iilrc  de  coitihuic.  de  lu  coniijin-  est  donc  le  nn- 
lieu  to  de  iMl. 

On  voit  (|ue  la  (-oiislriKliDii  de  w  est  léduilc  ;i  cc'<m  . 
On  inèiM'  la  droiic  CL.  Un  point  où  idic  coupe  la  tan- 
gente MB  on  ahaissi'  sur  MF  la  perpendiculaire  Kl,  le 
milieu  (o  de  Ml  e^l  le  centre  de  courbuie  clierrhé. 

On  |)eut  reniartpier  qu'on  penl  inversement  prendre 
C,  afin  d'obtenir  un  centixi  <le  courbure  que  l'on  se 
donne. 

Remarcjnons  encore  que  la  construction  ne  dépend 
pas  de  la  position  des  points  F,  V  sui'  les  droites  ÎMF, 
MF'.  Pour  chacune  des  positions  de  la  droite  FF',  qui 
tourne  autour  de  ]N ,  on  a  une  conique  comme  précé- 
demment et  toutes  ces  coniques  ont  en  M  un  contact  du 
second  ordre. 

Enfin,  si  le  point  C  est  le  centre  de  courbure  de 
l'ellipse  donnée,  il  est  sur  la  perpendiculaire  élevée 
de  L  à  MF,  le  point  R  appartenant  à  cette  perpendi- 
culaire, on  voit  que  le  point  I  se  confond  avec  le  centre 
de  courbure  de  l'ellipse  donnée.  Le  centre  de  cour- 
bure co  est  alors  au  milieu  du  ravon  de  courbure 
de  l'ellipse  donnée.  On  peut  donc  énoncer  cette  pro- 
priété : 

Un  a  une  ellipse  de  foyers  F,  F'  et  dont  le  ra}  on  de 
courbure  pour  sofi  point  M  est  IMu  :  la  conique  tan- 
gente en  M  à  l'ellipse,  et  qui  pusse  par  F,  F',  m.,  a 
pour  centre  de  courbure  le  nnlieu  de  M[jl. 

Arrivons  maintenant  à  ce  problème  : 

Construire  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d  une 
conique,  connaissant  la  tangente  en  ce  point  et  trois 
nutres  tan^ente<;. 


(  ^-i'-  ) 

Nous  lU'  le  II  ail»  TOUS  ici  (|m  avrc  des  di  tiiiircs  paiii- 
tulifrt'>.  I  )tiii(iMti(>iis  <l  alioid  «  (•  Icininr  ; 

Ofi  (li)/inf  untt  illipsc  de  f()yfi  s  \\  V  (  /z^'.  j.  );  si  une 
conif/im  touche  crite  courbe  en  .M  et  juisse  par  F.  F', 
ses  tnni^entes  en  ces  jyoints  se  coujK-nt  sur  lu  norinii/r 
en  .M  t'i  /'f//ii>se  donnée. 

A|)|)(-i<>iis  1  Ir  |))>iiit  ou  la  lan^riilc  en  M  a  I  <'lli|isi' 
coupu  l'axe  focal.  La  polairi?  de  <e  point,  par  rapport 
à  une  eonitjue  (jui  passe  par  F,  F'  et  esl  lauf^enle  en  M 
à  l'ellipse,  esl  la  not  inale  MN,  puiscpie  IV  esl  eonjug;uée 
haiiiM)iiii|ue  de  I'  par  rappoil  à  F  el  F'  el  (pie  celle 
druilc  passt*  par  .M. 

H  résulle  de  lu  que  les  lanj;enles  a  irltr  i  nnupH-  .iii\ 
piiiiiis  F,  F'  se  coupent  sur  iNLN. 

Dans  le  cas  général  où  les  données  pour  une  eoniijiie 
sont  (  //i,'.  3)  le  point  a,   la  lani^ente  en  «  <•  j>oiiii   ii  les 

\'>ii.  ■■'>■ 


langt-ntes   H,  (^,  iJ,  on   a   pour  (K'icriniiier  le  ravcju  de 
courl)ur<'  de  retle  ((Mirhe  la  lelalion  suixanle  (  '  )  .' 

rt/>        m/        /•  '  laii^;!i        lan^'-;/ 


(')  Comjtlcs  rendus,  séance  tlii   i '>  mars  \>i-^. 


i      2.^3    ) 

Prenons  ni.'iinlciiaiit  tics  donm-cs  parliculières. 

Su|)p»tsuns  i|U  fil  (Milrc  dt-  la  laiii^onle  en  .M  {/ig.  2) 
les  trois  lanyenlcs  données  soienl  lii',  l(^,  CD.  La  re- 
lalion  (2)  devient 


I  I 


MB        MD        /langi  BMF  ) 

.\Jais  le  premier  membre  de  celle  égalité,  ainsi  (|n'on 
l'a  vn  préeédenimenl,  est  égal  à  -rry  ■•  alors 

Mk  =  rtang(BMF). 
Donc  le  point  1  est  le  centre  de  courbure  demandé. 

On  voit  que.  pour  un  point  arbitraire  C  de  la  normale 
en  M,  il  suffit  de  mener  CL  (jui  délerniine  K  sur  MB 
et  d'abaisser  de  ce  point  la  perpendiculaire  K.1  sur  MF  ; 
le  point  1  est  le  centre  de  courbure  diinandé. 

Dans  le  cas  particulier  où  C  est  le  centre  de  courbure 
de  l'ellipse  donnée  pour  le  point  M.  il  est  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  de  F  à  FM  et  il  en  résulte  que  I 
coïncide  avec  C;  donc  :  ta  conique,  tangente  en  M  à 
l'ellipse  donnée,  </ui  est  tangente  en  F  et  F',  aiuc 
droites  qui  vont  de  ces  points  au  centre  de  coui  bure  c 
de  l^ ellipse,  a  un  contact  du  second  ordre  avec  cette 
courbe  (  '  ). 

Pour  teiiuiner,  voici  une  autre  construction  du 
point  to.  On  mène  MP  parallèlement  à  F'C,  puis  PQ 
parallèlement  à  CM  :  La  perpendiculaire  Qto  à  MF 
détermine  (o  sur  MC 


(  •  )   Voir  KoEHLER,  Exercices  de  Géométrie  analytique  et  de 
Géométrie  supérieure,  I"  Partie,  p.  jSS. 


^  234  ) 

[BlOa] 

M  H  l.h:S  SIHsnil  TKhS  l.hKAIIIKS  Qll  l.\ISSE\T 
L\E  FOiniK  onhItV  11(11  K  IWAItlWlE; 

l'Ail  M.  11.  LAI  hi:m. 


()n  a  doniii'  hieii  dfs  iiiovciis  pour  Iroiivcr  les  siih- 
sliliilions  qui  Irîinsfornif ni  une  foriin'  quadratique  en 
elle-même  on  (|ui  laissenl  celle  l'orme  invananle.  Je 
crois  que  la  soliili«jn  que  je  vais  indiquer  aura  le  mé- 
rite de  la  simplicité  lorsqu'il  s'agira  d  applications. 
Soienl  n,/  des  constantes  et  jr, .  t.,.  ...,  x„  les  variables, 

/=  ^  aij  XiXj 

une  forme  à  /?  variables.   Ou    ptul  cxpiinier   la   condi- 
tion d'iiixanance  an  moven  de  la  formide 

ou 

2  "'■>  ^•^''  •''>  "~  ^'  ^J  ^  ~  "' 

y^.  ...,  )-,,  désignant  de  nouvelles  variables;  on,  en  met- 
tant les  carrés  en  évidence, 

^  «,/  <ri*  —  -^'*  '  -+-  y^  "ij  ^yiXi  —  ^«  ^y )  =  "• 

Sous  le  second  signe  ^  ,  i  el  j   seront  alors  ditférenls 
et  I  on  aurii 

-^   ^  "U  ï  l'y-  —  -^'^  ^yj  -+-  ^y  )  -^  ^yi-^  r,){yj—  a-jS]  =  o; 


(   a.'V»    ) 
ce  qui  rcvienl  à 

2  ^'j  ^y  ~  ^')(yj  -t-  ^y  '  =  "^ 

ou,  si  l'on  (li'si^iic  jKii  /,  lii  (lfiiii-(l(''ii\  (}<'  de  /  rcliilix  i; 
à  a'i  : 

O)  ^O'/— a",)/,(J-,  H-^,..rj-(-  Vî,  ...)  =  o. 

Adjoij^nons  à  celle  t'ijualion  les  suivantes,  où  les  c/y 
sont  indépendants  des  x  et  des  y  : 

'  f,,  ro;,  —  ji  jH-. .  .-t-  ci„(x„  — j'„)  =  o, 

<^'       

'  Cn\(  fi  —  ri )  ~. .  .^  c„„(x„  —  Vn )  =  <^; 

nous  supposerons  que  les  n  équations  (2)  se  réduisent 
an  —  2  distinctes,  le  sjslème  (i),  (2)  déterminera 
alors  les  yi  —  Xi  en  fonction  des  yi  +  Xi  au  nioven 
d'équations  de  la  lorjne 

j     Vl  —  -^1    =  /'"il  /l  -^  ^1!  /-i  -+-  .      ■  -^  ^>\nfn, 

(3)  , 

'    y»  —  ^n  =  f<n  1  f\  -+-  l<n->fi  H-  ...  -H  knnfn, 

les  /:,y  désignant  des  quantités  indépendantes  des  x  et 
desj^;  quanta  /i  il  est  mis  pour  abréger  à  la  place 
dey/(a:|  +.)'),  ^2+j>2i  •  •  •  )?  tlaiUtnirs  il  faudra  sup- 
poser 

kii  =  o,     X/y  -^  Ay,  =  <). 

Vérifions  que  les  équations  (3)  représentent  bien  les 
substitutions  laissant  f  invariante.  A  cet  elïel  niiilli- 
plions  la  première  loruiule  (3^  par/*,,  la  seconde  par 
fi'..^  la  dernière  pary„  et  ajoutons;  nous  aurons 


^(r/  — 3-;»/;=0. 


(  ^36  ) 

«'■<|  Mil  don  i|iii   fil  vert  II  de  (  l  )  est  <-i|iii\<ilriilc'  à 

|-'.ii  |iiii  liiiiln  T.  -I  /*r=l'jrf,  It's  formules  (3)  de- 
\  u-iiiicnl 

}\  —  T,  —  /-||(^i-f-  J-,  )-»-,..-+-  kin(yn^Tn), 

el    dtliui>^»iit    une   ■«ul>-.liliiLi(jii    oiilio^oiiale  de  déler- 

niinaiil  -i-  i . 

Il-           I       '>\       ■         i-               n(n  —  I  )  .  , 

l^es  formules  (,■))(]  m  i»iit<  nncnl ■ paramètres  A,y 

ont  cela  de  remarcjnabic  (jiie  les  y  s'expninciit  en 
fonction  des  x  sous  forme  rationnelle,  en  s(»rle  <|ue.  si 
les  nombres  A'ij  sont  rationnels,  les  coefficients  de  la 
substitution  seront  des  lonctifjiis  rationnelles  des  tifj  à 
coefficients  rationnels. 

Interprétons  géométriquement  les  résultats  qui  pré- 
cèdent :  y=  o  représente  une  surface  dans  l'espace  à 
n  diujensions,  cette  surface  est  un  cône.  La  substitu- 
tion Ç.i)  laisse  ce  cône  invariant,  mais  elle  laisse 
encore  invariantes  />  droites. 

Posons,  en  «'llet. 

y,  =  SX/  ; 

les  é(piations  ('^)  devieninnl 


ou 


s  —  I 

5  -+-  I  "^ 


(  ••'-■^7  ) 

r/liinirial  ion  des  .y  loiiniil  une  ('(in;!  I  lun  »lii  «Irj^rf'  // 
en  5,  à  clici(|(i(>  nicini;  de  celle  étjUiilion  correspondent 
des  valeurs  des  :r,  ([ue  la  suhslilulion  (3)  niulliplie 
simplement  par  5,  el  les  valeurs  des  n  définissent  une 
droite  passiint  p;ii- l'origine,  droile  i|ui  reste  invariante, 
quoicpie  ses  points  ne  soient  pas  invariants. 

11  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  faire  observer  (pie 
les  subslitulions  (.1)  (pie  nous  avons  iroiivcjes  (ml  p(jiir 
déterminant  -{-  i ,  car,  pour 

/»,,  =  A|2  =  .  .  .=  o, 

on  a 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  se  procurer  des  suljsli- 
lutions  du  déterminant  —  i  en  changeant  quelques 
signes  dans  les  formules  (3). 


[E5] 

DEMO\SIK\TIO\  DK  L\  FOItiMlLE 


Par  m.    K.   GI  ITïON. 


Je  vais    montrer  (pie   cette    intégrale   définie   est    la 
limite  vers  lacpiellc  tenti 


quand  ni  augmente  iiidéfuiiment  par  valeurs  en tières. 
Prouvons  daborti  que  J,„  a  pour  liiiule^  -. 


(  ^^  ) 

I .«'  rliiint;eiii»'iit  ili'  \.iri;iltl<'  ,/"  =  m  mii,;   iloiiiu- 


J^  =  m  /         cos*'"'*'  ?<'?; 


on    »'st    .IMl^l    COlullIll    .1    (•((ll'^KliTer 


-»-  — 
1^,  —    /         eus/*  ç  d'. 


(  «•"(•si  ce  (|n'uii  f;iil    <|iiariil  on    di'moiilro    l;i   fortniilc  de 
\V:illis,. 

(  )n  voit  facilrmrnt  i|iir  : 

I"    1^,  iliiiiiniic  (|iianil/y  iiii^incillc  ; 
/'  -    '   I 


2"    l„  = 


,,       ■/.    - 


Ceci  permet  dt;  ciilculer  1^  on  r«'inar(|ii.inl  (jnc  I ,  =  2, 
lo  =~;  ensuite  de  conclure  <|ue 

lllll     — =—    =   I  , 

el   linalrnii-iit 


Il  rr>te   |)our  aciiever  à  rmiidacrr  ^>  jiar  :»./>/--!-  i. 

J'a|)()«'lle  A  linlé-^ralf  [n-o|)os«'e.  £  ('lant  un  nomhrc 
posilil  an^si  |)<'lil  (|(i  on  \iiil,  il  lant  (nonircr  <|nt*,  à 
|)artir  d'une  ccii.iinc;  vahur  de  ///.  la  dillcrencc  entre  A 
ri  .I,„  est    inlcrienre  à  z. 

Il  t•\l•^l(•  lin  noinluf  |)o^lhl  (t  tel  (jiie 


(    t'.-ic)   ) 

je  v.iis  l;iM'»'  i;r.iiiil  If ///  en   Ir   |iiriiiiiil    [ilii-.  ^f.iinl  i|Ul'  c/. 
I  —   '—^\      >  (|ii;éii(I  /n[Zx)  graiiUll,    vu  cvKlriiiiiicnl 
en  croissant,  cl   lOii  s;iiL  t|M  il  Icnd  vers  t'~'',  donc, 

I )      <  e— •'         (  ///     T  I. 

Par  sulle, 

et 


£■■(' 


V"  r/3'<j„,<  y 


Il  siiftit  (le   nioiilrer  que  l'on  a,  à   partir  de  ni  siiffi- 
sanunenl  grand, 

En  développant  la   fonction  sous  le   signe  /  suivant 

les  puissances  ascentlanles  de  x,  on  trouve  une  série 
alternée;  on  augmente  sa  valeur  d'abord  en  jjrenant  la 
série  des  valeurs  absolues,  ensuite  en  remplaçant  a: 
par  a  :  elle  devient  alors 


e"'  —     I  -i : 

Il  suflit  lie  prendre  m  assez,  grand  pour  que 


<  - 

a 


ce  qui  est  possible,  puis([ue  le  premier  membre  a  pour 
limite  zéro. 


1    î.io   ) 


SOI! iio\s  u  oii:sri()\s  i»mn»osKhs. 


2025. 


I  ivnù,  |i.  :<in. 


On  i/o/inr  cj antre  finints  t/tte/ronf/iies  sur  un  filnn.  ( hi 
jinnti  (li-iij-  tri(in,Kl*'s  oyitnt  fmur  cùté  riunninn  le  scf^'- 
nii'/it  compris  entre  deux  de  ces  points  et  respect i%'enient 
pour  sommet  opposé  à  ce  côté  l'un  des  deux  autres  points 
donnés.  Cliticiin  de  res  lri(tnf;les  donne  lieu  n  une  dnnie 
qui  joint  les  pieds  des  hauteurs  issue  des  extrémités  du 
côté  commun.  Par  le  point  de  rencontre  des  deu.r  droites 
ainsi  obtenues  et  par  le  milieu  du  côté  commun,  on  mène 
une  droite  :  les  si.r  droites,  (/u'on  construit  ainsi  en  chan- 
geant le  côté  commun,  passent  par  un  même  point. 

(  (  a  non.  i 

son  TION 
l'iir  M.   I'aiuioii. 

Les  six  (liiiito  soiil  les  six  axrs  liidicinix  irlatif*  aux 
quatre  cercles  des  neuf  points  ries  <|ujitre  irianfjles  lionl  les 
sonimels  sont  les  quatre  points  doont-s;  ces  rt-rcies  ayant  un 
point  miiiMiun   les  droites   pa^-cnl  par  r<'   puint. 


\i  rut-;    soi.i  rio\ 
Par  i:n  Abonnk. 

Considérons  rii\  p^i  Imlr  tipiilaltii-  <|Mi  pa>.-r  par  les  points 
donnés  A,  Fi,  C,  i).  Les  liaiiliurs  AK.  \\V  du  liianfjlc  A  liC  se 
coupent  en  II,  le  quadrauf^lc  \I5(;H  est  inscrit  à  la  courbe, 
la  droite  EF''  est  la  |>olairr  du  point  où  <!FI  cfin|»e  Ali.  la 
druile  liF*'  passe  par  lr  pùle  di-  Ali.  Le  triangle  AliD  donne 
de  même  un»'  droite  passant  par  le  pôle  de  AB.  I..es  deux 
«Iroites  fortn<'es  par  les  lrian','les  AliC.  Alil)  se  cuupcnt 
donc  en  un  point  ^  pôle  de  AFi)  tel  (pif  la  <lioît<' joi^jnant  ce 
point  au  miliiii  <li'  Ali  pas*c  au  centre  de  I  liiperhole  equila- 
léie.   I»one .... 


(  '^u  ) 

[M'ib] 

m\M  \m  roi\rs  i  i;i\fim  ihm.;  mwwi  WMMwm n-^ 

I'ah  mm.   I'KR^OT  kt  moisson, 
Anciens  élcvos  de  VKcnle   Polytechnique. 


On  sait  .|ii,.  Ifs  points  communs  à  la  courhe  et  à  la 
«Iroite  (le  l'infini  sont  dans  les  directions  oblcniics  en 
('•,i;alanl  :\  zéin  |,.,s  iciiiics  du   pins  haut  deeré  • 

La  multiplirilé  du  (.oint  ..  l'inlini  dans  la  direction 
y=ajr  est  oblenue  en  coupant  par  y  —  ax  =  o  et 
constatant  l'abaissement  du  degré  de  l'équation  aux  x 
de  rencontre. 

Pratiquement,  on  cherche  le  groupe  homogène  de 
degré  le  plus  élevé  qui  ne  soit  pas  divisible  par  r  —  ax: 
la  dinerence  entre  le  degré  de  l'équation  et  celui  de  ce 
groupe  homogène  est  l'ordre  de  multiplicité  du  point  à 
l'infini. 

Si  cet  ordre  est  a,  la  droite  à  l'iidini,  rencontrant 
en  a  points  seulement,  n'est  pas  tangente;  on  trouvera 
a  asymptotes,  réelles  ou  imaginaires  à  distance  finie. 

Si  l'ordre  est  inférieur  à  a,  la  droite  à  l'infini  est  né- 
cessairement tangente,  il  v  a  branche  parabolicpie 
simple  ou  multiple;  il  peut  y  avoir  certaines  branches 
de  courbe  à  l'infini  ayant  une  tangente  ordinaire,  c'est- 
à-dire   que   la  courbe    peut    avoir    simultanéMient    des 


(')  Cet  yrliclc   /"ail   suite  à    celui   qui  a  pour   titre  :  Sur  la  coi 
struclion  des  courues  algébriques  (p.   i.)(i  du  présent  Tome). 
Ann.  de  Matliémat.,  4'  série,  t.  VI.  (Juin  1906.)  i6 


lu  .iliclir",    |),i|-.il)(>li(|iics    et    (|(•^    In  .iimIics    Ii\  itci  I)«»I  i(|  ih'S 
il.iiis   iiiM-   riK'iiii-  (lu  t'i  I  imi . 

Nous  (•Unlicrniis  d'iihord  les  ln-aiichr.s  II v j)«'rl)oli(iiM!.s 
dans  les  directions  où  Tordre  de  iitulliplicité  du  poiiii 
esl  le  luèuM-  «(ne  <elui  de  l.i  diieelion  asvni|»loli«|ue  ;  eu 
second  lien,  les  jii.iuclies  |)ai;d)oli«|ne.s  (txiitLaul  seules  ; 
en  lin  les  hi  a  ni  lies  li\  |)«'rl)oli(|ues  el  |)ai'a|joli<|nes  si  nui  I- 
lanées. 

Les  procédés  eiMjdovi's  sont  analoj^ues  à  ceux  em- 
ployés pour  It-lude  de  la  courbe  aux  en\  iions  d  un  poini 
à  dislaïuie  finie;  ces  pi-océdés  peiiiielleiiL  d'olileiiir  un 
Ifacé  correct  de  la  «ourhc  et  de  fixer  la  position  ainsi 
<pM'  le  i^eiiie  des  Inanc  lies  paraholiipies. 


1.  -  Dm 


l.(T|0.\    ASN  MPTOTIOl  i:   SIMl'l.i;. 


Soit  )'  —  (\x-  =  <),  celle  diieitiou.  J^eiiMalioii  de  la 
couihe  est  de  l.i  lornie 

(jr  —  cT}  ^„^  ^(x,J  )-i-  o„_ ,  f  ar,7)  -h  9„..;.(  x,  >')  -i-  . . .  =  o. 

Si  'i„  ((x,  )')  est  ideiiliquenient  nul,  la  dioite 
y  —  cx  =  0  est  rasvniptoto  tdie-niènie,  car  elle  i-en- 
coiitre  la  coiirhe  en  d(;ux  points  au  moins,  confondus  «n 
un  point  simple  a  l'i  n  lin  i  ^  ell<>  est  donc  tan^'entea  I  iiilini. 

Supposons  'Ci„  t(.r,y)  non  idenlifpiemenl  nul  et  soit 
'Z>„_r{j:,  J')tlc'  de^ré  /i  —  /le  i^ioiipe  lioiiioi^ène  siiixanl 
par  ordre  de  degrés  décnussanis. 

Posons  y  =z  ij-,  l  a  |tour  limile  c  (piand,  x  «'l  y  crois- 
sant sans  limite,  l«'  jioint  <pii  décrit  la  c  ouil)»-  s'éloigne 
à  rinlini  <lans  la  dire(  lion  considérée,  il  vient 

(  j  -   >:  ./■  )  'l,,.   ,  (1 ,  /  M"    '  -+    r"-  1  <  ' .  '  )^"    ' 

■Jr-  ç„_rO.  /Jar"   '■-H.  .  .=  o 

UU 

I 
*«    j'',0-^ 777  V"-'* '''-'"*"••  • 


(^)ii,iiiil    X    cn.îi    sans    liinilc,    la    liiiiilc   Av.  y  —  c x  t'sl 
Torde. iiiK'c  a  Toi  i-iii<-  d  i\r  l'asyinplolc.   On  a  donc 

rf  =  -lim yn-2(i,c). 

on  retrouve  la  règle  connue.   L'asymptote  est  alors   la 
droite 

y  —  CT  —  d  =  o. 

Prali<|u<'iiienl,  on  résout  ré(|uation  de  la  courhe  par 
rapport  au  facteur  y  —  ex  pris  dans  les  termes  du  plus 
haut  degré 

y  —  CX=z—  9"-l(^.  y)  H- ?„-;.( 3",>-)+.  .. 

On  remplace  dans  le  second  memhre  y  pai'  cx^  il 
reste  une  fraction  rationnelle,  (piotient  de  deux  poly- 
nômes entiers  en  x,  dont  on  cherche  la  limite  pour  x 
infini. 

Exemple  : 

x^ix  -  3jK)  —  (y-x)(3y-^x)^y-  ^x  =  o. 

Cherchons    l'asymptote     parallèle   à    o.x—'^y=o 
On  a 

zx  -  3j  =  (y-^)(^y^^)-.v-h2x 


Remplaçons  dans  le   second   memhre  y  par  ^  x  en 

remarquant  qu'il  sultit  de  faire  la  substitution  dans  les 
termes  du  second  degré.  On  a 


~  -i^x  X  3x 


(  "il  ) 

(liiiil    1.1    liiiiiU-  fsl  —  I.  l/asyin|>lutc  clifi clicc  csL 
'>.X  —  '\y  = —  I. 

l'ositioii  (Ir  la  coitrhc  j)iir  r(tj>ii(trt  à  1' (isymphitt^. 
—  FJIc  l'sl  (loiiiu*)'  |);ir  Ir  sij^m*  de  y  —  ex  —  il  ou,  plus 
géncraliMiiciil ,  si  r.isvmiilolc  est 

ax-(-  ^^-4- Y  =  o, 

la  ixisilioii  est  (jumu'c  par  l«'  sii;nr  de  aJ" -f-  [ii_V -h  y 
pour  les  coordoMiiéfS  du  poiiil  df  la  cuurlx'  (juaud  il 
s'idoi<;u('  a  rinlini,  j'asyiiiploli'  parlai;caiil  le  plau  vu 
deux  réyiojis  pour  les  poinls  dcscpicllcs  la  foMilif)n 
•xx  -h  '^y  -\-  y  esl  dim  sii;ne  on  de  l'aiilr»'. 

L'asyniploU;  rcnconlrc  la  courbe  en  deux  points  à 
liidini  an  moins.  LV(|ualioM  île  la  eourhe  peut  doue  .se 
inelLic  sous  la  loinic 

{y  —  ex  —  (l)\  ■!/„    ,  ^  r.  K  )  -+-  •i'n   î  (  -T,  y  )\^/  [x,  y)  =  o, 

y(a,j)'j  élanl  un  poix  nome  de  de^ré  au  plus  t'gal 
à  II  —  '2.  EllrcLuons  la  (li\isionde  y(x^y)  par 


y 


ex  —  cl: 


Vj^iy)  =  {y  —  cx  —  (/)Q{x,y)-h  R(  J"), 

R(x)  élanl  nn  p«>l\  nonn-  de  de^né  //  —  ff,  aveeyy  ^  2. 
On  a  (Iduc 


y  —  ex  —  d  = 


-  H(x) 


xi'    I    ,  I   , 


(  .f,  ) 

Quand  x  cioit   sans  limilc,   le  scroiul  (acleiir  ilii  si;- 
1  1  I-  "»  I 

r  —  C.V  —  r/  |)ttiii  .r  iiiiiiii  csl  donc  celui  de 


^'"'•K   i(i,  c) 


Le  calcul  se  fait  j)iali(|n('iiieiil  d<'  la  manière  sui- 
vanle  :  on  écrit 

On  réduil  le  second  inciubre  au  même  dénomina- 
teur; dans  le  numérateur  de  la  fraction  obleniu-,  on 
remplace  y  par  ex  -\-  d^  ce  numérateur  se  réduit  alors 
à  — R(j:);  dans  le  dénominateur,  on  remplace  y 
par  ex  et  l'on  prend  les  termes  de  plus  haut  degré  en  x 
au  numérateur  et  au  dénominateur;  le  signe  de  leur- 
rapport  est  celui  de  j^  —  ex  —  (l. 

Si  p  est  pair,  la  courbe  est  de  part  et  d  autre  de  son 
asym[)tote.  Il  y  a  contact  simple  à  Tinfini  si  p=i-2.^ 
point  méplat  à  Tinlini  si  />  =  2K  avec  K  >  i . 

Si  p  est  impair,  il  y  a  inflexion  à  l'infini  et  les  deux 
branches  de  courbe  sont  asymptotes  du  même  côté  de 
la  droite. 

Dans  les  deux  cas.  la  courbe  est  asymptote  aux  deux 
extrémités  de  la  droite. 

Remarquons  enfin  que,  si  R(x)  =  o,  on  a 


y 


—  ex  —  d  =  (}. 


Les  racines  de  R(vr)  sont  donc  les  abscisses  des  points 
de  rencontre  à  distance  finie  de  la  courbe  et  de  son 
asymptote.  Pour  la  [)Osition  de  la  courbe,  il  suffit  de 
calculer  le  terme  de  plus  haut  degré  de  R(j:),  cpii  per- 
met de  conclure. 


(  a.^fi  ) 
K  jwinnir.  -     nciii  tuons  la  <  «nirltc  (Itmiii'c  l'ii  l'Xciiinlr 
juccrtliiniiiciil 

x^{xx  —  iy  )  —  {y  —  x){'iy  -If  t)  ->r  y  —  1T  =  o. 

L'as\  iiij)it)i('  «'Si 

f.x  —  '\y  -f-  I  —  o. 

L'éuuatioii  «le  l;i  romhr  <l<)imt' 

_  (y  —  3-){'\y^x)—y-h 

X* 

3y^ —  ixy  —  y  -h  f-X 


IX  —    .>  V  -f-  I   =   -^ -H  I 


licmplardiis  clans  1(î  scmoimI  nitiiihrc  j)'  par  - — — 
vii'iil,  réiliulioiis  faites, 


6aT 


Lu  sigiH"  <le   cclli'   cxiiicssioii  csl    celui  àv   -   jxjui'   .c 

croissant  sans  liinilc  La  (omlje  est  donc  dans  la  réf^ion 
|)o,sili\c  ((('lie  de  l'orieiinc)  pai  rapport  à  l'asyMiplole 
pour  X  inlininicnt  t^rand  positif,  et  de  raulre  cote 
pour  T  iiéi^alif.  Il  y  a  contact  simple  à  l'infini.  L'asymp- 
tote  lencontr»'   la   courbe   à  dislance  finie  en  un  troi- 

. ,  ■         I  I  '   I      •  < 

sienie    point    dont    I  ai)scisse    est    —  -    et,    par    suite, 

11        I  ,       \   /         7.  \  I 

1  ordonnée  -  (  —  ô  +  <  )  on   H 

Rf^nmrquc.  —  Pour  la  di-terniinalion  de  rasyinplcjte, 
l(jut  se  passe  (oinine  si  la  ronihe  proposée  était  reni- 
pl.iree  par  la  (  ourbt; 

( y  —  cx)'^n--\{x,y)  ■+■  ç<„_,(j-,7)  =  o, 

(OUI  l)c  uiii(Uisale  di-  iletj;ré  //,  puiscju'elle  a  un  point 
niiillijile  d  ordre  n  —  i  à  lOiigine. 


(  ■'■\:  ^ 

Polir  r»''lii(lc  (le  1,1  |)()^iliuii  (If  l,t  (oiH'l)!'  |)ar  r.i[)|»ort 
;i  son  asvm[iloli'.  Il  huit  jutiiilrc  un  Icniif  ili*  plus  (^<v 
iicr.ilciiiciil   siillis.iiii  I  cl  coiiskIi'ici    |,i  coiiil)»' 

(y  —  CT)')^n     1(3*.  7)-+-9«     l(^,  .r)  -*-<f/i-/-(a7,.>')  =  O 
OU 

—  —'in-\{^,y)  —  d')^n   xix,y}  —  '^n~ri3r,  y), 

(ju'oii    Iransfornie   iniiuédiaUMnciil   en  la   suivante,  (|ui 
est  uiiicuisale  : 

a:n-i(j_cjr  — rf)%    ,(i,  c) 
=  —  «P/»-i(-y,  CX  +  d) 

—  d<\>n-\  {^,  ex  -h  d)  —  (fn^ri^,  CX  -+-  d). 

Si  le  degré  du  second  membre  s'abaisse  au-dessous 
de  n  —  /•,  il  faut  alors  prendre  un  terme  de  plus  dans 
l'érjualion  de  la  courbe  pi(»posée  et  l'on  ramène  de  la 
même  [acon  à  une  courbtî  uiiicursale. 


II.  -  Po 


INT    DOUBLE   A  L  INFINI. 


L'éqiialion  de  la  combe  peut  s'écrire,  en  supposant 
les  asjinploles  à  distance  finie, 

(y  —  cx)^  '^n-i{x,  y)-h{y  —  cx)  Xn-i{-^,  y) 

-+-?«-2(^,7)^?«-3(^,r)+---=o> 
on 

(y  —  cx)i'\^n-iii,  0-+-(r  —  c:r)y_„_2(i,  O 

-l-9«-2(i,  0 -t-  -?«-3(i,  ^) -H..  .=  o; 

en  posant  j'  ^  tx^  ou  encore 

(7  —  ex  —  a' )  (jK  —  c  j- —  a"  ) -H  - 'y„-  3  (  I ,  O -+- •  •  •  =  o, 

X 


a'  l't  7."  t'taiil  les  ratiiK's  île  rr(|ii;ili<)ii  en  A, 

(^)n. 111(1  X  l'I  )  iruissciil  sans  liniilr  de  hlle  s«»rle 
(|iii-  /  leride  vers  c,  e  esl-à-diir  (|ti<'iiid  1«'  poinl  s  l'Inif^ue 
.1  I  intiiii  ><i!r  l.i  edui  Ite  dans  la  diieelioii  iloilllée,  z'  el  y." 
uni  puni  limites  1rs  racine-,  </'  el  J"  de  ri'(|nalion 
«•n  (l  : 

d*<\i„   i(i,  c)  —  d/„   ,(  I.  c) -t- ï)„   ,(i.c)  =  o, 

y„    .j\  I  ,  f)  el  '^„_.,[i  ,  f  )  pou\anl  èlre  dillérenls  de  xéi«t 
uu  nuls,  sans  que  les  résultais  snivanlsen  soleiil  chan- 
gés, contrairement   -i    la    discussion    analo<;u(*    des    tan- 
gentes en   on    point  <loulile  à  dislance  linie. 
On  a 

<  r  —  r.r  —  i'  )(  y  —  CT  —  i')  = ç,_j (  I ,  /  ) 

Pai'  suile,  (jnanJ  .r  el  y  <  roisscnl  sans  limite  : 
lim(^  —  CJ"  —  d'  ){y  —  ex  —  d"  )  =  o. 

L  un  des  ia(  leurs  au  moins  a  don(  une  limite  nulle. 
On  \érilie  lacilcmcnl  <juc  lune  (juch  (tn<|ue  des  deux 
droites 

y  —  ex  —  (/'  =  o,        y  —  ex  —  d'  ■=  o 

esl  asvni|)tol(*,  c'esl-à-dire  (ju  elle  rencontre  la  ct)url)e 
en  trois  points  au  moins  à  l'infini.  Kn  cdel,  si  l'on 
eoupi'  la  ( Durhe  par  une  (|U(lcon(jue  de  ces  droites,  la 
jtreiiiièrc  par  exemple,  on  esl  ramené  an  système  ilo 
deux  é(jnations 

d*  '\m    î(  J",  ex  -t-  t/  ;  -r-  </  y  ,„    jl  J  ,  Cl   -^  d'  ) 

-H  <pn-j(x,  cx-h  rf*) -f-  <?„  j(x,  car -+- ef) -H. . .  =  o, 
y  =  ex  -i-  d'; 


les  li'i'iiics  tk'  dt'gii-  Il  —  ■>.  (li;  la  prcmicic  sonl 

le  cocfficiciil  i\r  .r"    -  est 

<f2(|>„_-2(i,  c)  -+-  d'/n    2(1,  c)  -+-  9„  .2(  r,  c), 

qui  est  nul . 

J>a  |)reriiièi'('  ('(|iialioii  est  donc  au  plus  de  degré  n  —  .i 
el  la  droilc  coiisidci  c'-e  1  ('iicoiilic  hicn  la  ((nirlir  en  tr-nis 
points  à  l'inlini. 

Par  suite,  le  faisceau  îles  deux  asvmptoles  est 

(j  —  cry-^n-iii,  f)-t-(J-—  ex)  y ,,^2(1,  c-)-^-?«   2(1,0)  =  o. 

On  l'ohlienl  praliqueuienL  en  prtMiaut  les  termes  de 
degré  //,  de  degré  n  —  1  el  de  degré  n  —  2,  en  niellant 
(y  —  ex)-  en  laeteui- dans  les  premiers,  y  —  ex  dans 
les  seconds  et  en  remplaçant  dans  les  autres  facteurs  x 
par  I  et  j'  par  c. 

Si,  dans  l'équation  ainsi  obtenui',  on  remplace 
y  —  ex  par  d,  on  a  l'équation  aux  ordonnées  à  l'ori- 
gine d'  et  d"  des  asymptotes. 

Exemple.  —  Soit  la  courbe 

{x—yf-(x+y)'-^{x-i-f){x—y){'i.y  —  x} 

—  i  3 X  —  y  )  {■?. y  -i-  X )  -h  X  =  0. 

Cherchons  les  asyniptoles  parallèles  à  x — ^'  =  0. 
Prenons  les  trois  premiers  groupes  tlu  premier  membre 
en  y  remplaçant  (x  — y)-  par  r/-,  x — y  par  d  el  par- 
tout ailleurs  x  el  j-  par  1.  puis(|ue  le  eoeriicienl  angu- 
laire est  I .  On  a 

4  d--T-  ni  —  6  =  0,  d'  =  \,         d"  =  —  -. 


(     9,.5o    ') 

Les  <lfii\  a^viiiplolt'."»  .s<iiil 


3 

r  —  Y  —  I  =  o,  T  —  v-t--~u- 


(  )m  aiiiail  <lr  mriiic  les  (|iu\  asvmjiliiUs  |>ai°all(Mi-s 
à  .r  -(-  y  =  o. 

Discussion.  —  Si  il'  ri  d"  soiil  iinai;iiiairc.s,  <»ii  a  un 
point  doiil»!»'  isolr.  Si  (f  cl  d"  sont  réels  t'I  «llslincls,  on 
a  deux  asvniplnlcs  pai  allrlcs  lanj^enlt's  à  l'infini  à  drux 
branches  de  courhus  réelles.  Si  ré(|nalion  en  d  a  une 
racine  double,  on  a  une  asvniplole  double;  la  n*alilé 
des  branches  de  courbe  à  I  inliiii  dans  ce  cas  sera  dis- 
culée plus  loin. 

Toul  se  pas>e  coinnie  si  la  cniirbe  élail  i(in|i!.i<  <<•  [i.ii- 
la  courbe  auxiliaire  : 

(^r  — ca:)*<;/„.-,(a-,j)^(  K  —  cj- )•/„♦( jr,j)-4-^„_,(.r,^  )  =  o. 

Position  de  la  courbe  jhh  rapport  à  son  asvmptotp . 
—  L'asyniptole  lanyenle  en  un  poinl  double  à  Tinlini 
V  renconlre  la  courbe  en  Irois  points  an  moins.  Si  les 
deux  as\inplotes   sunl  di>rmcles,  on  pcul  t'crire 

y  —  ex  ~~  d' 

_  — (7  — c.rr/„    ï(j,7)  — tt.„   ;(x,7)— y„    ^(j-,^)— ...       ^, 

On  \eiiail  alors,  pai'  le  même  raisonnement  ipic  dans 
le  cas  de  l'asYniplote  simple,  (jue  !<•  siyn»'  du  premier 
membre  pour  .2' infini  est  celui  du  second  membre  d  mis 
lecpiel  f»n  a  remplacé^  par  rx-\-d'  ri  (pie  le  nnnu'- 
raleur  de  la  Iraclion  est  alors  un  polynôme  de  degn-  au 
plus  éyal  à  n  —  3.  Tout  s«'  passe  dfiuc  alors  comme  si 
l'on  considérait  la  courbe 

(^_cj~»*-;„   i{x,y)  -^(y  —  cx)/„   iix.y) 


(  -^.Si   ) 

ohlrniic  <ii  |>r('n;iiil  les  (|ii;ilrc  |)rcnil('ts  i;r(»ii|irs  de 
r(''(|ii.il  ion  [>r<)|)()s<'('.  Ijii  (((Hilx'  pn-c  ('(Iciilr  |)i'iil  Jiloi's 
cllc-inrinc  rire  rciii j)l;u'«"«'  |>ai'  la  siii\.iiil<-  ipil  s'rn  ilé- 
cluil  : 

(y  —  ex  —  (l')(  y  -  ct)'\>„    , ( .r,  jk )   t- '«'«   h(^^}')^<'- 

Enfin  celle  eoiiibe  peul  elle-inèiiie  èlre  reiiiphuée  par 
la  courbe  unieursale 

d'(y  —  cx  —  d')<\>„^ti^,c)-^  -«I»n^5(i,c)  =  o. 

Ce  sont  ces  difTéi'eiites  iransfonua lions  ([u'oii  opère  en 
agissant  comme  il  est  dit. 

Si  le  degré  du  numérateur  de  la  fraction  obtenue 
s'abaissait  au-dessous  de  n  —  3,  il  faudrait  alors  prendre 
en  plus  dans  l'équation  le  groupe  'fu-nijc,  y)  et  ainsi 
de  suite;  et,  d'une  manière  générale,  tout  se  passerait 
comme  si  l'on  remplaçait  à  l'iniini  la  courbe  proposée 
par  une  courbe  uiiicuisale  de  la  (orme 

rf'(7  — ca:  — rf')4/„_2(i,c)H-  —  *„_,,_2(i,  c)  =  o. 

Exemple.  —  Appliquons  ce  procédé  à  la  courbe  étu- 
diée précédemment 

{x  ~  y)'^  {x  +  y)'^  ^  {X  +  y){x  —  y)  (-ly  —  x) 

—  (Sa-  — y){iy^i.)-\-x  =  o 

et  à  son  asymptote  x  —  y  —  i  =  o.  On  a 

—  (x  -^ y){x  —  y)(iY  ~  X)  -¥-  (,3x — y)  (•>.  y  -~  x)  —  x 
^~y  -  ^x-  y){x^yf 


D'où 


x—y—\ 


-  {x-^y){x—y){>.y  —  x)-^{'ix—y){iy-\-x)       ) 

)M 


—  X  —  (x  —  y){-T  -^  y)^ 
{x—y)(x^yf 


lu'iiij)lat<>ii.s  (laii>  \v.  secoiul  iiu-iuhre  x  par  )   H-  i ,   il  se 
it'duil,  tous  calculs  faits,  à 

3r 


(iy  -h  \)* 


ce  (jiii,  |H)ur  -)'  inliiiiiiiciil  giatul,  inonlre  que  la  fouc- 
lioii   j' — j'  —  I    csl   du   siji;ue   de  ^'  el,   pai"  suite,   (ju'à 

I  inliui  la  courhe  est  |tar  rapport  à  sou  asvni|itot(*  daus 
la  même  région  (|ue  l'oii^int'  ilu  côté  des  y  négatifs  et 
dans  la  région  opposée  du  côté  des  j'  positifs.  La  courbe 
coupe  Tasyniptote  au  point  pour  lequel  y  =  o. 

Si  d'=(i"=cf,  c'est-à-dire  si  l'asymptote  est  double, 
l'ëqualion  de  la  ( Durbe  ptul  se  mettre  sous  la  forme 

(y  —  cx  —  df-  ';„_j(3-,j)-^-?«-3(^,  r)-H...=  o. 

La  discussion  s'opère  alors  de  la  mèiue  façon  (jue  |»oui' 
les  tangentes  doubles  à  l'oiigine. 

Si  (p„_3  (i ,  c)  ^  o,  tout  se  passe  comme  si  l'on  avait 
la  courbe 

•^  X    <^,^-i{l,C) 

II  y  a  rebroussemcnt  de  première  espèce  à  l'iniini,  dans 
la  région  des  a:  positifs  ou  négatifs  suivant  le  signe  du 

coefticient  de  — •    La  courbe   auxiliaire  a  son  équation 

X  ^ 

résoluble  en  y  : 


y  X    ^n    î(«, 


y  =  cx^a±\/  --  j-   ' ,:\^' 


Si  'irt^3(i,c)  =  o  ou  si  ■z,n--i{_x^y')  est  idenlicjue- 
ment  nul,  on  opère  d'une  lacon  gcni'rale  comme  pour 
les  tangentes,  et  le  procédé  pratique  de  calcul  jx-ul 
s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 


(  ^•^>'^>  ) 

On  ineL  d'abord  ré(|uali()ii  de  la  coiirljc  sous  la  lormc 

{y  —  CT  —  d)i<\i„  .,Jx,  y)  -h  (?n   p(  T,  r  )  -+-•••> 

iMi  iLMiipIaraiil  dans  r<''(|nal  i.)ii  dv  la  courhc  oiiloiiiu'c 
(Ml  groupes  homogènes  (y  —  cx)'^  par  (y  —  ex  —  dy, 
puis  en  coin[)l<lanl  l'é(piation  par  les  ternies  ainsi 
ajoulés  eliangés  de  signe-  on  eonseive  dans  ce  qui  suit 
les  groupes  suceessifs  en  s'arrèlanl  au  premier  non  di- 
visible par  y  —  ex. 

\"  Le  second  gioiipe  zi„_p(xy)  n'nst  />ns  divisible 
par  y —  ex.  —  On  remj)lace,  dans  ^j/„_2  el  dans  '^ii_p., 
y  par  ex,  ee  qui  revient  à  prendre  la  courbe  auxiliaire 

Si  />  esl  impair,  on  a  rebroussemenl  de  première  es- 
pèce (/^.   i). 

Fi  g.  I. 


Si  p  est  paii-,  point  double  isolé  à  l'infini  si  le  coef- 

cient  A  =  —  '^"""^.'''^^  est  négatif. 

Si  p  est  pair  et  A  positif,  on  a  deux  branches  de 
courbe  tangentes  à  l'infini  de  part  et  d'autre  de  l'asym- 
ptote (Jig.  2). 

2"  Un  certain  nombre  de  groupes  sont  divisibles 
par  y  —  ex.  —  On  cheiche  après  le  premier  terme 
tous  ceiix  consécutifs  cjui  sont  divisibles  par  (>'  —  ex)- 
et  l'on  remplace  comme  précédemment  {^y  —  ex)'-  par 


(  ■Ô4  ) 

(^y  —  ex  —  f/)- ;  (laii^  les  Iciinc.s  »|iii    mh\  iiil .  un  icm- 
|)laii'  ilf  riit'iiic  V  —  ex   j)ar  y  —  fj'  —  </,    de    liuoii    à 


l'i«    ->. 


iiniirc   rtMjiialion  sous  la  forme 

(y—  ex  —  d)*W„-i(x,y) 

-h  (y  —  ex  —  c/ )'l>„-g{r,  y)  -+■  X„- r(^,  J') -H. . .  =  <>. 

Dans  les  trois  polvnunn's  ^\  <!»,  X  ainsi  formés,  on  ne 
tonst'rvc  (jiif  l(>  i^roujics  liomogènes  d»;  plus  haut  degré 
rt  1  on  V  irniplaïc  >'  par  fJT.  On  ohlirnl  ainsi  l'i'(|ua- 
lion 

(J—  CT  —  d)*'\>„-i(l,C) 

Knlin  on  décompose  <'n  une;  soin  m»;  de  carrés  le  liinome 
en  j' — ex  —  il  ainsi  lornie.  S'il  est  carré  parlait,  on 
prend  un  i;i-onpi'  de  plus  dans  I  é(|ualion.  On  li;  met 
ainsi,  dans  lous  les  cas,  sous  la  forme 


Y  —  ex  —  a =  — r- 

V-^  x'i   ^  J         xi* 


lOul   re\itiii    a    remplacer   la    couibe   pioposée   par    la 
précédenle. 

//    impair.    —     Rehroussemenl    de    seconde    espèce 

(A>.3). 


(  -'Sr^  ) 

h  fiai r.  —  PoiiitdoiiMc  isolé  si  B<[  <>;  «•oîilact  double 

Fig.  3. 


à  l'inliiii  si  B  >■  d  [(11111   iiièine  côlé  si  (f  pair  {/ig-  4)i 


■^ 


de  part  el  d'autre  si  q  impair  (  /ig.  5)], 

Fig.  5. 


m.   —   Point  multiple  d'ordre/». 

La  déteiiiiinalion  des  as\ni[)toles  se  ferait  de  la  même 
laçou  que  pour  le  point  double.  L  écpialion  est  de  la 
forme 

Eu  remplaeanl  dans  les  />  -+-  i  premiers  termes  y  —  ex 


(  2.56  ) 

|»;ii-  (h  y\\\y>,  tiaiis  K's  Ioim  lions  'î/,  jr  par  i  cl  r  j)iir  c,  on 
aura  Iftination  aux  oiclonncts  à  l'orii^inf  (U;.s  asjMJ- 
nlolt's.  l'oui'  a\()n'  la  |)<l^llion  par  ra[>|)<)i'l  à  I  nnc  des 
as\  m  iilolts  y- =  cjc -\- (L  <>n  t-lntlir  cttninn'  |irc(  «-(Icni- 
nicnt  II-  >l:;n<'  du  laclcnr   )'  —  CX  —  (/. 


IV.    —     AsVM 


l'IO'JIS    !•  \K  M.l.lI.KS    AUX    .V\i;.S. 


La  tht'oiic  pivcédcnlc  ne  suppose  pas  c  ^  o  v.l  s'ap- 
pli(pit'  cncoi'i"  aux  asymploU's    parallèles   à   Ox.    Dans 

les  (lillrrcnls  j^riiupc-»    Imniogènes,  on  ninplace  (l»»nc  j: 
par  I   «'l  V  par  <>. 

Exemple  : 

y{  y-  —  x"^)  -\-  x^ —  "^xy  ■+-  uy  —  x  =  o. 

Ou    résout    1  f(pialion    pai-   rapport    au    tactciu    y  des 
ternies  de  plii>  h. ml  degré, 


7  = 


•).xy 


y 


2  —  .7-2 


Pour  j'  =  u,  le  >eeond  ineinljn;  se  réduit  à  i.  1/asyiiip- 
tôle  est 

y  —  \  =  ... 

On  retrouve  ainsi  la  règle  ( onniie  pour  obtenir  les 
asyinploles  [)aralléles  aux  axes.  Pour  <'liidiei  la  posi- 
tion de  la  eourbe,  on  lire 


J 


_  —  x^-h  '?.  xy  —  ly  -h  X         _  ■>.  xy  —  -ly  -h  x  —  y* 
y*  —  a?2  y* — X* 

Pour  9         I  ,  le  second  ineiiihie,  cpiaiid  .r  est  iiiliiii,  a  le 

signe  de  --  ->  ee  (|ui  delcrinine  la  [)Osition  par  iapj)oil 

à  rasymptole  y  —  i  =  o. 

Pour    les    .i>viiiploles    paiallèl«;s   a    Oj',    il    sullit   de 


(  ^-'>7  ) 
changer  j:*  en   )(l  y  en  .<•  (l.ins  les  laisoiiiiciiieiils  fails 
|)Our  les  asymploles  parallèles  à  Ox.   Dans  les  gronpes 
homogènes   laeleurs  cl»'S  diverses    puissances  de  x,  on 
remplacera  donc  x  |>ar  o  et  y  par  i . 


V.  —   Branches   i*aiîAboi.iques. 

Pour  étudier  les  types  de  branches  parahoiifpies,  il 
est  plus  commode  de  supposer  (pie  la  direction  asvm- 
ptoli(|ue  est  celle  de  O.r. 

Quand  la  droite  à  l'iidiiii  est  tangente  ordinaire  en 
un  poirtl  simple,  on  a  comme  parabole  asvmplotitpje 


y^  =  ax. 


En 


do 


coordonnées  homogènes  : 

y^=  axt; 


sous  cette  forme,  on  voit  (pie  A  =  o  icnconlie  en 
deux  points  :  c'est  la  foiine  ordinaire  des  parabol<;s 
du  second  degré. 

y^  z=  ax-t  donne  un  poiiil  d  inllexion  sur'  la  droite 
à  l'infini,  ^  ^  o,  (pii  rencontre  en  trois  points  con- 
fondus. Les  branches   inlinies  ont  la  disposition  de  la 


figure  6. 


Fig.  6. 

y 


y^=zaxt-  correspond  à  un  point  double  à  l'infini, 
avec  rebroussement  sur  la  droite  à  l'infini  {Ji^.  7)  qui 
doit  élre  considérée  coninn;  une  tangenle  double. 

En  général,  le  ^eme  jP  =:  ax'P~*  t  correspond  à  une 
Ann.  de   Matliëmat.,  4*  série,  l.  VI.  (Juin  1906.)  i~ 


(  u58  ) 

hr.iiM  lie  .sini|)lc  du  Ivjx-  dt-s  l)i  .iik  lies  p.ii.ilxil  i(|iics  du 
s«'ioiid  dci;iT,  <Mi  du  l\|n'  <l<'  l.i  lit;uri-  (i.  sn  i\  .ml  <|U(' // 
est  pair  ou  iuij)aii'. 


/ 


Le  ly^te  yP:=  aaP~-l'-  concsiinMil  ;"i  un  |><»iiil  flouhlf 
à  l'iuiinl;  si  p  est  inipaii-,  on  a  la  di.sjxisirmu  de  la 
figuie  -;  si  /)  est  pair,  par  exemple. 


Pour  a^n,  ou  a  (|uatif  l)ran<-lics  p.uiilxd  Kpu'S 

sviuéhiqucs  [>ar  rapport  à  O)'^. 

Pour-   )■''' rr^  a x^ .  ou  aurait  (jualrr  braiiclics  ilu  griiir 

svinélrifpies  par  r'apporl  à  Oy. 

Ou  voit  ais(''iu«'ul  couirucul  ou  t'iirdie  le  cas  géuéial 

corresj)oudaui  ;t 

X>'=n.rr   '/. 

ÎNoiis  allons  uous  proposer- d't'Mudiir-.  piuw  une  diiec- 
liuu  (|U(-l(-onque,  le  genre  de  la  bianelu-  pai-al)oli(|iu>  el 
son  aruplilude  par  la  gi-andeurdu  eo"|]i<-iiiil  a. 

Le  uièinc  pi(»(-e(K'  piriucl  I  r;iil  dr  trouser-  l<-  plus 
souNeiil  uni-  par-.'il)ole  d'('>r|u:ilioii  simple  asviuplote  à 
la  (-OUI  1)1-  pr-<ipos(''c,  et  la  |>i)siiinn  p;ir  rajipoil  .1  erllc 
paraholr;  mais  (-e  iiroeédc  11  est  pr-adcpre  (pu-  d.iiis  le 
cas  d  nui-  lu;iiirli(-  p.n  alxd  npir  du  jireniiei'  ou  du  second 


(  .>.5f,  ) 

lvj)r.  On  |)('iil,  dans  le  cas  j^énéfal,  placci-  <'xacl(;nicnl 
la  branche  païaholicpie,  sans  (|n'il  s<»il  nécessaire  d'avoir 
une  paraixtie  asvni|)l<>le. 

Nous  supposerons  d'abord  (pie  dans  un(.'  direction 
donnée,  v  —  ///jr=f»,  la  droite  dv  l'intini  est  seule 
tangenle  à  la  courbe  à  Tinflni,  c'esl-à-tliic  (pi'il  n'y  a 
pas  de  branche  hyperbolique  dans  la   même  direction. 

I.  f)t  oile  (le  rin/ini  lan^ente  en  tin  point  simple. 
—  L'équalion  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(y  —  /»  .r  )/'•]/„_/,  (j-,_k)  -I-  On^\ix,y)  -t-9„-2(J',JK)-+--  ••=  o, 

avec  la  condition  C5„_,(i,  ///)péo.  La  droite  de  l'inlini 
icnconlre  la  courbe  en  p  points  confondus;  il  v  a 
inH(;xion  graphique  ou  point  méplat  à  l'inlini  suivant 
que  p  est  impair  ou  pair  et  supérieur  à  2,  contact 
simple  SX  p  =  1. 

Toute  courbe  de  la  forme 

{y  —  mx)i' -\-  l.rP-^  =  o 

a  en  commun,  avec  la  courbe  donnée,  p  points  à  l'in- 
iini  au  point  considéré;  cbercbons  à  déterminer  A  par 
la  condition  qu'un  (/>-(- iV^""'"  point  commun  s'éloigne  à 
l'intini.  La  courbe  ainsi  obtenue  aui'a,  par  rapport  à  la 
droite  de  l'intini,  même  position  que  la  courbe  donnée 
et  ser\iia  de  courbe  auxiliaire  pour  caractériser  la 
forme  de  la  branche  parabolique  à  étudier.  On  peut 
écrire 

o„-i(x,y)  =  (y  —  mT)yn-i(x,y)  -+-  At"-». 


A    étant    un   coellicient    numéiicpie    non    nul.    Soit    de 
même 

'^n-p{-r,y)  =  (y  -  ma-)yj,.-,,   i(x,y)^Bx"-P. 


L'i'*(jii;ili(iii  (If  11  ((niiltc  (loiiiM'c  priil  «;li  (•  rriii  |il.icfc  j);ir 

—  Ixl'    '  [(  y  —  m T )■/„   ,,    x(T,y)  -f   W  /•"    /'  | 

-I-  (  /  —  mr)  /ni  (x,  y)  -\-  Kx'*    '  -H . .  .  =  o. 

iJctcnniiiDiis  A  n.ii'  l.i  coiid  il  mn  (|ii(' 

A  =  XH. 
CetU'  c':|ii.iLi()ii  (JcNiciil 

{y  —  mx)\—\xv   ^  /ji   ,,   \{T,y)->r/„   ,{x.y)\ 

et    l;i   (Dinhr  (Iomikm'  a  hicii,  ,\\rv   l.i   coiiilx'  aiixil  iiiirr, 
/^  +  ■    |*<>iiit>  <iii  rii<)iii->  ( oiiiiMiiiis  a  I  iiilini. 

Pr.il  i(jii(:iiiciil ,  on  ri'iiiar(|UL' (|iu' Ao.'"  '  cl  lî^'""'' sont 
les  rcsU'S  (Ji's  divisions  de  '-5„_i  cl  de  •!>„  p  pai'J'  —  inx, 
c'est-à-dire  les  résullals  de  la  snhslil  iilion  de  iii.r  ■i  ) 
dans  ces  ixd  \  iioiiics  cl  I  dii  ohlicnl  la  <  oiirlx-  an\di;iii'c 
par  le  procédi'  d<;  résoliilion  dc|a  employé  poiii  Ic^  tan- 
gentes à  l'origine  cl  les  asyniploles.  On  écrit 


{y  ■—  inx)i'  = 


?«    \^'r,y) 


^n-p<X,y) 


La  courlic  auxiliaire  esl  alors 

(y  —  mx)i'  = f r  =  —  -, ; xi'    ' , 

'\',i-  lA-r,  nix)  'l„    ,(i.  //M 

e<mil)c  unicnisalc.  Si  f>  esl  |»aii-.  il  v  a  a  I  iiilini 
denx  brandies  de  courbe  d(î  part  i-l  d'autre  de  la 
droite  )'  -  -  nix  =  o  et  loulcs  ^\^'\^\  du  côté  d<'S  .r  posi- 
lil^  on  (In  (  (lié  des  .1  iiéi^atils.  Si  />  est  impair,  il  \  a 
iiillexion  à  linlini.  les  deux  branches  sont  l'une  du  c»'»Lé 
des  T  posilils,  l'aiilrc  du  coté  des  .r  négatils,  toutes  deux 
d'un  iiK-mc  cote  liai  lajipori  a  la  droite  ^^  —  ///.r=(). 
La    courbe    auxiliaire    pi  (•(  cdinl  c    li\e    le   geiiic    d.'    la 


(  ^'6,  ) 

ln'.inclic  |)araboli(jiie  considérée  et  pcitiK-t  de  lui  donner 
la  même  amplitude  (juc  celle  de  la  parahoh'  asymplo- 
li(|Ut'.  La  r('(  licr(  lie  d'unr  paraholc  asymplole  n'csl 
possible  |)rali(|U('mcnl  (|uc  dans  les  cas  simples,  pai-  la 
déterminal  ion  de  la  limile  de  (^  y  —  nix)P -\-'j,xP    '. 

On  peut  Ironver  la  position  par  rapport  à  la  courbe 
auxiliaire  de  la  nianièrcî  suivante,  si  l'on  a  besoin  d'étu- 
dier plus  complètement  la  branche  de  courbe  consi- 
dérée, en  opérant  toujours  d'une  manière  analogue  à 
celle  qu'on  emploierait  [)our'  une  courbe  uiiicursale. 

On  peut  écrire 

{y  —  nix)i'-{-\xi>   • 

'^n-,Ax,y) 

II  résulte  de  la  manière  même  dont  A  a  été  déterminé 
que  ceci  peut  s'écrire 

{y  —  mx)P  -\-\  xP-  ' 

_       iy  —  mx)^n^^_{x,y)^^n^iix,y)^..  . 
~  <l„^p{x,y) 

Pour  les  valeurs  de  x  et  de  r  infiniment  grandes,  si 
Ort_2(i,  m)  ^  o,  le  second  membre,  donc  aussi  le  pre- 
mier, sont  du  signe  de 


—  (y  —  mx)xi''^- 


'^„_p(i,  m) 


et  Ton  voit  ainsi  dans  (juelles  régiouh  du  plan  sont  les 
branches  de  la  couibe  donnée  par  rapport  à  celles  de 
la  courbe  auxiliaiin;.  Si  $„_2(i ,  ni)  =  o,  on  a 

'^n-î{^,y)  =  iy  —  mx)'^q{x,y) 

et  le  signe  est  celui  de 

Q  (  1 .  /»  ) 


{y  —  mxy-^^  xi>   =^ 


•^n   ,>{i,  ni) 


(  Mh.  ) 

r,iiliii,  .si  ^n  .i(jl'i  y)  ^"'l  iiltiill(|in  iiiciil  mil.  iiM  ii|)tT(' 
tl«'  nit'iiic  Mil  l«'  j^ioiij)»'  Mii\;iiil  .:>„  -ii^JC^y)  'lu  iiniiic-- 
ralnu. 

/'..tr/iii>/r.  —    Soil  la  ( ouiln' 


(  j,_a^^,  =  _<il±Zl)!^:tZl 


(x-y)* 

La  (•<tuil)c  ;ui\iliaiic  csl 

{  y  —  •.>.*•)*  —  —  i5j-, 

naiaboli!  ayaiil  ses  braii<  lus  iiiliiiif<  du  cùir  des  .1    m'-^a- 
lil's. 

L'é(|ualiorj  de  la  rouiln'  jhiiI  s  (■ci  iie 

{x*-hy*){x-^y)  —  iSx(x—y)* 
•^  '  (x — y  )^ 

_       (y  —  7.x)  iy^  —  %2. xy  -»-  7 x' )-(-..  . 

Le  second  im-inhic  csl  du  sii^iic  de  i3(^ —  2x),  ce 
nui  (ixe  la  posilioii  de  la  courljc  au-dessus  el  au-dessous 
du  dianiélre  y  —  2X  =  o,  par  raj)|K)il  à  la  parabole 
asym[)loii(jue. 

II.  Droilc  dn  l  in  fini  fnn^wnto  en  un  ftoinf  ninl- 
lijtlc.  —  (y  —  nx )P  élauL  en  fadeur  <lans  les  Icrnies 
du  plus  liant  r]cgr<'*,  su|)p<>sons  ipic  le  puini  cori  csimui- 
danl  sfiil  de  innllipli(-i tt*  7<C/''  ^^<"ly  \eul  dire  (piCn 
reniplaianl  y  par  ii.r  -j-  A ,  FeipialiDn  <'n  x  rsL  df 
dr-r('/>  — 7. 

Le  genrr  Ar  la   luanc  lie  jiaralxd  i(pi<'  csl  (cliii  de 

yl'z=.  \xr  1 


et.  (I.iris  le  cas  (|iii  nous  (iccupc, 

i  y  —  (tj-)i'=  \ri'   '/. 

Pro|)OSOiis-ii()u.s  (le  dclcrniiiUM-  le  si{j;iic  cl  la  \al«tir 
iuiiiicri<|iic  de  A,  (|iiaii(l  j-  cl  y  augiiicnlcnl    iiidcliiii- 

iiiciil,  —  prciiaiil   la   valeur  a. 
.f  • 

Pour  (|n  il  n  \  ail  pas  de  hianclics  li v|)crl)i)li(|iics,  il 
faut  <|ue,  si  l'on  coupe  ^tav  y  :=z  /ijf  -\-\,  raiiiitilaliori 
du  coellicieiil  de  la  plus  haute  puissance  de  x  ne  donne 
pas  de  valeurs  iinies  poui-  A,  c'esl-à-dire  (jue  ce  eoef- 
licienl  se  réduise  à  utie  conslanle. 

y  —  (f.v  peul  èlre  en  laclein-  dans  plusieurs  group(!S 
homogènes;  il  faut  cependanl  (|iie  les  groupes  conte- 
nant ce  (acteur  ne  conlicMueiit  |)as,  en  dehors  de  ce 
facteur,  des  ternies  de  degré  supéi-ieur  ou  égal  à  f)  —  y, 
sans  quoi  il  y  aurait  une  ou  plusieurs  hranches  hyper- 
boliques. 

Nous  allons  le  nionlrer  sur  un  exemple  : 

Soit  la  courbe 

cc^iy  —  ■iJr)''  —  (  K  —  i.T)^  (y  -h  X  )^ 

-+-  ij'  —  2x)-x^  —  ^y^-^y* — ^^  =  o. 

Si  l'on  coupe  par  y — .îj:  =  A,  récjuation  s'abaisse 
an  quatrième  degré;  il  y  a  |)oint  tripli;  à  Tintini. 

Pour  que  l'équation  aux  .x-  de  lencontre  ait  une 
racine  tle  [)lus  inlinie,  on  annule  h'  coellicicnt  de  la 
plus  haute  [)uissance  de  j-,  c'(!st-à-dire,  dans  ce  cas, 
le  coellicient  de  a:*.  Pour  (|U  il  n'y  ait  pas  de  valeurs 
finies  de  À  satisfaisant  à  cette  conilition,  il  faut  (juc  le 
«oetlicient  de  x*  soit  une  <  ouslante,  ce  qui  a  lieu  parce 
(pui  les  fadeurs  multipliant  y — -àx  ne  sont  pas  de 
degré  4  J  il  est  évident  que,  si  l'on  mettait,  par  exemple, 
[y —  •2X)-x''  au  lieu  de  [y  —  au,)'- a-',  il  y  aurait  une 


asN  iii|iti)li-  ,1  (li.staiMc  tiiiir.  (Ihmikm-  ni  aiiiiul.tiil  le  coci- 


lii  inil  (le  X*  : 

>.  -H  M  —  o. 


I{ci)i  (MioiiN  la  ((hiiIm-  |»ri)|t(>sfc.  (  )ii   jicul  ci  liic 
{y—2X)'' 


I)'a|ni's  un  rai.soiinciiKMil  cl»'|a  lall.  pniir  ./•  vl  y  iiiliiiis. 

(luaiid  —  U'Mil    \  cis   .>.,   le  second    incnihre  se  léduil    au 
'  X 

lajjport  des  j)lus  liaulrs  puissances  de  x  : 
—  = —  oX, 

X* 

La  hranclic  pai.ilxiliipM'  a  itonr  |)(»^ili()n  cl  |)iitir  ,un|ili- 
I  udc  (  elle  de  la  païahole 

{y  —  •ix)^  =  —  S.7-. 

Dans  le  cas  général, 

l<(x.r)         .               k 
(y  —  ax)i'= =  XxP  i-{ -: 

la  parabole  asynij)loli(|Uc  est  ainsi  délei  niinc-e. 

Prali(|ucnienl ,  on  eonsidère  seulement  les  lernies 
de  plus  liani  dci;ré  ne  contenant  pas  -j'  —  aj'  ru  fac- 
teur. (  )m  Iniiiic  le  I  apport  de  ces  tenues  au  coellieieni 
de  (j'  —  (iX)P\  on  eherelie  la  valeur  de  ce  raj)poit 
quand  y  est  remplace''  pai-  aa\  an  numt'raleur  ou  au 
d('-nominal(>ur,  t:n  ne  (OM.scrvant  (jue  les  plus  hautes 
puissances  de  x. 

Cas  de  branches  liypcrbuU/jui-s  et  /niiui/xj/iqucs 
dans  la  même  direction.   —   On   <  lierelie  d  abord   les 
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asyniplotcs  des  hianclics  livj)fil)(>li(|iirs  cl  la  |)i)sili(>ii 
de  la  coiiilx',  ((tiMiiic  il  a  <'U'  dil  picccdciimiciil ,  sans 
s'occiipci  (k's  1)  l'an  (Il  es  paraboliques^  coiiiiiissaiil  la 
nitilli|ili(  ili'  (lu  point  à  l'inliiii  cl  le  nonil)ic  des  points 
icsiani  (•(»nitn<'  conlacls  av<;c  la  droite  à  l'inlini,  un  en 
conclut  le  ^enri'  des  hranclies  |iai'al)oli(pies  a  étudier, 
c'est-à-dire  li'  type  île  la  hranelie  paral>oli(|ue  as\nipto- 
liquc  à  dcteiinincr. 

Rc'prt'nons  rcxcniple  picccdent,  inodilit'  connue  im)US 
l'avons  dit,  [tour  (pi'il  y  ait  une  bianclu;  livperl)oli(pn', 

^^{y  —  •ior)'*  —  {y  —  ■>.xY  {y  -k-  xf 

-h  (jK  —  ■ix)x'* —  ^y^-'i- y*  —  x-  =  o, 

on  étudierait,  par  les  procédés  employés  pour  les 
branches  hyperboliques,  la  position  par  ra[)port  à 
l'asymptote  ordinaire 

y  —  'ix  =  —  8. 

La  droite  à  I  inbni  reste  tangente  double;  il  faut  donc 
chercher  une  parabole  asymptolique  de  la  (orme 

{y  —  ix)^  =  \x. 

Posoïis  À  =  A^  pour  simplifier  l'écritui-e  : 

.1 
y  =:  9.x  -h  Ar^. 

Il  faut  déterminer  A  pour  que  cette  |)arabole  rencontre 
la  c<mrbe  en  un  point  de  plus  a  I  inliiii,  en  annulant 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans 
l'équation  aux  x  de  rencontre. 

11  est  évident  que  ce  c«>efticient  ne  pourra  piovenii- 
que  du  premier  terme  x^  {  ')  —  •2X)''  cl  du  terme 
(y  —  2a')x'*,  dans  le  cas  général,  il  est  aisé  de  voir 
égaliMuent  le  résultat  de  la  substitution.  Tout  revient 
donc,  dans  la  [)rati(jue,  à  considérer  le  groupe  de  termes 
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cDirtî-spoïKlaiii,  soil  it-i 

(y  —  'i.rl^.r'-f-  (  r  —  '}.t)t^  =  o, 

ce  (|iii  (luMiie  la  [)araboli'  as>  iiij'lcjlicjUL' 

(  y  —  ■i.xy -h  jr  =  o, 

«;l  pernicl  de  lixer  la  position  de  la  tourbe. 

Le  plus  souveul,  la  sinipli*  iuspeetioii  de  l'iMpialidii 
p«Tniel  de  détei  luiiici-  la  p  iiaboli'  asvrnplulKpie,  parce 
(|ue  l'élude  des  poiuls  sur  la  droite  à  I  iiiiini  donne 
exacteiuenl  \v.  type  de  la  branche  parabolicpu;  étudiée. 
Le  procédé  est  parliculièrenienl  simple  dans  le  cas  où 
la  direelion  asjiiiplolitpie  est  O.r  ou  O)'. 


[M^2e] 

SLR  L\   rilHOilKMF  hE  CIIASLKS  ET  I)  ABU; 

Pau   m.   11.  LAUKKiNT. 


On  connaît  ce  théorème  de  Chasles  : 

Si  à  une  sur/ace  algébrique  on  mène  des  plans 
tans^enls  /xtrallèles  à  un  plan  donné  P,  le  centre 
dfs  /n<i)r/i/i(S  dislancfs  des  points  de  cniiturl  rrstr 
//./■(■  f/ua/id  n/i  fait  raricr  le  plan  V. 

On  .sait  que  (chasles  pensait  que  sou  théorème  ne 
pourrait  pas  être  démontré  par  l'analyse,  on  sait  aussi 
(pie  Liouvilh;  en  a  donn<''  une  démonstration  ariaK- 
iKpie,  III. 11^  en  iina^iiiaiil  iiiu'  nouvelb;  iiielliode  d  l'-li- 
luinatKJu  ipii  d  ailleurs  est  très  iiil(;ressaute  eu  elle- 
même.  Je  me  proj)Ose  dans  ce  qui  suit  de  donner  une 
nouvelle  démonstration  <iu  théorème  de  Chasles  :  l'en 
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l'étendant  à  Thyperespace;  2"  en  montrant  que,  nirrnr 
dans  l'espace  à  liois  et  à  doux  dimensions,  il  est  en- 
core susceptil)lc  d'être  considi'rablemcnt  ^(''nrralisé  ; 
3°  en  monlranl  cpi'il  n'est  qu'nn  cas  pailiciilier  du 
théorème  d'Abel. 

Les  quelques  lignes  qui  suivent  sont  extraites  d'un 
travail  sur  la  pangéométrie  que  je  me  propose  de  pu- 
blier un  jour  quand  les  circonstances  me  le  permet- 
tront. 

Soity*(j", ,  . . .,  .r„)  un  poljnome  entier  en  .r,,  . . .,  x,i. 
Considérons  la  surlace  représentée  par  ré(jualioii 

(I)  /  =  o 

dans   l'espace   à   n  dimensions,    menons- lui    les    plans 
tangents  parallèles  au  plan 

les  points  de  contact  seront  donnés  par  la  formule  (1) 
et  les  suivantes  : 

dx\  dx-i       '  dxn 


Posons 


dVi         •^"  dXidXj~'''^' 


enfin,  désignons  par  s  les  rapports  (2),  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  pourront  être  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 

(3)         /=o,        /,  — 5/,  =  0,         ...,        /„— s/„=o. 

Considérons    les    /  comme   des    variables    indépen- 
dantes et  dilFérentions  ces  équations,  nous  aurons  : 

/,    dXi-^fidXi   +...-)-/„    dxn  =0. 

/i  1  (/j"|  ->-  /,  2  dx-i  -H .  .  .  -f-  fxn  dx„  -T-  lyds  —  Sif/i  =  o, 


^   orts  ) 

(I  t)ii,  on  r»''S()lv;iiit  pai'  i;i|)j)orl  ;i  tl .i\  cl  en  iippclanl  D 
le  (li'lci  iiiiiKiiit , 

'X/'/t-fl" fn-InS) 

0(J-\,  Ti,  ...,  .r„,  s» 
Ion   I  Ml- 

(4)       ,/.,=  ' r;^  <//,+.. .-H  ^,«„|, 

le  degrr  de  \)  par  rap|)oi'l  à  s,  .r,,  .  .  .,.r„  est,  en  appe- 
lant m  le  degré  de  /", 

//i  —  I  -+- (  m  —  2)  n  =  m n  -4-  /n  —  '. n  —  1  =  ô  ; 

le  degré  du  lacli-ur   dt-  ^  dans    le  second    niend)r(;  est 

0 — (/;/  —  1),  donc,  en  verln  d'un  théorème  bien  connu 
de  Jacobi,  si  l'on  ajoute  toutes  les  équations  analogues 
à  (4)  et  relatives  à  toutes  les  solutions  des  ('(pia- 
tions  (3),  on  aura 

Zt/xf  —  o,       tic  même       'Zdxi  =  0.  .... 

On  voit  donc  (|ue  le  centre  des  moyennes  dislances 
des  points  de  contact  des  plans  parallèles  au  plan 
/,  x,  -f-  .  .  .  H-  l„x,i=  o  ne  dépend  pas  des  coeflicicnls 
/, ,  /a,  .  ..,  /„.  (^'esi  le  iliéorènie  de  Chastes  qui  se  pré- 
sente comme  un  cas  parlieulier  du  célèbre  théorème 
d'Abel. 

Il  \  ;i  plus,  ce  théorème  de  Chasies  peut  être  consi- 
dérablement généralisé,  même  pour  l'espace  à  deux  ou 
trois  dimensions,  et,  en  edet,   tJe  ce  que  dans  la  l'or- 

mule  (  \)  le  coelficienl  de  y-  est  de  degré  0  —  (m  —  i), 

il  en  résulte,  non  seulement  que  ^Hdx  est  rud,  mais 
encore  que  SHrf.r  =  o. 

Pourvu  (|iie  II  xtil  un  polynôme  dont  le  degré  v  tel 
(pie 

0  —  (m  —  I )  -♦-  t»  <  8 


ou    (|IIC 

V  <^  ni  —  I . 

Si  clone  m  csl  ;iii  moins  égal  à  .i, 

_  J  ,  ,  —  ./  2  .  —'31  •  •  •  ) 

ZXy.r.,.  ïri./-;,,  X^jX,,, 

seroni  conslanis,  cY'sl-à-dirc  incl(''|UMi(lanls  de  /,,  /o,  .... 
il  en  sera  de  même  de 

ce  qui  ooiislilue  aulanl  de  lliéorvmes  de  gc'oméliie  ;  en 
parliculici',  on  voit  (|ue  : 

Si  l'un  mène  à  une  surfaee  les  /ihins  paiallèles 
à  un  filan  donné,  la  somme  des  eanés  des  rayons 
vecteurs  des  poinfs  de  eontael  issus  d'un  point  fixe 
sera  constante  quelle  que  soit  l'orientation  des  plans 
tangenis.  (Ce  (héorème  n'est  pas  vrai  poui-  les  sur- 
faces du  second  degré.) 

Si  m  esl  au  moins  égal  à  .\,  li.r'^,  )lx'\x>-.  ■  •  •  seroni 
également  indépendants  des  (juanlilés  /),  /o,  ...,  mais 
ces  théorèmes  sont  moins  intéressants  parce  qu'ils 
sont  moins  susceptibles  d'une  inter[)rélaliot)  géomé- 
trique. 

Voici  (juel(|ucs  énoncés  de  théorèmes  qu'il  serait 
peut-être  difficile  de  démontrer  par  les  procédés  ordi- 
naires de  la  géométrie  : 

i"  Si  l'on  mène  des  plans  tangenis  parallèles  à  une 
surface  du  troisième  degré  on  de  degré  supérieur,  la 
somme  des  cariés  des  cordes  qui  joignent  les  points 
de  contact  deux  à  deux  est  indt'pendanle  de  lonenla- 
lion   de  ces  jilans  ; 


(  .70  ) 

'.>,"  Si  l'on  consiilèro  une  surface;  cl  les  points  où  le 
prodiiil  (les  ra\oti>  de  coiiilniir  |iniiri|i:Mi\  a  unr  va- 
leur (loniK'C,  ainsi  (|uc  l'angle  de  sa  normale  avec  une 
droite  li\c,  le  ccnlre  des  moyennes  distances  de  ces 
points  aura  une  position  indépendante  de  ces  valeurs 
données. 

3°  Les  mêmes  choses  étant  posées,  la  somme  des 
carrés  des  cordes  joignant  les  points  en  question  deux 
à  deux  sera  conslanlc. 

4°  Si  Ton  considère  des  surfaces  de  nièine  dei^ré  en 
noinlue  n  —  1  dans  un  espace  à  //  dimensions  et  si  on 
leur  mène  des  plans  tangents  passant  par  un  point 
donné  P,  le  centre  des  movennes  distances  des  points 
de  contact  sur  cliacjue  surface  restera  fixe  quand  on 
fera  varier  le  |)oint  I'. 

5°  Si  l'on  considère  une  surface 

/i.r,r,z)  =  o 

et  les  points  où  les  deux  paramètres 


-^-m 

-m-m 

w=  0 

ont  des  valeurs  données,  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances de  ces  |»oinls  ne  variera  pas  (|uand  on  fera  va- 
rier A,  /'  et  Aj/. 

Le  lec  leur  pourra  inventer  ainsi  une  foule  de  théo- 
rèmes, relatifs,  par  exemple,  à  des  familles  de  courbes 
ou  de  surfaces.  Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer 
tout  le  parti  (|u'<»n  j)eul  lirer  de  la  méthode  (jue  nous 
venons  d'in<li<|uer. 


(  ^-v  ) 


COMIOIUS  U  AIMIISSKIV  A  l/KCOli]  POU  iKCIIMOn:  K\  l!K)6. 

coyiposuiov  m:  (ii;())ii;ri{ii;  avalviioi k  1:1  iiK<;A\i(iiE. 

Solution  pau  M.   nillJJKKT  m    l'I.liSSlS. 


On  considère  un  système  (Ta.rea  rectangulaires 
fixes,  O.r,  Or.  O  ;,  et,  dans  le  plan  x  O  )-,  un  cercle  (C) 

(te  rayon  — ^ —  a  anime  a  un  mouvement  de  trans- 
lation, dans  lequel  so/i  centre  (\  décrit  dans  le  sens 
de    la   Jlèche    F,    et    avec    une   vitesse    angulaii^e 

(i  —  m)(o,  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  '"^  "^a. 

En  même  temps  (jue  ce  cercle  (C)  se  déplace,  un 
point  P  est  mobile  sur  sa  circonférence,  et  la  par- 
court dans  le  sens  de  la  Jlèche  f,  avec  la  vitesse  an- 
gulaire (i  -f-  m)hi.  U  décrit  ainsi  une  courbe  (E) 
{Epicycloïde). 

Fie.  I. 


Les  quantités  a,  (o,  m  sont  trois  constantes  posi- 
tives, dont  la  dernière  est  moindre  tjue  l'unité. 

l.    On  demande  d'exprimer  en  fonction  du  temjis 


(  -''>■  ) 

/.  A'.v  romddfinrrs  .r.  y  ilit  puint  P.  suclmiil  <jii' à 
Cr/>oqii('  t  =  o  /('S  points  i'.  l't  V  sont  tous  f/rnj-  s(/r 
1(1  partie  f)Ositi%'r  de  O  j',  I'  n  la  (/isforirr  a  du  point  (î. 

II.  Le  point  I*  ^'.s7  1(1  projection  d'un  point  M,  mo- 
hilc  dans  /'espi/ee  :  nrt  demande  d'e.rprinier  sa 
rote  :■  en  fonction  du  temps  t,  sachant  iju'elle  est 
nulle  i)  répo(fue  t  =  o,  et  ijue  la  vitesse  r  ilc  M  fait 
ai  ce  l'axe  ()z  un  a/ii^de  ctaistant  0  ijuilciaujue 
d'ailleurs. 

()n  montrera  i/uc  la  trajectoire  (  K)  di/  point  M 
s'obtient  en  coupant  le  cylindre  dont  (E)  est  la  sec- 
lion  droite  par  un  ellipsoïde  de  rf-ioli/tion  autour 

de  Oz  '.  -r^  -H  ,;  =  I,    oii    la   lon</iieur  b   varie 

avec  H. 

On  i ni rodii ira .  au  lieu  de  0,  la  constante  b  dans 
la  représentât  ion  de  la  cote  z-  du  point  M. 

III.  <  dieu  II' r  la  'grandeur  et  les  cosinus  direc- 
teurs a,  [j.  *'  de  la  vitesse  i'  dif  point  M,  ainsi  (jue 
raie  de  la  c(atrbe  (K)  parcouru  par  ce  mobile  pen- 
dant le  temps  t.  Exprimer,  en  jiuwtua}  du  t>.'mps, 
le  rayon  de  aairbure  K  de  la  courbe  (K),  et  véaifier 
(fue  la  vitesse  lui  est  proportionnelle. 

\\ .  Apri's  avoir  j'ornd'  riupiatiia^  du  pdan  oscn- 
lateur  de  la  courbe  (K).  lai  dên}(aitrera  (pie,  ii  une 
('pofjue  t,  tous  ceux  de  ces  plans  <jui  correspondent 
aii.r  di\erses  courbes  (K)qu'(ai  (d/fient  en  faisant 
varier  b,  passent  par  une  nu'me  droite  A  du  plan 
xi)  y. 

V.  Mi'Ulier  ijiie,  l(as(pte  t  varie,  cette  dr(Ute  A 
euK  eloppe  une  épicycloïde  (E')  homothêtiiiue  à  celle 
(jue    dêcril    le   point    V    iliamèt ra lemeut    opposé   au 
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point   V  f/(//is   /('  rcrclc  ((^).    —   Faim  voir  t/di'   la 
coiirhc  [VJ)  a  pour  (li\('loppéc  l'rpicyloïde  (E). 

I.    Au  lioiil  (lu  Icrnps  /,  les  coordoiiiK-cs  du  ccrilic  (], 
rapporté  aux  axes  lixes  ()x  et  Oi',  sont  : 

(i-4-m)a        ^  (i^,n\n    . 

co%{i  —  m  )  ui  t         et siii(  (  — //no)/, 

celles  du  poinJ  \\  ra|)porté  aux  axes  menés  [)ar  C  pa- 
rallèlemenl  à  O.r  el  Oy, 

(i—  m)n  il  —  „i)a    .    , 

cos(i-^m)co/  et sinO -4- /rt)a>^ 

■i  2  ■ 

Les  coordonnées  de  P  rapporlées  à  Ox  et  Oj-  sont 
donc 

l  j-  =  -[(i  -H/«)c()s(  i  —/HjMt-^d  —  m  )cos(i  -t-//j)w/J, 

'y  =  ~  \('  -t-  '«  )  sin  (  I  —  ni)(jjt  —  {i  — m  )>in'  I  —m  )a>/|. 

(pi'on  peut  encoie  écrire 

{y  =  a(  sin  w  t  co*//j  «j  ^  —  m  cos  w/  «;in  /?ia)  /  ). 
II.    On  tire  ininK-diattiiicnl  de  là 

dx 

i  —j-  =  —  a(  I  —  m-  I  w  sin  (o  /  cos  />i  to  l, 

f  -TT  =        "Il  —  ni-  )  hi  cos  10  /  co?  //J  w  /. 
Cl,  par  suite,  pour  la  vitesse  //  du  poiiil  I'. 

Mais,    puisque    la    vitesse   du    point   M    fait    ranj,dc 
Ann.  de  Matliénial.,  4'  série,  t.  \  I.  (^Juiii  njoi'".)  iS 


(  -^Tl  ) 
constanl  0  avec  MP,  on  a 


(3) 


dz  u  a(i — m*)( 


dt        tîingO  langO 


cos/noj/. 


cl,  par  suite,  en   inh-j^n-anl  el  letiaiil  c(iin|)le  de  ce  que 
5  =  0  |)our  t  =^  o, 


(4) 


«(I  —  //»* )  . 

sin  m  (o  t. 


m  tanfjO 

Or,  des  rorniulcs  (1  his).  on   lire  iirinK'dialeincnl 
(5)  x^  -r- y-  =  a-(cos'  m  i»  t  -1-  m^  sin^  m  ojt). 

Donc, 

I /—  =  {  \  —  m-)  sm*  ni  tu  t  —      , , - — -  *», 

a-  a^(  i  —  m>) 

Cl  l'on  voit  (|ue  1  un  ;i  hien 

~^2  ~     "^    6^    ~    ' 


si  l'on  pose  (') 
(6) 


b  = 


a  y/i  —  m' 

//?  (  ;i  n  •:  0 


Heinplaçant  langO  par  sa  valeur  lirée  de  là  dans  (4), 
on  a 


(  4  fjï'!  )  z  =  b  y/i  —  ni^  sin  //j  oj  /. 

III.    On  a  niainlonMiil  |)()iir  la    \itesse  r  du   poinl    M 
I       dz        a  (i  —  /n')w 


(7) 


cos  0   c/^  siiiO 


cos//>  fo  / 


(')  Il  est  facile  de  voir  qiin,  si  l'on  pose  m  =  cosç,  0  csl  l'ano- 
malie cxrenlriqiie  des  points  (\c  rehioussemcnl  (points  les  [dus 
hauts)  fie  la  lisne  d'égale  pente  tracée  par  le  poinl  M  sur  l'ellip- 
soïde de  rcNolulion. 


(  ?-7-^ 

) 

t'I  pour  ses  cosinus  flirccteurs 

1  d.T 
.'^~''v~di'"~' 

sinO  sin  oit, 

(8)                       )^=I^  = 
^    '                         \^       V  dt 

sinO  coso)^, 

\           I   dz 

i>   dt 


=       cosO, 


cette    dernière    ex[)rcssion    fournissant    une    vérifica- 
tion ('). 

Quant  à  l'arc  de  courbe,  vu  les  conditions  initiales, 
il  est  donné  par 


(9) 


sin  niM  t. 


Si  niaintcnant  a',  P',  y'  sont  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  principale,  on  a 


V    ,       d'x 
k""  ^  d~t 


=  —  w  sin6  cosw^, 


li  '  dt  ' 

V    ,       dy 


d'où,  faisant  la  somme  des  carrés  et  tenant  compte  de 

ce  que  a'-  4-  3'^  +  y'-  =  i , 


(lo) 


R 


to  sinO, 


(')  Si,  clans  ces  formules  et  dans  les  suivantes,  on  voulait  inlro- 
duii'C  b  au  lieu  de  0,  il  suffirait  de  remarquer  que  de  (6),  qui  peut 


...                  r,        rr  \^i  —  in- 
s  écrire  tancfJ  = , ,  on  lire 


sine 


bni 

a  \/i  —  m' 
^a-  (  I  —  m-)~  b-  ni- 


cose  = 


nib 


ya^  (  I  —  m-  )  -)-  6-  m' 


(   -^yfi  ) 

cl ,  (Il  iM|)|ii'(i('liaMl  (le  [~  ), 


"U 


a(i  —  nr-) 
n=    : — -7: Ci>s//Mi>/. 

SI  11*0 


On  II,  (Ml  »»uli«'. 

a' =  —  cosu)/,  [i' =  — siiKo/.  •^' =0. 

IV.    Le    plan    osciihilciir    ;ni    |)(iiiil   (j;,   i',  :;)    h    pour 
(Mpiiilinn 

A  \  -f-  H  Y  -+-  (7/.  -=  C  j-  \-ny  -r-Cz 

avec  (puisrpi'il  ("ontirnl  l;i  I;m;:»MU('  ol  l:i  iiitiiu;il«'  pnii 

cipale  j 

ABC 


•y' — y 'i       Y^' — t'^       ^r^'  —  *' P 


H 


C 


cosOsinto/        — cusOcosu)/        sinO 


ou  encore 


A 


B 


(] 


s'in  tut        — costo/        lanfiO 

<  )r.  >i  Ton  mil  II  i|)li('  les  roiinulcs  (i  A/.v  1  ivspccli  vc- 
Miciil  par-  siiKo/  f'I  —  coso)/.  la  loiiimie  (  \  I  pai'  laii^^O, 
el  M  I  on  aiidil  kimiic,  on  a 

fi 

(12)  :r  siii  (o/  —  y  costo/  -f-  c  lan-'O  =  —  si  11  nt  (>»/. 

•^  //i 

C'esl  donc  là  I  cipiation   <lii  |»l,iii  oxiilalciii",  si  1  on  \ 
rcf^arde  x,  y,  z  coninir  d«s  cooidonnccs  coiiraiilcs. 
La  Irace  A  de  ce  plan  sur  le  plan  O.r)'  esl 


di) 


.rsinu)/  — y  costo/  =  —  sin  /;j  i,»/. 


I  nd(''p('iidaiilr'  de  'j.    donc  de  h. 

\.    pour  avoir  r<-n\ cloppi;   de  celle  droile  A.  il    laul 
édiniliier  /  entre  celle  é(piallon  (  i3)  el  sa  dérivée  par 


iap|)(»rl  à  /,  (|iii  |)('iil  s  ^'•c^lr(• 
(  I  j  )  X  CDsco  f  -\- y  ain  ui  t  =:  a  cos  ///  oj  f. 

An   lien  ilrliiniiicf  /,  on  pcnl  représenlcr  ccllr  en- 
veloppe paranu'l  ii(|nenienl   en  liranl  de  là 

<i 
X  =  —  (       Mil  0)  t  >Mi  m  (•)  /  -T-  m  CDSdj  t  cos  m  oj  t  ), 

a  , 

Or,  pour  avoir  le   lien  du   point   1^'   diainclralenicnl 
opposé   à  l*  clans    le   cercle   (C),   il    fanl   dans  les   for- 


mules  (i  bis)  remplacer  o)/  el  /;<  oW  par  ces  mêmes  an- 
gles augmentés  de  -»  ce  qni  donne  précisément  les  der 
nières  formules    écrites,    à    celte   ditlerence    près   que 
c'est  a  au  lieu  de  —  qui  figure  en  deliors  de  la  paren- 
thèse. 


(    9.7»    ) 
I  )()iir    1  oiiv('lo|)|)c  (If  A  c^l    uiif  rpic  v<l(»ï(lr  (  VJ  )  lio- 
inotlii'lKliii-  (le  cc-llc  i|ii(-  (It'i'i'il  le   |iiiiiil   I'    |i,ii'  i.ippoil 

à  roriyiiH"  (  ),    le  i;i|t|)()il   (riKiiiKilIn'l  II'  »''liiiil  — 

HriUai-(|U()iis  iiKiiiitciiiiiil  i|ii(-  l.i  dioilc  (i.)|,  (|iii 
passe  |)iir  le  point  (tù  A  {\-V)  louelic  son  en\cl<)pj)e,  esl 
perj»en(licnlaire  à  celle  droilc;  c'est  donc  la  normale  à 
(E'),  el  son  enveloppe  s'ohlienl  en  ('•linunaiil  /  ciilrc 
(i4)  el  sa  dérivée  par  iap|)orl  à  t 

(l5)  irsinto^  — y  cosiu  t  =  ani  sin  m  (o  t. 

Or,  on  voit  inimédialeincnl  que,  si  l'on  tire  ./■  el  y 
de  («4)  el  (i5),  on  retombe  sur  les  lonnules  (i  bis),  ce 
(|ui  montre  (jiic  la  développée  de  (E')  se  confond  avec 
le  lieu  de  P. 


SOLUTION    GÉOMÉTRK^UE. 

1.  La  vitesse  relative  du  point  l*  [tangente  au 
cercle  (C)]  et  sa  vitesse  d'entraînement  (équipollente  à 
celle  de  C,  par  suite,  perpendiculaire  à  OG)  sont  tontes 

deux  égales  a Leui-  résultante,  vitesse  ab- 

solue  de  P,  est  donc  dirigée  suivant  la  i)issectrice  Vï 
de  leur  angle,  T  étant  le  point  où  le  rajon  OC  pro- 
longé rencontre  le  cercle  (C).  l*ar  suite,  la  normale  à 
la  trajectoire  (E)  de  P  passe  par  le  point  I  diainélrale- 
ment  opposé  à  T,  el,  comme  ce  point  1  esl  le  nième 
(luel  que  soit  le  poiiil  P  choisi  sur  (C),  c'est  le  cenlie 
instantané  de  rotation  du  (•crcle  sur  lequel  serait  mar- 
qiK-  le  point  I*.  Le  lieu  de  ce  centre  1  sur  le  plan  du 
cercle  (C)c>l  ce  cercle  lui-même;  sur  le  plan  lixe,  c'est 
le  cercle  de  rayon  ()1.  Uonc,  le  mouvement  de  P  peul 
s'obtenir  par  rouhiiirnt  du  picmicr  de  ces  cercles  sur 


le  second,  cl  l:i  coiirl»'  f|uc  dccril  c<'  poiiil  csl  une  »''|)i- 
cycloïde  (  E). 

On  |)<'iil  icm;ir(|iiri\  en  <)iilr<',  (pic,  (r;i|)rr.s  Iriioticc 

a" OC  =  (i  —  m  )(o/,         j-LV  =  (i  -\-  /n)u»(, 

d'où  r<in  tlc(|iiii 

ICP'  =  iniMt. 
01  =  OC  — Cl»  =  ma. 


Et,  comme 


on  vérifie  immédialcment  l'c<;alilc  des  arcs  P,', I  et  IP' 
donnés  respectivement  par 

arc  P'o  I  =  ina{i  —  /n)  w  t 


et 


(i  —  m)a 
arcl  r*  =  xiniàt. 


Remarquons  encore  que  Ton  a 

0T  =  0C4-CP  =  a 


et 


d'où  l'on  dédnit 


r  1  i  =  =  nnot: 


FK:r  =  3-0C-t-  PIT  =  Mi. 

II.  La  vitesse  absolue  u  du  point  P,  dirigée  suivant 
PT,  fait  avec  la  vitesse  relative,  dirigée  suivant  la  tan- 
gente en  P  au  cercle  (C),  un  angle  égala  PIT  ou  miot. 
Et,  puisque,  comme  nous  venons  de  le  voir,  la  vitesse 
d'entraînement  est  égale  à  la  vitesse  relative,  c'est-à-dire 

,    a(i  —  m^  } 0) 

a  »  nous  avons 


u*  =  1 (  I  -r-  cos  imuit) 


=  a-(i  —  m-  )- w^  cos"-m(o  /. 


(     2.S(,    ) 

Oi\  la  vitesse  r  du  |i()iiil  M  lail  avec  sa  projection  u 
un  angle  constant  éj;al  à  -  —  0;  on  a  donc 

a  Mi\  —  m*  ) 
f  =  -^ — cos m  tôt. 

siii  u 

C'est  la  forniide  ('■)  ci-dessiis.  I^our  en  déduire  c,  ii 
suffit  de  reniar(|iu'r  (|iie,  le  lien  du  point  M  t'tanl  une 
liélice,  on  a 

dz 

— -  =  c  cosO; 

d'où,  par  intégration,  la  formule  (4).  l'our  faire  voir 
que  l'hélice  en  question  se  trouve  sur  l'ellipsoïde  ci- 
dessus  défini,  il  suftit  donc  d'établir  directement  la 
formule  (5).  Or,  rien  n'est  plus  simple;  abaissons,  en 
effet,  de  O  la  perpendiculaire  OH  sur  PT  ;  cette  perpen- 
diculaire fait  avec  0('  un  angle  égal  à  IMG  on  m  m  l ,  et 
l'on  a 

^2  +  ^2  ^  0P2  =  ÔH  ■  H-  ÏÏP  ^ 

2  î 

=  OT    cos^mu)  f -1- 01    sin^wio)/ 
=  a*  cos*  m  10  ^  -r-  m*  a*  sin*  m  a»  t. 

C'est  précisément  la  formule  (5). 

111.  La  formule  (7)  vient  d'être  obtenue.  Il  suffit  de 
remarquer  (|u'en  vertu  d'une  propriété  connue  de  l'hé- 
lice, on  a 

z 
cos'J 

[)our  déduire  de  (4)  la  formule  (9).  Reste  à  obtenir 
les  formules  (8j  et  (10).  Or,  rien  n'est  plus  aisé  géo- 
métriquement.  En  effet,   la  projection  PT  du  vecteur 

vitesse  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à  -  -f-  to  /,  et,  d'autre 


(  ^^8.   ) 
part,  ce  vecteur  fait  lui  même  avec  Oz  un  anj^lc  égal 
à  0.  On  a  donc 

a  =  sinO  ces  / 1-  oj  M  =  —  sinO  siii  lo/, 

P  =  sinO  sin  /  -  -f-  coM  =       siiiO  cosoW, 


Y 


iO. 


Ce  sont  les  ("oinuiles  (8).  De  plus,  la  considération 
de  l'indicatrice  sphérique  (ici  un  cercle  parallèle  au 
plan  Oxy)  donne  immédiatcmenl  pour  l'angle  de  con- 
tingence dz 

dz  =  s\n()  d(  -  -h  dit]  =  u)  s\nf)  dt. 

D'où 

ds 
r,  _  ds  _    dt  V 


de.         d%         o)  sin  0 
C'est  la  formule  (lo). 

IV.  Le  plan  osculateur  à  l'hélice  décrite  par  le 
point  M  contenant  la  normale  principale,  c'est-à-dire  la 
normale  au  cylindre  mené  par(E)  parallèlement  à  O^, 
normale  qui  se  projette  sur  Oxy  suivant  PR,  a  pour 
trace  sur  ce  plan  Oxy  y  la  parallèle  à  PR  (c'èst-à-dire  la 
perpendiculaire  à  PT)  menée  par  le  point  V  où  la  tan- 
gente à  l'hélice  rencontre  Oxy.  Or,  la  sous-langenlc  PV 
étant  égale  à  l'arc  PPq  de  l'épicycloïde  (E)  décrite  par  P, 
est  indépendante  de  l'angle  0  de  l'hélice,  et,  par  suite, 
il  en  est  de  même  de  la  trace  du  plan  osculateur. 

D'autre  part,  puisque  le  plan  osculateur  a  pour  ca- 
ractéristique la  tangente,  la  trace  de  ce  plan  osculateur 
louche  son  enveloppe  au  point  \  où  elle  est  rencontrée 
par  celte  tangente.  Ceci  montre  que  VP  est  normale  à 
cette  enveloppe  qui  est,  par  suite,  une  développante 
de  (E). 


(     ■>.82     ) 

Reste  II  fiiirr  \oir  (|ii't'lle  est  li(miiiiln''ti(|ii('  de  1  (''|»i- 
cycloïde  décrit»'  |>;ir  Ir  point  I'',  piir  ra|)|)*>rt  yn  [toiiil  (). 
Or,  la  sotis-laii^entc  I*V  est  tloiiiu-e  par 

ou,  en  vertu  de  l.i  tonuulc  (4)?   P'^'" 


„,,        ad  —  m')    . 

I  \   = siri/;?(cj/. 


On  a  donc 


TV  =  PV  —  l'T 


a»  I  —  m*  )    . 

sin  /»  eu  /  —  a{i  —  m  ;  sin  mu)  / 


a  Cl  —  ni)    . 
sin  /n  M  t. 


Mais,  d'autre  part, 


ICP' 


IP'  =  ïIC  sin =  rt(i  —  m  j  sin  /«  w/. 


Par  suite, 


IX  - 1. 

IP'  ~  m' 


comme,  d'ailleurs,  TV  et  IP'  sont  parallèles  (comme 
perpendiculaires  à  PI),  et  (pie  l'on  a  aussi 


0  T  _   i_ 

01  ~  m 


ou  \oii  (pu.'  les  points  P'  et  V  sont  eu  ligue  droite  avec 
!e  point  (),  cl  (pic  l'on  a 


OV 

Oï'' 


ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 

Jiomarqin'..  —  En  vertu  <le  la  construction  de  Savarj, 
ou  mieux  d'Euler,  le  point  (^  est  le  centre  de  co«irbure 


(  ^'-«3  ) 
de  réplcycloïde  (E).  Or,  lo  triangle  OV'(],  coii|)(''   p;ir 
la  transversale  IMO,  donne 

QO  PP'  fC  _ 

<>l'  \'(î  lo  ~  '■ 
d'où 

OQ         PC   or  I          ma              \  —  m 


QP'  -  pp-   Kj         2    {i  —  ,n)a    "      m 

2 

et 

OQ 
ÔP'=^- 

Par  siiile,  en  vertu  de  la  dernière  égalité  obtenue, 

-^    r=  m'  ' 

OV  ' 

d'où  ce  théorème  connu  que  la  développante  et  la  dé- 
veloppée d'une  épicvcloïde  sont  liomothéliques. 
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INITIATION  MATHÉMATIQUE.  —  Ouvragc  étranger  à 
tout  programme,  dédié  aux  amis  de  l'Enfance,  par 
C.-H.  Laisant,  i  vol.  in- 12  de  viii-16-  pages  avec 
9'j  figures.  Prix  :  oj" .  Paris,  Hachette  et  G'*. 

Le  petit  volume  que  publie  aujounl  hui  M.  Laisanl  a  pour 
but  de  montrer  comment  on  peut  éveiller  le  goût  des  mathé- 
matiques chez  les  enfants  même  les  plus  jeunes.  L'auteur  avait 
soutenu  la  possibilité  de  cet  éveil  dans  une  conférence  faite  il 
y  a  plusieurs  années,  et  des  esprits  non  moins  excellents  que 
le  sien  partageaient  sa  manière  de  voir;  toutefois,  l'enseigne- 
ment restait  ce  qu'il  était  et  l'on  abordait  (d'ailleurs,  on  aborde 


(  -M  ) 

loiijours  )  la  science  par  l'aspcit  le  |)lii>i  n'haï  h.Tlifijiii  se  |)uisse 
iina^'incr. 

^  uici  le  iiioNLM)  (l'inlôresser  les  jeunes,  iiièine  les  loiil  jielils, 
(le  leur  l'aire  voir  couibien  il  est  facile  de  s'amuser,  avec  des 
bâtons,  des  allumettes,  des  billes,  des  haricots,  des  papiers 
découpés,  voire  une  règle  et  un  compas  pour  tracer  des  figures 
simples  dont  la  symétrie  sera  pourtant  bien  remar<|ualde  cl 
intéressante.  S'il  est  vrai  que  Pascal  a  reproduit  de  lui-même, 
et  seulement  avec  des  données  extrêmement  vagues,  les  pre- 
mières propositions  de  la  géométrie,  c'est  probablement  en 
agissant  et  réfléchissant  ainsi,  non  en  enchevêtrant  des  raison- 
nements aussi  rigoureux  qu'ennuyeux. 

iM.  Laisant  commence  par  une  foule  de  petits  exercices 
qui  peuvent  conduire  ù  la  connaissance  de  la  numération.  Il 
est  bien  entendu  qu'il  ne  doit  pas  d'abord  être  question  de  ce 
mot.  On  fait  des  fagots  d'allunictles,  on  met  les  fagots  en 
bottes  ou  en  boîtes.  On  se  sert  encore  de  jetons  de  couleurs 
différentes    pour     représenter    les     unités,    les    dizaines,    les 

dizaines    de    dizaines,   etc Les    opérations    arithmétiques 

s'exécutent  dans  les  mêmes  conditions,  la  table  de  multiplica- 
tion nous  apparaît  dans  toute  sa  simplicité,  mais  non  sans  que 
l'on  puisse  en  voir  bien  des  curieuses  propriétés,  par  exemple, 
la  possibilité  de  la  former  sans  écrire  de  chiffres  sur  du  papier 
assez  finement  quadrillé. 

Dés  que  l'on  a  fait  connaissance  avec  les  chiffres  propre- 
ment dits,  M.  Laisant  ne  paraît  pas  être  d'avis  que  l'on  fasse 
beaucoup  d'opérations  abstraites  sous  prétexte  d'exercice.  On 
peut  en  faire  qui  sont  amusantes,  où  par  exemple  les  chiffres 
du  produit  offrent  une  symétrie  remarquable  ou  reproduisent 
à  l'ordre  prés  ceux  du  multiplicande. 

On  fera  connaissance  avec  les  nombres  premiers,  en  cons- 
truisant le  crible  d'Kratosthène,  En  découpant  des  gâteaux, 
on  aura  une  première  idée  de  la  théorie  des  fractions. 

Maintenant,  nous  devenons  géomètre.  Il  faut  entendre  par 
là  que  nous  tracerons  des  figures.  Nous  ne  chercherons  pas  à 
étudier  leurs  propriétés,  mais  nous  insisterons  sur  tout  ce  qui 
saute  aux  \cux.  Gela  nous  permettra  d'établir  bien  des  points 
importants  île  la  théorie  des  aires  Nous  arriverons  même  à 
résoudre  complètement  le  problème  pour  les  polygones  sim- 
ph;s   et    nous  démontrerons  le  théorème  de  Pythagore.   Nous 


(  .85  ) 

pouiioiis  iisscnihlci  de  petits  carrés,  voire;  deux  polils  cultes 
et  cehi  permellra  de  faire  ronnaissarice  avec  les  iioiiihres 
triangulaires,  la  soinine  des  carrés,  des  cubes,  des  premiers 
nombres  entiers.  Voici,  dans  le  même  ordre  d'idées,  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal  et  même  des  notions  sur  les  progres- 
sions et  les  différents  systèmes  de  numération.  Il  s'agit  moins 
d'apprendre  ces  résultats  que  de  s'intéresser  à  leur  harmonie 
et  M.  Laisant  intéresse  non  sans  esprit,  avec  une  bonhomie 
anecdotiquo. 

Voici  l'histoire  des  grains  de  blé  réclamés  par  l'inventeur 
du  jeu  d'échecs,  lesquels  croissent  en  progression  géométrique 
et  sont  tellement  nombreux  qu'il  est  impossible  de  satisfaire 
l'apparente  modestie  de  l'inventeur.  Une  maison  achetée  dans 
des  conditions  analogues,  ou  un  centime  placé  à  intért'ls  com- 
posés pendant  quelques  siècles  nous  montrent  des  résultats 
quelque  peu  déconcertants  et  capables  de  piquer  au  vif  la  cu- 
riosité enfantine.  Des  gens  cérémonieux  peu  satisfaits  ties 
places  qu'ils  occupent  à  table  et  désirant  continuellement  en 
changer  nous  conduisent  à  la  considération  des  permutations. 

Dans  le  domaine  de  la  géométrie,  nous  nous  amusons  avec 
le  compas,  ce  qui  vaut  bien  un  autre  jouet.  Nous  construisons 
des  cercles,  des  rosaces,  des  lunules.  Mous  construisons  des 
graphiques  et  nous  voyons  clairement  comment  doivent  se 
croiser  des  trains,  des  bateaux.  Beaucoup  de  petites  questions 
qui  semblent  créées  tout  exprès  pour  ne  donner  lieu  qu'à  des 
considérations  arithmétiques  obscures  deviennent  claires  par 
la  méthode  graphique.  Cela  nous  conduit  même  à  entrevoir 
les  méthodes  de  la  géométrie  analytique  proprement  dite. 

Le  petit  volume  se  termine  par  l'étude  d'un  quadrillage  in- 
téressant dans  lequel  il  semble  qu'on  puisse  compter  tantôt 
64,  tantôt  65  carrés.  C'est  un  exemple  de  paradoxe.  \'oici 
aussi  les  carrés  magiques. 

De  tout  cet  ensemble,  il  faut  conclure  qu'on  jjeut  intéresser 
sans  fatiguer.  Si,  mis  entre  les  mains  »les  enfants,  il  ne  peut 
forcer  leur  attention,  il  sera  du  moins  une  ressource  |)ré- 
cieuse  pour  l'éducateur  habile  jusqu'au  moment  où  l'enfant 
lui-même  devenu  un  peu  plus  âgé  reverra  avec  plaisir  les  pre- 
mières harmonies  mathématiques  présentées  à  son  intelli- 
gence çn  éveil.  A.  Blhl  (Montpellier ). 
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COIIIIKSIMIMKVCE. 


M.    V.   Jamet  \  |in>|(.ts   ilo   mon    ailicle   sur    la   limilc 

lie   (  I  H )     >    iiiil>li(''  dnii-"  les   \ouvellcs  Annales  iiti   mnis 

\         '"  / 
(le  jan\  ier.  je  m'aiiorrois  que  lo  rali  ni  linal  [niil  «'Mie   >ini|tlirn- 
coiuiiic   il  suit  :  sarliaut  que   les  (leu\  iiunihics 

ni  I  \  m       I  / 

coin|>rciiuoiit  entre  eux  le  nombie  f,  chaque  fois  (|ue  ni  est  un 
enlitr  |>o-itif,  la  li  ansforniation 

\         m  I  \  m  —  I  /  \         m  —  i  / 

=      I  -^  —      )         +  {  IH 

\  ///  —  I  /  m  —  1  \  /n  —  I  / 

montre   que  leur  tlilTérence  tend    vers  zéro,  quand  m  est   de 
plus  en   plus  fjrand.  iJ'où  la  conclusion  du  paraj,'raplie  linal. 


SOLUTIONS  DE  Ql  ESTIONS  IMKM'OSÉES. 


2020. 

1  l'j'iô,  |i.  1:9.1 


On  rnnsiHère  tous  les  trian filles  MPQ  inscrits  rions  un 
cercle  et  tels  que  MV et  MO  aient  ries  directions  données.  Le 
lieu  (les  centres  des  cercles  tritanffents  aur  triangles  .MI'Q 
se  compose  (le  quatre  cercles.  (li.-N.  Hakisikn.) 


sni.i  rioN 
l'ir  M     \iinAMK8ct'. 


Soient   I,  1,  r,  I"  l<  -  ( cniK»  des  cercles  insrril  ri  cxinscrit 


(  -^-^l  ) 

correspondaiils   aux    sommais    M,    I',    Q.    On    ri'm.inni»;    ijue 
l'angle 

PiMQ  =  const., 

cl  cjuc  les  milieux  des  arcs  .Ml',  ,M(^  sonl  des  points  lixes  A,  M. 
De  même 

/^\        l'MO 

l'IQ  =  ^  -H  (jo"=  const., 

donc  le  point  I  tlécrit  un  segment  de  cercle  C  déciit  mit  AB 
et  capable  d'un  angle  constant. 
De  même,  on  a 

IA  =  I"A,  lli  =  l"'H, 

donc  les  lieux  des  points  I"  et  i'"  s'obtiendront  en  prenant  sur 
la  sécante  Al  une  longueur  r.\=IA;  comme  V  et  B  sonl 
fixes,  les  lieux  des  points  l'et  I'"  seront  des  cercles  égaux  au 
cercle  C  et  tangents  à  C  aux  points  A  et  B  respectivement. 
Désignant  par  D  le  point  où  II'  coupe  le  cercle  PMQ,  on  a 

ID  =  DI'. 

Ainsi,  le  lieu  de  I'  s'obtient  en  menant  une  sécante  de  directinn 

donnée,  perpendiculaire  à  .AB  \  la  bissectrice  de  P.MQ  restant 

parallèle  à  elle-même  j,  et  coupant  deux  cercles  C  et  P.MQ  en 
des  points  I  et  D,  et  l'on  prend  extérieurement 

Dl'^Dl. 

Donc,  le  lieu  de  I'  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la 
ligne  des  centres  des  cercles  PMQ  et  C. 

Autre  solution  par  M.  G.  Painvin. 
2024 

'  190.5,  p.  .>2S.i 

Soient  C  une  cubique  f^^auche.  aa',  hb\  ce'  trois  cercles 
de  cette  courbe,  génératrices  d'une  quadrique  qui  la  con- 
tient tout  entière. 

Déniontrer  que  les  quat/e  pians  (  abc  ).  (  ab'c'  ),  {abc'}, 
{a  b' c)  passent  par  un  même  point  d.  I>e  même  les  ijuatrc 


(  '^-88  ) 

ptans  (  a' h'c'),  (a' bc),  (  ab'c),  (abc')  passent  par  un  même 
point  il' .  La  driu'ti'  dd'  est  une  corde  de  ht  ciihique  C,  et 
les  points  d  il  d  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  extnniités  de  cette  corde.  (H.  liHic.AlU).) 

SOLUTION 
Par  M.    W.   H. 

Je  m';i|)|)ijiorai  î^iir  le  Icinme  -iiivanl  : 

Soient,  sur  une  courbe  unicursale  G,  (a,a')  et  (b,b') 
deux  couples  de  points  :  ils  déterminent  sur  G  une  invo- 
lution  dont  les  points  doubles  sont  a,  ^.  Je  dis  que  (a.  b), 
(a',  b'),  (2t,  fi)  sont  trois  couples  de  points  conjugués  dans 
une  certaine  involution  déterminée  sur  G. 

()n  peut  évidemmeni  supposer  que  G  est  une  conique.  Il 
résulte  alors  de  l'Iiypotlicse  que  an'  tlbb'  vont  concourir  au 
pôle  de  a^  par  rapport  à  G;  aô,  a' b'  vont  donc,  en  vertu 
(I  iJM  lliéorèrne  bien  connu,  concourir  sur  a^,  ce  qui  déiMuntre 
la  proposition. 

Cela  posé,  les  couples  de  points  (a,  a'),  (b.b'),  (c,  c') 
de  l'énoncé  sont  conjugués  dans  une  in\olution  déterminée 
sur  C,  et  dont  je  désignerai  les  points  doubles  par  a,  p.  En 
vertu  du  lemme  précédent,  (a,  b),  (a',b')  et  (a,  ji)  sont  trois 
couples  de  points  conjugués  dans  une  nouvelle  involution. 
Autrement  dit  ab,  a' b'  et  2J3  sont  trois  génératrices,  d'un 
même  s\stéme,  d'une  quadrique  (Q)  que  contient  C. 

Considérons  la  gé-nératrice  du  second  système  de  (Q)  qui 
passe  par  le  point  c  :  elle  rencontre  ab,  a' b'  et  a^.  Cela 
revient  à  dire  que  les  |dans  (abc)  et  (a'b'c)  passent  par  un 
même  point  d  de  a_3.  On  voit  de  même  que  les  plans  (ab'c  ) 
et  ia'bc  )  passent  par  It;  point  d. 

On  reconnaîtra  de  la  même  façon  l'exislence  du  point  d' . 

Les  plans  (abc),  (abc'),  (aba),  (ab^)  forment  un  faisceau 
harmonique,  puisqu'ils  sont  déterminés  par  une  même  corde 
diî  (j  et  par  quatre  jtoints  r,  c',  a,  p  qui  forment  une  divisifjn 
harmonique  sur  cette  courbe.  Il  en  est  de  même,  par  consé- 
quent, des  points  d,  d',  i  et  |i.  où  ces  plans  rencontrent  res- 
peclivemenl  la  droite  ap.  La  dernière  partie  de  l'énoncé  se 
liDUxe  airi'-i  «  l;iblie. 


(  28cj  ) 
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CO.VSIlUiCilOX    hE    LA   SlltFACh:    IKI   S\.{.{)\\)   (MlhKK 

»KTi:il)II\ÉE    l»AI{    \EIF   POIM'S   01   \EIF    l»LA\S 

TA\(iEMS; 

Pak  m.  Gh.  IMliRAY, 

Ancien  professeur  à  la  l''aculté  des  Sciences  de  iJijon. 


1.  En  i854,  dans  un  travail  d'écolier  que  Thospita- 
lité  des  Nouvelles  Annales  a  honoré,  j'ai  ébauché, 
pour  toutes  les  coniques,  l'emploi  des  mei'veilleiises 
méthodes  dont  le  Traité  < le  Géométrie  supérieure  de 
M.  Chasies  venait  de  faire  corinaîlre  le  [jriiicipe  et  l'ap- 
plication au  cercle,  dont  son  Traité  des  sections  co- 
niques devait  doriner  en  i865  le  développement  ma- 
gistral. 

En  1860  [Annali  (li  Matenialica  pura  ed  appli- 
cata,  l.  III)  j'avais  poussé  un  peu  plus  loin,  en  indi- 
quant des  moyens  tout  semblables  pour  l'édificatiou 
de  la  théorie  géométrique  des  surfaces  du  second  ordre. 
L'esprit  de  la  méthode  consiste  à  transférer  simplemenl 
le  rôle  joué,  pour  une  conique,  par  une  paire  de  divi- 
sions, ou  de  faisceaux  homogra|)hiques,  dans  un  même 
plan,  à  un  système  de  deux  figures  corrélatives  sur  des 
plans  de  lespace,  ou  de  deux  faisceaux  corrélatifs, 
familles  de  droites  et  de  plans,  issus  respectivement  de 
deux  points  fixes,  dont  les  éléments  se  correspondent 
de  manière  à  tracer,  sur  des  plans  quelconques,  ceux, 
de  deux  figures  corrélatives. 

!2.  J'ai  été  conduit  ainsi  à  prendre,  pt)ur  point  de 
dépari,  deux  théorèmes  qui  sont  fondamentaux  dans 
celte  théorie  : 

Ann.  de  Matheniat.,  4"  série,  l.  VI.     Juillet  1906.)  19 


(   •'•!)*'  ) 

I.  I.c  lien  (If  I  iiilcnicrtinn  ni  d  unr  droilc  M'  et 
(T un  jtlun  .^k",  Immolo^ucs  diins  (h'uu-  faisccdiix 
corrclatifs,  de  cr/i/rrs  o',  o",  est  une  surface  du 
second  ordre  t/iti  /xfssr  jp<ir  ces  deux  points,  y  ayant 
ftour  plans  Imi i:('iits  /es  lionudo^iies  0\  O"  tlf  la 
droite  ou"  ralldilicc  succcssiiU'nu'nl  au  second  fais- 
ceau, puis  au  premier.  Et  réciproifueinent,  sauf  à 
choisir  eorne/addenienf  les  faisccau.r. 

II.  L\'nvcli>ppc  du  plan  .A\  délcrniinê  par  un 
point  m'  et  une  droite  M",  /na/toloanes  dans  deux 
figures  correlatii'es  su/-  des  plans  fixes  O'.  O",  est 
aussi  une  surface  du  second  ordre,  maintenant  tan- 
gente à  ces  plans,  en  o',  o" ,  points  homologues  t/ans 
les  deux  figures  resfx-ctiKcment,  île  la  trace  mu- 
tuelle des  mêmes  plans,  rattachée  successivement 
à  l'une  et  à  l'autre.  Et  réci/aorptement,  sous  res- 
triction analogue. 

Ces  propositions  sont  comme  idenlidées  par  le 
Principe  de  dualilc,  cpi'il  soil  «'inplové  à  fiiire  la  (\é- 
moii>li  iilioii  (le  rime  piif  le  icloiiriicmeiil  tlt'hiillr  des 
mo\ens  propres  à  l'aiilre,  ou  hieii  à  déduire  1  Une.  en 
bloc,  dr  l'anlre  pr<'alal)lemenl  établie,  sans  parler  de 
voies  dillérentes,  qui  ne  sont  ni  détournées,  ni  dïKi- 
ciU's.  Mais,  c'est  sur  la  |)iemirre,  que  l'allenlion  se  fixe 
exclusivemeiiL,  cela  pour  la  même  cause  qui  nous  (ail 
concevoii-  une  li^^ne  ou  siirrace  par  ses  points,  iiilini- 
nicnt  plii>  volontn-rs  (pic  par  SCS //'///^'^r///r.v  ou  plans 
tangents. 

Ij.  L.i  prcinicic  partie  de  ce  tliéorème  1  «'st  1res  la- 
eile  à  élahlir.  mai>  non  la   réciproque  revenant  à  l'allé- 

{g'ation  <pic  :  nciij  points  arhil raircmen l  donnes  ap- 


(  ■>-<)>  ) 

/xtrlicnnciil  tun/nurs  à  (///,////fr  //rit.  ,!,■  la  inituic 
spécijii-c  f/a/is  C a(flrniiiti<tn  (lin-rtc. 

i. 'existence    d'un  tel  lieu  est  li.'-e  à  eelle   d.-   (|u.l.|iie 
solution  pour  le  problème  : 

I.  lin  nommant  o',  o"  deux   des  points  donnrs  et 

^ '  «7  ^^s  ^^Pt  autres,   traîner  deux  Jaisceaux 

cor  relatifs,  dr  rentres  o',  o" ,  oit  les  rayons  o'rt,,  , . ., 
o  a:  du  premier  aient  pour  homologues  dans  le  se- 
cond, des  plans  issus  respectivement  des  droites  o"o, 
o"o.,,  ....  o"a,  : 

II.  En  prenant  les  traces  a\,  ...,   a',   et  a", 

«%,  sur  deux  plans  fixes  ^i'  et  r,  de  ces'  deux 
groupes  de  sept  droites  respectivement,  construire 
dans  ces  plans,  des  figures  corrélatives  oii  les  points 
«,,  ...,  a.  de  l'une  aient,  pour  homologues,  des 
droites  passant  par  d\,  . .  . ,  d'.  dans  Vautre. 

D.ins  mon  Mémoire  de  1860  précité,  j"ai  réussi  à  ré- 
soudre le  dernier  par  un  expédient  imité  de  Tartifice 
qui  venait  de  fournir  à  M.  Chasies  sa  construction  de 
la  surface  du  second  ordre  passant  par  neuf  points 
{Comptes  rendus,  t.  XLI,  p.  i  [o3).  Mais,  ramené  der- 
nièrement à  cette  question  par  un  hasard,  j'ai  aperçu 
la  solution  directe  exposée  ci-après. 

4.  Pour  pouvoir  remplir  plelneinont  leur  rôle  dans  la 
théorie  des  surfaces  du  second  ordre  (pour  des  motifs 
dordre  général  encore),  les  li-ures  corréliKives  de- 
mandent, dans  leur  définition,  quehpies  modifications 
et  élargissements.  A  mes  ^eux,  deux  ligures  (planes) 
seront. corrélatives  dans  l'un  ou  l'aulie  des  deux  cas 
suivants  : 


(     Mn    ) 

1.  (  )ii  hicn  rlles  ><onJ  cornpost'os  (\o  potnfs  ///',  ..., 
m",  ...  rcfi\yecù\cir\ci\l  associés  par  la  condition,  pour 
leurs  c.oiirdonnres  ( .r'  y  z'),  . . . ,  {x"  y"  5"),  . .  .  (recli- 
li^iH's  liom()i;ri)c^,  ou  Iriliiiëaires),  de  satisfaire  à  une 

('■(HKll  11)11    (le    Ici     tlM'IllC 

I   -4-  C3,z>"-h  cj,  s'j-'-t-  CnJ-' s'-f-  cx^x'y' ->r  c„yjr"=  o, 

c'osl-à-ilii  ('  liiif.iirc  piir  i:i|ip(trl  ;iu\  coctrdoiiiH'es  de 
/;/ fl  aussi  à  celle  de  ///',  1rs  Icllics  r,,.  •••  rcpiéscMi- 
tant  des  ronslanlcs. 

(diiupK;  iiiènie  poiiil  ///  dune  ligure  a  aiusi,  dans 
l'auli-e,  une  inlinilt-  (rassociés  mi' ,  dont  le  lieu  est  une 
droite  M",  du  moins  en  général,  et  ces  objets  /?i',  M" 
sont  dils  ltnin(>li)mn's  Tun  à  l'autre. 

l"  (^)uand  le  délerniinant  de  raba(|uc  des  eoelfi- 
(ieienls 

(2)  •      C,2,    Cj,.    C3Î, 

n'est  pas  nul,  on  reste  dans  la  eonciM»! ion  iiidnlnclle 
des  (iiiures  corrélatives  (c(dle  cpii  e>l  conni^xe  au  l'rm- 
rijw  <lr  (Inalitr)  :  tout  |)oinl,  tonte  droile  d'une 
li;^ure  (jut,  dans  l'autre,  une  seule  droite,  un. sw// point 
|)nnc  linrnolo|^Mi(,'s  ;  à  un  grou|)e  de  p(uuls  en  ll^ne 
droile  ou  de  droites  concourantes,  correspondent  tou- 
jours un  faisceau  de  droites  concouranles  ou  une  divi- 
sion rectiligne  de  points,  avec  homographie  muluelle 
dans  h's  dcMix  cas;  etc. 

u"  l^a  iiullile  (In  nn-inr  dclei minant  sans  celle  de  la 
lotalilt'  de  ses  mineurs  d'ordre  v.,  assure  à  l'écpialion  (  i  ) 


(  -9^  ) 
la  possihilllé  (l'rlrc  ('-criU'  " 

iiù  'X*',,  'P.,  ('otii[)i)s(Mil  iiiic  |);iir('  iriliiite  de  foiiiifs  li- 
néaires en  x\  v',  z',  cl  (le  iiirmc  poiii-  '.l',,  'J.'^  relali- 
vemenl  à  x",  y,  z" . 

Cetle  circonstance  imprime  an  système  des  fifi;ures 
un  picmier  degré  de  dcf^cnérescence.  Dans  chacune  se 
trouve  un  \)o\n\.-pivol  unique,  dont  les  associés  dans 
l'autre  fîj^iire  sont  absolument  indéterminés;  les  droites 
j()it;iianl  aux  pivots  deux  |)oints  associés  quelconques 
composeni  deux  faisceaux  homoi;ra|)liiques,  chacune 
(1  elles  étant  Thomologue  unu|ne  d'un  point  quel- 
con<|ue  de  l'autre  ;  . .  . . 

3"  Celle  de  tous  hs  mineurs  précités,  mais  non  de 
la  totalité  des  éléments  de  l'abaque  (2)  permet,  pour 
l'équation  (1),  cette  autre  écriture 

où  ^JE"  et  "JE^'  sont  des  formes  linéaires  non  identique- 
ment nulles,  en  x\y\  z'  et  x'\  y" ^  -s",  et  provoque,  dans 
le  système  des  figures,  une  dégénérescence  plus  pro- 
fonde. Chacune  possède  une  àvo\\.e,-thalweg  AovW.  tout 
point  a  ses  associés  en  complète  indétermination  dans 
Taulre  figure;  tout  point  étranger  à  une  thalvvega  pour 
associés  ceux  seulement  de  la  thalweg  de  l'autre 
ligure;  .... 

II.  Ou  bien  les  figures  sont  formées  de  droites 
M',  ...,  M'',  ...,  pareillement  associées  par  la  condi- 
tion    pour    leurs    coordonnées    (X',    Y',    Z') 

(X",  Y",  Z"),  . . .  (coefficients  de  x,  y^  z  dans  leurs 
équations),  de  satisfaire  à  une  équation  bilinéaire  aua- 
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logiie  à  (i) 

C,,X'.V -+-...  =o. 

(!li;ii|ii('  mrtiM'  dioilc  M'  iriiiic  lij^iire  a,  »l.ltl■^  l'iiiilrc, 
iiDf  iiiliiiilr  (I  n.ssticiéfs  ajanl  en  f^M'in'ral  une  cnvfloitix* 
qui  se  n'-diiil  à  iiii  |ioiii(  ///'.  <•!  M',  ///"  >(mi  iliu  ciMcirc 
homologues. 

IjCs  trois  hypothèses  faites  siiccessiveiiKMil  sui* 
l'ahaquc  (2)  se  représentent  textuellement  pour  celui 
des  coeflicients  de  celle  équation,  avec  des  consé- 
(picnces  analogues. 

1"  La  correspondance  entre  les  ohjets  M',  m"  est  la 
mètnc  (piCnlre  M",  /«',  tout  à  l'heure  (1,  i"),  et  la  con- 
ception liahilui'ile  des  ligures  corrélatives  se   retrouve 

au    ImiuI   (I  nue  aiilrc  voie. 

a"  Dans  chacpie  figure,  une  droilc-yy/.v/r  uiii(pie  a 
ses  associées  absolunienl  iiidt'-tcrniinées  ;  les  traces 
n)ar(|uées  sur  les  pistes  par  deux  droites  associées  (|uel- 
ittii(jii<'s  V  lornienl  dctix  divisi((n>  liuuiograpliupies, 
chaque  trace  étant  le  point  homologue  unicpie  à  une 
droite  quelconque  issue  de  l'autre;  .... 

3"  Un  point-5/f^mrt/f ,  unique  dans  clnupie  lij^ure, 
rend  absolument  indéterminées  les  associées  de  toute 
droite  passant  par  lui;  toute  droite  ne  passant  pas  par 
un  stigmate  a  pour  associées  toutes  celles  <pii  ravon- 
nent  (h;  l'autre,  indistinctement;  .... 

III.  \'A\  re>unic,  dans  les  premiers  cas  des  deux  dé- 
liiiilioMS.  Jeur  dissemblance  laisse  néanmoins  la  même 
nature  générait;  au\  systèmes  de  figures  qui  en  d('- 
livriii.  I)ans  les  deux  derniers,  c'est  le  contrain-,  les 
figures  parliculaiisées  par  l'un  d'eux  échappant  tou- 
jours à  I  autre  dt'liiiitioii  (^'). 


(1)  L'exlension  aux  fleures  hoinographiques,  de  la  nulion  des  ul> 


(  '^-9^  ) 
5.  F^'allusion  failr  aux  figures  corrt'-lalives,  dans 
l'énoncé  II  du  n"  ',),  \ise  exclnsivcinml  ceiltîs  qui 
di-rlvoMl  de  la  |ir. niii'ic  des  deux  <lt'(iiiiliiiii^  [>récé- 
denles(i,  I),  el  doni  janrai  ainsi  à  rncnlionner  i|uel- 
(jucs  propriélés  successivenïcnl.  Je  ne  le  ferai  nu'en 
thèse  générale  el  en  gros,  |)our  ne  pas  franchi i-  le 
cadre  nalurel  de  celle  notice  par  les  discussions  mi- 
nulieuses  qu'exi<;eraienl  une  précision  et  une  rigueur 
absolues. 

I.  Dans  de  telles  figures  4' ,  J",  les  /joints  ni  ci  une 
droite  fixe  D'  de  V  une  et  ceux  de  leurs  associés,  m", 
gui  sont  situés  sur  une  droite  E"  de  Vautre ,  forment 
deux  divisions  homographiqucs. 

Car  x' ^  y' ,  z'  sont  alors  lonclions  linéaires  et  homo- 
gènes de  deux  indéterminées  seulement,  dont  x" ,  y" ,  z" 
dépendent  de  la  même  manière,  en  vertu  de  l'écjua- 
llon  [^\)  et  de  celle  de  la  droite  E". 

II.  Leur  système  est  déterminé  par  la  connais- 
sance de  huit  paires  de  points  associés. 

Car  la  substitution,  dans  Téquation  (i),  des  coordon- 
nées des  points  de  ces  huit  paires,  fournit,  entre  les 
neuf  coefficients  (2),  huit  conditions   linéaires  et  ho- 


jels  associés,  permettrait  de  lier  très  étroilement  leur  théorie  à 
celle  des  figures  corrélatives,  d'unifier  complètetneot  toutes  deux; 
les  considérations  analytiques  propres  k  l'une  et  à  l'autre  mel- 
Iraienl  en  jeu  les  mêmes  form,iiles  impliquant  les  mêmes  lettres, 
celles-ci,  toutefois,  représentant  les  coordonnées,  tantôt  de  points, 
tantôt  de  droites  (tantôt  de  plans  dans  l'espace).  Dans  deux  liijures 
homographiqucs  planes,  V association  s'établit  non  plus  entre  point 
el  point,  ou  droite  et  droite,  comme  dans  les  figures  corrélatives, 
mais  entre  point  et  droite  toujours,  l'associée  d'un  point  étant 
toute  droite  issue  de  son  homologue,  l'associé  d'une  droite,  tout 
point  situé  sur  son  homologue. 


(  'fjfi  ) 

iiiogônes,  «roi'i,  |>ar  Miilf,  rciix-ci  |)('iiv<'tit  ("'tre  tirés  en 
lonclioiis  liii<''iiii'r>  <l  lniiiini;tii«'>  d  itur  seule  iiidrler- 
iiiiii('-e  A. 

III.  //  est  Idisst'  indctrrniifii-  |>ll^^  lu  coniKiissnncc 
de  se/tt  paires  seiileineiil  de  points  associes,  celte 
condition  assignant  à  une  même  fif^ure^  ^'  par 
exemple,  une  infinité  de  corrèlati\es  possibles  '*' J", 
'"J",  ...  .\fais,  dans  toutes  celles-ei,  un  même 
point  m"  demeure  associé  commun  à  tout  même 
point  m'  de  J',  et  il  y  a  homographie  entre  tous  les 
faisceaux  (<"  M", '»' M",  ...),  ('"N",  '»'1S'',  ...),  ... 
formés  ainsi  autour  de  m'\  n",  . . .  par  les  droites 
homolnguis  des  diK-ers points,  m',  n',  . .  . ,  de  -T'. 

Car  les  équations  de  condition  eniri'  les  neuf  roel- 
fîcienls  du  sjslènie  ne  sont  niiiintcnant  (ju'au  nombre 
de  sept,  et  ne  loiirnissent  plus  Icuirs  valeurs  i|u  m  (oiic- 
lion>  lint'ijires  et  lioniogt'nes  de  deux  uid<';lei'iui- 
nérs  A,  tJL.  De  quoi  It's  laits  en  (|ueslioii  se  d»''diii^i'iil 
Lien  i'acilenieni . 

6.  Le  cas  où  les  figures  considérées  sont  dans  un 
mémo  plan  U^  comporte  une  parlicularit(>  sp<'*ci.de,  à 
[)ropos  de  laquelle  il  faut  noter  (|iiel(pi<'^  observa- 
tions. 

1.  Sur  ce  plan  commun  il  y  a  des  points  doubles, 
c'est-à-dire  dont  chacun  se  confond  avec  un  de  ses 
associés,  situé  ainsi  sur  sa  droite  homologue;  et  le 
lieu  C  <le  tels  points,  est  une  coni(/ue. 

(Jar  alors,  on  peut  prendre  identiques  les  repères 
coordonnés,  aux(piels  les  points  associ(:s  m',  ni"  sont 
rapportés, et  les  subslilutionsx'=  x"  =■  x,, y  ^=y"  =-y^ 


(  ^î);  ) 

5'^  z"=  z,  f.iiles  dans  ré(|iialii)i)  (1),  (lijtmctil   : 

(   ■+-  (''t3-+-  cji  )K-  -t-(C3,  -f-  Cn)z.r  -+-  (c,îH-  c,,  )xf  =  o, 

|>(iiir  <'-(|iiiil  ION  ilii   lirii  C 

II.  /*(>((/■  les  systrnics  'S,  '*' iJ,  ...  de  Jl  gurcs  (t<l- 
mctlant  sept  mcines  paires  de  points  associés  (o,  III), 
les  coniques  "S,  '"£,  ...  passent  par  (jualre  mêmes 
points  fixes,  et  leur  faisceau  est  homographique  à 
ceux  de  droite,  mentionnés  au  lieu  cité. 

Car  les  coefficients  de  r('<|iiaLion  (3)  sont  alors, 
comme  ceux  de  l'ahaque  (2)  {loc.  cit.).,  des  fondions 
linéaires  el  homogènes  des  deux  mêmes  indélermi- 
nées  A,  a. 

lU.  Deux  points  associés  m',  m"  seront  dits  tris 
relativement  à  un  point  neutre  donné  to,  s'ils  se 
trouvent  en  ligne  dioite  avec  lui.  I)';i|»rrs  cela,  tout 
point  double  est  associé  à  lui-même,  relatiicmcnt 
à  un  point  quelconque  du  plan  commun  des  figures, 
considéré  comme  neutre. 

Quand,  pour  les  sept  paires  considérées  ci-dessus 
(II),  V association  est  relative  à  un  même  point 
neutre  iù.,  cette  disposition  s'étend  à  toutes  les  autres 
paires  de  points  qui  sont  associés  à  la  fois  dans  les 
divers  systèmes  "■  !i], '-^S, .  .  .{loc.  cit.),  et  une  même 
conique  £  est  engendrée  pa/'  les  points  doubles  d'un 
quelconque  de  ces  systèmes. 

i"  Les  points  //«',  n',  .  .  .  d'une  ligure  5\  et  d'autres 
m",  n" ,  .  .  .  [)ris  en  indétermination  absolue  sur  les 
droites  co  m' ,  w  aï',  .  .  .  respectivement,  sont  visiblement 
associés  dans  un  système  il  dont  les  ligures  3' ,  J"  sont 
douées    de    pivots    conlondus    avec   to  (4,  I,   ■.*").    (^ela 
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|)()S(\  s(»i«Mil  *'  J"  la  figure  corrélahve  à  i'  dans  le  sys- 
It'iiH'  "  ï  |)ar  cxcinple,  j)uis  '" //t'V' /'"<••  •  <t'iix  (l«; 
srs  poiiils  (|iii  sniit  associés  à  ///',  //',  .  .  .  i-(>lali veinent 
à  (0,  r'e^l-à-dirc  lis  traces  des  ilroiles  (o  m' ,  (.)//',  .  .  . 
sur  U'>  dioilf.s  li(in)()logiies  de  ///',  //', .  .  .  .  L<'s  |i(iiiiis 
des  paires  (/«','"  wt"),  (w'/'^n"),.  .  .  t'-lanl  ainsi  associés 
dans  lieux  des  systèmes  "^S/=*^S,  ...,  savoir  S  liguranl 
parmi  eux  et  ^''S,  ils  le  sonl  dans  lous  les  aulres  (5,  III), 
ce  <|ui  ((juivaui  à  la  première  partie  de  Ténoncé. 

î"  Si  enlir) '" //?  désij;ne  un  point  (pielcornpie  d<'  la 
conicpie  ''£  appailerianl  au  système  '"2,  il  est  associé 
à  lui-même  dans  ce  système,  et  encore  dans  le  système 
spécial  S  puisipTil  appartient  à  la  droite  a)"^//i(i").  Il 
lest  donc  aussi,  <lnul>le  en  consé<pience,  dans  chacun 
des  aulres  systèmes  '-  S,  '-'^S,  ...,  «■«•ci  étant  le  lail 
formulé  par  la  (l«'rnn"re   |»arlic  de  l'énonc»';. 

7.  Sui-  les  systèmes  dt  deux  ligures  corn'-latlves  rf ',  J" 
Silures  dans  kii  inrixc  plan  'JL\  nous  pouvons  mainte- 
riant  résou(li«;  les  proiilèun-s  posés  su(«'essi\  enienl 
ci-après. 

I.  Dans  tous  les  systèmes  où  trois  paires  de  points 
assoeiés,  (a\,  a]  ),  [a',,  a",),  (a'.^,  r/.,  i,  sont  tlonnées  sur 
une  nu'-nie  flroite  A,  on  demande  V associé  commun 
m"  iT  un  point  m' de  la  première  fi  mire  par  exemple, 
marijuè  arbitrairement  sur  cette  droite. 

Les  données  laissent  le  système  dans  une  indéter- 
ininati«jn  hien  plus  él<-ndue  «pie  celle  dont  mms  avons 
parié  au  n"  5.  III.  mais  n  i-n  dtienniiM-nl  pas  moins  <-e 
point  m".  Car  il  est  «''vid«-minent  I  liomol«)^ue  de  m' 
«lans  la  seeomle  «les  dixisifxis  liom«)graplii<|ues  «léfimcs, 
sur    la    même    droit»;    A,    par    la    c«)rrespondance    des 
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points  a,,  «!,,  r/',  à  à\,  a.,,  a.^  resporlivciiH'nl  {//'.,  \). 

II.  Dans  fous  1rs  s)'strni('s  où  sont  (loiini'cs  une 
conique  C  comme  lieu  des  jioinls  duuhics  rt  deux 
paires  de  points  associés  («, ,  rt',),  {a.,^  rt'!,),  dont  Irs 
droites  sont  distinctes,  on  demande  l'associé  m" 
d'un  point  (pielconquc  m'  du  plan  U\  attaché  à  la 
première  figure  par  exemple. 

Ici,  sept  paires  de  points  associés  sont  donnés, 
savoir  deux  explicitement,  cinq  implicitrmonl  par  le 
dédouMenient  d'autant  de  points  délcrniinant  la 
conique  C,  et  leurs  associations  sont  toutes  relatives  à 
rinlersectionwdes  droites  rt',  a\  ,a'.,a".,.  En  conséipience, 
on  se  trouve  dans  le  cas  particulier  ((),  111)  de  l'indé- 
termination nienlionnée  au  n"  o,  111. 

Norjimons  e,  f  cl  g,  h  les  points  doubles,  tracés, 
sur  laconique  G,  par  les  droites  rt,  rt",  c\.a'.,a'.,.  Le  point 
tiî\  qui,  sur  rt',  rt'|,  s'associe  à  co  rattaché  à  la  première 
figure,  dans  tous  les  systèmes  constructibles  >ur  les 
données  {a\^a\)^  (e,  e),(/,/)  (1),  lui  est  associé  en 
particulier  dans  tous  ceux  que  nous  considérons,  lu 
de  même,  pourtu.,,  associé  à  w  sur  la  droite  rt!,  rt',dans 
tous  les  systéntes  dérivant  de  (rt'., ,  «.',),  {g,  g),  (/■,/) 
prises  mainlenanl  pour  doniK'os.  L;i  droite  ii'  ([ui  joint 
ces  deux  poinis  est  donc  liomologuc  à  to  dans  ions 
les  systèmes  considérés,  puisqu'elle  contient  deux  de 
ses  associés  communs  dans  tous  ces  systèmes  (  i,  1). 

Si  maintenant,  sur  la  droite  lo//?',  on  prend  les 
traces  to"eli,j  de  cette  homologue  12"  ei  de  la  conique  C, 
puis  les  divisions  homograplii(|ues  où  to,  /.y  correspon- 
dent à  o)',  /,  y,  le  point  clierclu'  m"  sera  visdtlrnitnl 
l'homologue,  dans  la  seconde  division,  de  m'  ratlaclié  à 
la  première;  car  (o,  f,  y  sont  respeclivemenl  associés 
à  w",  /,  /,  sur  une  même  droite  loni'  {^o,  ï). 


(  3.,o  ) 

IH.  Co/isi/i/i/ <■  Ir  système  des  /i<,'ures  ,'t\  J",  con- 
ndissdiil  ht  ((i/in/ui'  £  lieu  de  ses  fmints  (Ituthlrs,  cl 
trois  piiircs  de  jtoints  assorirs,  p,  p.^,  p,,  dont  les 
tirai  tes  iw  passent  pas  par  un  nu' me  point.  (\cc\ 
é<|iii\.'uil  à  lit  connaissance  de  Imil  |iaircs  de  points 
associés  {Cf.  Il),  (KHriminc  le  système,  en  consé- 
quence (o.   Il  ). 

Soietil  m'  nn  point  (|ii(|((»ti(pi('  du  phin  'A\  (pie  nous 
rallaclici'ons  a  la  première  (iji;iir<;  pour  lixer  les  idées, 
puis  m^,  ni.,,  ni^  ses  associés  communs  liaus  les  Irois 
familles  de  sysli'-mes,  dérivant  de  la  conique  9  combi- 
née successivciinenl  avec  les  trois  cuu|)les  de  paires 
fi  ^^  p3i  \-3  t-'l  pi,  pi  et  p;.  (II).  Chacun  de  ces  trois 
points  étant  ('■sidemmeiil  associé  à  m'  dans  le  système 
détermiiK-  par  /a  totalité  des  données,  tous  se  trou- 
vent sur  ladroilc  lioinoloyuc  M"  de /// dans  ce  système, 
et  la  di'lei  iiiiiicul  (même  surabondamment);  puis,  de 
même,  pcjiii  les  autres  points  /i',  ...  de  J'.  Or  ce  sys- 
tème est  précisément  celui  «pu  était  à  (construire. 

IV  .  On  donne  quatre  points  doubles,  trois  paires 
de  points  associés,  soit  sept  semblables  paires  au 
total  (^'/.  II.  III  .  cl,  dans  toutes  les  figures  ^'\  on 
demande  l'associé  commun  m",  d'un  point  ipiel- 
conque  m'  de  3'  [d,  III  j. 

Parmi  les  (-oniques  ({iii  |)assent  par  les  quatre  points 
doubles  donnés,  nommons  f '^  S,  '^^  C,  '^^  C  les  trois 
consistant  en  paires  de  droites,  puis  ^'^M",  <2^^^,  '='^M" 
les  droites  lioiiiologues  à  m'  dans  les  systèmes  déter- 
minés par  les  paires  de  points  associés  données,  com- 
binées sucee>siv('ment  avec  les  trois  c()ni(jues  (III). 
C(jmme  le  point  cli<Ttli(' ///'  .se  troiiNC  visiblement  sur 
<  li.iciiin-    de    tes     trois    linniuioj^ues,    celles-ci     |»a^senl 


(.  •'^•>'  ) 

loiilcs  par  lui,    le  (Irlciiniiiciil    on  (■otis(''f|ii(Mi(:f',   iiumik; 
.siirabon(l;unnH'i:t. 

On  rcniarcjiierii  fjue  cette  sdliilimi  lani porte  e.nlu- 
sii'emcnl  des  l  ni  ces  de  droites. 

8.  La  résolution  du  problème  précédent  (7,  IV) 
nons  permet  de  passer  au  cas  où  sont  distincts  les 
plans  <r',  *i"',  des Ji figures  corrélatives  à  construire, 
ce,  à  Taide  du  leninie  suivant  dont  la  dt-rnonstralion 
est  assez  visil)le  pour  ('ire  omise  : 

Deux  figures  respectivement  homo graphiques  à 
deux  autres,  qui  sont  mutuellement  corrélatives,  le 
sont  aussi  entre  elles. 

I.  Dans  tous  les  systèmes  oii  sont  données  sept 
mêmes  paires  de  points  associés  {a\ ,  a]),.  .  . , {a. , a.)., 
on  demande  l'associé  commun  m"  d'un  point  quel- 
conque m'  de  la  première  Jigure  (o,  III). 

Avant  marqué  arbitrairement  sur  un  plan  auxi- 
liaire II,  quatre  points  ai ,  a^,  as,  a,  (sous  la  condition 
toutefois  que  trois  quelconques  d'entre  eux  ne  soient 
pas  en  ligne  droite),  nous  y  construirons  les  homologues 
a'.,  a'  a'  u',  des  points  «' ,  a',  a'  m',  dans  la  seconde 
des  deux  figures  homograpliiques  (planes)  dt'terminées 
par  la  correspondance  de  a\,  a\,  a'^,  a\  à  a,,  a^,  as,  y.^ 
respectivement,  puis  les  homologues  a!,  a'^,  a"^,  de 
rt'j,  rtg,  «'^,  dans  la  seconde  des  figures  homographi- 
ques  déterminées  par  la  correspondance  de  «", ,  n'"^,a3,a^ 
maintenant  à  a,,  a^,  «3,  a^  encore,  puis  rassoclé 
commun  <j!'  de  ijl'  dans  tous  les  systèmes  de  figures 
corrélatives,  sur  le  même  plan  0,  (jui  ont  a,,  a..^,  aj,  a^ 
pour  points  doubles  avec  (a'.,  a .  ),  (a'g,  a'^),  (a.,  a") 
pour  autres  paires  données  de  points  associés  (7,  IV), 
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litialciiiciil,  rhomolo';!!»'  ///"  «le  jjl",  dans  la  première 
(imiie  (lu  (loi-nicr  dt's  ;>\>li"infs  hornogra|tlii(jucs  qui 
viciiiifiil  (l'èlre  délînis.   Ct;   |m)imI    m"  sera  visiblement 

ccltii   i|ui  l'hiil  (l<'iii;indé. 

II.  Consliiiii c  /rs  fli^iirea  ^\  -T",  connnissti/il  huit 
litiircx  tl(-  fidinls  fissocirs  (  o,  II). 

Si  '''wî",  puis  '-'/?i"  sont  les  associés  communs  d'un 
poinl  (^uelcontpie  ///'  de  la  premi«M"c,  dans  lous 
Ifs  sjslèmes  consliuclibles  sur  sept  seulement  des 
paires  données,  puis  sur  q(icl(|M)-  aiilic  eombinaixin 
des  mêmes  paires  prises  en  nombre  éf^ai  (I),  la  droite 
<"«?"  '■-■'/?/'  est  visibleineni  l'IiruiKilD-^ue  M"  de  ni'. 

III.  \\if  un  |n  u  dallenlion,  on  apercevra  que 
rinlcr\  t-nlioii  du  plan  auxiliaire  II  peut  être  évitée  par 
des  tracés  exéciitt's  sur  les  plans  T'.M?"  seulement.  Va, 
comme  celle  du  n  7,  IV,  <pii  en  a  fourni  la  base,  ces 
constructions  ne  conifiortetit  que  l'i-nifiloi  de  lu 
règle. 

\).  Le  pr<d)lèni<'  I  ci-dessus  (8)  est  précisément  celui 
qui  a  été  posé  au  n"  3,  II,  et  qui  se  trouve  mainte- 
nant résolu,  lui-même  et  le  précédent  (//>.,  I). 

D  après  une  constatation  gé-nérale  faite  antérieure- 
ment (5,  III),  le  système  des  faisceaux  corrélatifs 
de  centres  o',  o",  dont  les  éléments  homologues  don- 
nent, fKir  leurs  intersections,  les  divers  points  m,  .  .  . 
d' une  surfilée  du  secoml  nrdrr  passfint  par  ces  cen- 
tres, n'est  pas  entièrement  déterminé  ;  mais,  dans 
toutes  ses  réalisations  possibles,  deux  mêmes  rayons 
o' m  et  o' n  pris  arbitrairement  dans  le  premier  fais- 
ceau, par  exemple,  ont  pour  homologues  des  plans 

fore",  '-'.m",  ")  .m",  ...et  <"  jî,",  (»'  r^\  "'  jl",  . . . , 


(  :u,:\  ) 

itfVdniKiiU    (1rs    (/miles  o'itt   et    o" ii    m    deux    fitis- 
cetiiix  niiilticllcmcnl  li<)nioij:ia/)lii(jiics. 

Sur  un  inèuic  |)Liu  .Si-caiil  U\  ces  sv-^lruics  ;iur.inMit 
|>()ui'  traces  des  sysièmes  de  fif^urcs  corrt'-lal  i\ es,  itidé- 
leruiiuées  aussi,  mais  où  U^iit  point  ni'  d'une  fi^mrf 
<iui ait  dans  l'antre  un  associé  commun  m"  relati- 
vement à  la  trace  to  de  la  droite  des  centres  o',o", 
doiil  une  niènic  cnriniue  serait  le  heu  conutuin  des 
points  doubles.  Cette  c()nl(|iie  est  [>r('cisénieiil  la  trace 
de  la  surface  sur  le  plan  sécaiil. 

10.  Pour  une  surface  du  second  oidre,  considérée 
comme  enveloppe  de  ses  plans  tangents  (2,  II),  on 
construira  le  pendant  exact  de  tout  ce  rpii  précède,  en 
en  retournant  les  détails  dans  le  sens  Indiqué  par  le 
Principe  de  dualité,  après  adoption,  j)our  deux 
ligures  corrélatives  planes,  de  la  dt-finilion  II  du  n"  4. 

Quand  \\  s'agit  de  ligures  corrélalive'>  sur  nn  uiènie 
plan,  la  relativité  à  un  point  neutre  to,  de  l'association 
de  deux  points  m',  m"  appartenant  à  l'une  et  à  l'autre 
(6, 1]I),sera  rem|)lacée  par  c^//eà  une  droite  neutre  Q, 
de  l'association  tie  deux  droites  M', M",  ces  mots  expri- 
mant ici  que  le  point  de  concours  de  M',  M"  se  trouve 
sur  o. 


[R8aa] 

sut  LA  IMtOPIWLTE  Db  COVCAVIii:  DF  L'IlEltPOLIIOIIIE 
lli:  IMIl.XSOT; 

Pau   m.   11.    l'ADÉ. 


I.  .((   La    propriété  de   rherpolhodie  de  Poinsol,  de 
n'avoir  pas  de  rebroussements  et  d'être   toujours   con- 


(  3o4  ) 

c;i\c  vers  Ii-  [hMc  dis  coorddiiiK't's,  neiil  rirr  <'l;ililii' 
sans  faire  aiiciiti  cinitniiit  à  la  lliéDi-ic  de  la  coiithuri; 
cl  par  les  seuls  in<i\eiis  <'l('iiieiilaires  de  la  ini'raiiii|iie 
clasâi(|iie. 

>i  11  siiffil  de  dt'rnoulrer  (|iic  la  vitesse  du  point  qui 
décrit  riio(l()f;raplie  eorrespniidanl  au  rnouveinent  du 
pùle  iiistatilané  sui'  riierpolcidie,  vitesse  (pii  est  t'fpii- 
|t()lleiile  à  ra((<''lérali(Hi  de  ce  |)<Me,  a  un  inoincui  de 
si};ne  invarialdc  autour  du  pôle  des  coordonnées,  pris 
pour  ccMire  d(>  celte  liodographe.  »  (Soc.  des  se. 
l'hys.  <'t  nnf.  (le  liordcaux^  séance  du  5  avril  1906.) 

!2.    Soicnl  : 


m    la   position,  à  I  instant  /,  sur  I  licrpolliodic  (ju'il  ilt'-- 

cril,  du   pôle  instantané  ; 
P    le  pied  de   la    p<  rpeii(li(  iilairc   abaissée  du  point  fixe 

sur  l<;  plan  fixe  langent  en  m  à  r(dli|)soïde  d'inerlic; 
p,  7    les  coordonnc-es  |)olaires  du   point  ///,  le  point  V 

étant  le  pôle  de  ces  coordonnées; 
Wr' ,   V  y'  deux    axes    rectangulaires  dont    le    premier 


coïncide  avec  1'///,  et  tels  (pie  .r'  \*y' 


m  \    la  vitesse  de  ni  ; 

l'\      le  veeleiir   ('rpiip(dleiit    à    cj-tle  vitesse;    V'  décrit 

I  hodograplie  du   mouvement  de  ///  ; 
.1    1.1  \  liesse  de  V,  accélération  de  ni. 


(      .H).)       ) 

■{.  l/herpolliodic  ii'iiiii  ;i  |i;is  (riiill.xiori.-,  |  (li  i.iii.n  r, 
Stt/-  <iii('bnirs  fnriinilcs  d'un  iisai:c  liénéral  tlfiiis  la 
physiqur  nKithrniiili,/!!,-  yAnn.dr  hi  Soc.  sr.  de 
Bruxelles,  i.j'^  ;iim»''c,  i.S(,o)],  si  riin-le  (|iic  fnil  le 
vcck'ur  mV  avec  une  iliit'clion  fixe  (|uelc(jiHjiie  du  plan 
(!<■  la  (imirc  \;iiif  Ion  joiits  dans  le  tnènic  sens;  elle 
n'aura  pas  de  rehiousscinenls,  >i  le  vecteur  m\  n'esl 
jamais  nul. 

Ces  deux  condilions  scionl  siniullancincnl  réalisées 
SI  le  momrnl  de  .)  (iiiioar  de  V  einisei^-e  un  si^ne  in- 
variable pendant   toute    la    durée  du  mouvement   : 
nous  allons   constater  qu'il  en  est  efrectivemenl  ainsi. 

i.   Dans  le  sjslème  d'axes  ^ x' ,  Vy',  les  coordonnées 
de  V  sont  : 

do         dy 
di'      ^  dt' 

les  projections  de  J,  vitesse  de  \',  sont  : 

df        '[dt  /         ?  dt[<'    di) 

Nous  devons   faire  voir  que    le   moment  M  de  J  au- 
tour de  Pj  savoir  : 


dt  p  dt\'     dt)       '  dt  [./r-'       '\7rt)  J 

a  un  sif^ne  invariable. 

Au  mo_)en  des  équations  du  mouvement  du  point  M, 
cette  quantité  s'exprime  aisément  en  fonction  de  p  seu- 
lement. 

o.   Soient  : 

A,  B,  G  les   moments    principaux    d'iuerlie   autour   du 
pt)inl  fixe  ; 

Ann.  de  Mat/icmat..  /,•  série,  t.  M.  (Juillet  1906.)  20 


(  3oG  ) 

p.,    I)    deux    (•()ll^lalll<•-'  piisiliv es  ; 
£    le   iKUiihie  -h  •  on  —  •  i 

_  ^  (B  — D)(C-n)  _  (C-I)i(A-D) 

"  "  BGD  '  ~  CAD  ' 

(A-D)(B-D). 
"""  ABD 

?(pï)=— D(p»— a)(p»— 6)(p»-c); 

(A-D)(B  — D)(C  — D) 


E  = 


ABGD 


Les  équalions  {|ui  délerniinenl  p  et  y  en  fonclion 
de  t  sont  (Aoaf.  Ann.  de  Math.,  4"  série,  l.  III,  juil- 
let i(jo3,  p.  ■-'-Sy)  : 


do 


^   p    -^   =  tix  v^cp(pM. 
(  p»^=,a(pî+E). 

Elles  (lonr)eiil  itiiinédialeineni 

d'où,  en  siihsliliinril  datis  (A), 

(B)  M=^J(Jp2  +  K)(p(pî)-p»(p»-+-E)<5>'(p»)-4-(pî-HK;3j. 


6.  Posons 

cp(p»)=-D(p«-ap*-f  Pp»-y), 

en  sorlc  (|iie 

■    a  =  a  -+-  ^   -+-  c, 

<   ^  =  ^c  -H  ca  H-  a6, 

(  Y  =  abc  ; 


(  3..7  ) 

aprrs  (les  ivtlmlioiis    mimétlinlcs,  d  <ii  lcii;nit    compic 

de  ce  (|ue 

l<:2  i   abcD  =  FJ-+-yD  =  o, 

on  Iroiivc  : 

(G)    M  =  [JL3[(v.DE-(-aD  -h  \)  p'- -  (■iDp  +  olDE  —  3\i)\; 

ou,  en  rcni|)laçant   a  cl   |j   par   leurs   valeurs  en  A,  B, 
C,  D  : 

lM=^j|^     KA  +  B  +  C  — 2D)p2-+-(A-+-B-+-C)E] 
(D)  \ 

7.  i^H  (piaulilé  M  se  trouve  ainsi  mise  sous  la  forme 
d'un  pi-oduil  de  deux  facteurs. 

Le  premier  de  ces  facteurs,  qui  n'est  nul  que  quand 
l'hcrpolhodie  est  réduite  à  un  seul  point,  casque  nous 
laissons  naturellement  de  côté,  est  essentiellement  po- 
sitif. 

Pendant  le    uioiivcnicni,   o-   demeuic   une  moyenne 

7  1  ■    ,    P--I-  E 

entre   a,    0,   c;    la    (luanlilc  '  _  „      est    une   moyenne 
'  '  Do^  • 

entre 

ff-f-  E       b-hE       c  +  E 

Dn     '        D6    '      ~D^' 

DU,    ■'inipIcilUMil, 

I  I  I 

S'      B'      C' 

le  second  facteur  est  donc  une  moyenne  entre 

B  +  G  — A       G  +  A  —  B       A  +  B  — G 
A  '  B  '  G 

quantités  esscnliellemenl  positives. 
Donc  M  garde  un  signe  invariable. 


(  :^o8  ) 

[P2a] 

8i;it  KKS  (:(iiiti{i:s  ivwiiiwtks  nu  polviiies 

ItHCIlMtOO!  ES  ; 

Pau  m.  s.   LATTKS. 


La  drlcriiiinaliot)  do  toiilcs  I<'s  courlx-s  [jlatu's  iiiva- 
rianles  dans  une  Iraûslormalion  par  polaires  récipro- 
ques a  été  efTfCtuée  depuis  lonj^lcmps  par  M.  Darboux 
qui  a  traité  aussi  le  problème  dans  l'espace  :  M.  Dar- 
boux détermine  la  surface  invariante  la  plus  f^énérale 
comme  envelop[)e  d'une  famille  de  quadriques  in\a- 
rianlcs  (  '  ). 

J'ai  étudié,  d'une  façon  génénale,  dans  ma  thèse  (2), 
les  courbes  invariantes  par  une  transformation  de  con- 
tact en  ramenant  leur  recherche  à  la  résolution  d'équa- 
tions fonctionnelles.  Je  me  propose  de  niiitili(  r  dans 
cette  Note  comment  le  problème  résolu  par  M.  iJar- 
boux  peut  èlre  traité,  à  ce  dernier  point  d<'  vue,  du 
moins  dans  le  cas  du  plar). 

On  peut,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  (pie 
la  conique  direclrire  a  pour  écpialion 

T^ —  2y  =  o. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  est  alors 
définie  par  les  é(juations  suivantes  : 


(  '  )  Daudoux,  Sur  une  classe  renittn/udOlc  de  courbes  et  de 
surfaces  al gëbri(/ues  (Noie  IX). 

(')  Sur  les  équations  fonationnellea, qui  dé/iniatent  une  courbe 
ou  une  surface  invariante  par  une  transformation  (  l'jiris,  njo'"))  ; 
cl  Annali  di  Matentatica,  3'  série,  t.  XlII. 


(  •^•M)  ) 

Soily^^F(j")  l'équalioa  dune  courbe  invari.inle 
par  (T).  Si  {^,y,y)  est  un  élément  de  celle  courbe, 
l'élément  (X,  Y,  Y')  doit  a|>|)arlcnir  à  la  nièux'  courixî. 
Ou  doit  donc  avoir 

d'où  l'on  déduit  que  la  fonction  W(x)  doit  vérifier  les 
deux  équations  fonclionnclles  suivantes  : 

(E)  W[yv'(x)]  =  xW{x)  —  ^r^x), 

(H')  W'[W'ix)]=x. 

Nous  déterminerons  d'abord  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (F/),  puis  nous  chercherons  quelles  sont, 
parmi  ces  solutions,  celles  qui  vérifient  aussi  l'équa- 
tion (E).  Si  l'on  pose 

W'ix)=n(x), 

l'équation  (E')  devient 

(E.)  b[Hx)\=x. 

Cette  nouvelle  équation  définit  une  courbe  j'  =  ^{•^) 
invariante  par  la  transformation 

(l>  X=jr,  Y  =  x, 

qm'  est  une  transformation  par  svmétrie  par  rapport  à 
la  droite  y^x.  Amenons  Taxe  de  symétrie  à  être 
l'axe  Ox.  Il  suffit  de  poser 

x=  u-^v,        X  =  U  -4-  V, 

■y=U  —  i',  Y  =  U  — N. 

La  transformation  (i)  devient  alors 
\]  =  u,        V  =  —  V. 

Toute  courbe    invariante    par    cette   transformation 


(  -i'»)  ) 

peut  vlvv  ilfliiiu'  |);ir  h's  ('qiiulions 

Il  =  r(  /),  r  ==  'I»(0, 

F(/)  étant  une  foiiiiiiin  /niiii-  arbitrairo  et  '!♦(/)  une 
fonction  im/HH/c  itrhili dire  Un  jHiranirtrc  t.  Pour 
/  =  (),  on  a  un  pnmi  où  celle  cotiihe  coupe  l'axe  de 
symétrie  :  nous  supposerons  ipic  les  lonclions  I""  cl  <I> 
sont  définies  dans  le  domaine  île  t  =  o,  le  poiul  ^  =  o 
pouviint  d  ailleiiis  cire  r«''el  ou  im:ip;inaire. 

lin  rcmonlant  à  la  Ir  arofurniahou  (ij,  on  voit  que 
loule  couihe  tnvariaiile  par  celle  hansfonnation  [leiii 
être  délinie  par-  les  é(pialions 

x=  V{t)^^{t), 

y  =  {i(T)=  F(0— *(0- 

On  a  ainsi  la  solulion  i;én«'Tale  ^{x)  de  l'équa- 
tion (  E)  ).  [-.a  solution  générale  ^''(x)  de  j'équalion  (E') 
est  donc  définie  par  les  équalions 

x=  F(0-^'1'(0. 
yv'{x)=  F(o  — *(n, 

W i^x)  désignant  la  dérivée  de  ^'[x)  pa/-  rapport  à  x. 
On  a  donc 

x=  F(/)-H*(o, 
cm^x) 


dt 


=  [F(/^-1.(0j[I''(0-i-*'(0] 


et,  en  inlf'f^ranl  de  o  à  /,  on  voit  (pie  la  courhe  inva- 
riante clieicliee  est  définie  par  l»-s  deux  équalions 

x=F(OH-*(0, 

y  =  0.^  Ç  {Vit)-  «iM^Jj  V'(()^i^'{t)\dl 


(   3m    ) 


ou  bien 

.  x  =  F(0-i-*(/), 


et  l'on  a 


y=^-^^in-*in. 


Il  laul  cherc'lier,  parmi  cc's  courbes,  quell«^s  sont 
celles  qui  vc'rifKMil  r<''(|uaiion  (K).  Cette  équation 
exprime  (|ue,  si  (x,  y,  y' )  est  un  élrmeut  de  la  courbe, 
le  poiut 

x=y,      \  =  xy—y 

appartient  aussi  à  la  courbe.  Or,  on  a 


X=F(0-*(0, 


<i>F')dt. 


Changeons  t  ei\  —  t  dans  ces  équations.  Elles  de- 
viennent 


X  =  F(0 +  *(«). 


Y  = 


F-'{0  — *'(0        F2(o) 


—  G—  f      (F'i>'  —  <PF')  dt. 


Il  faut  que  la  courbe  définie  par  ces  équations  coïn- 
cide avec  la  courbe  définie  par  les  équations  (2). 
Comme  X  et  j:  sont  égaux,  il  faut  que  Y  etyie  soient 
aussi,  ce  qui  donne 

^('^^  -c)-  r  (F<J>'-*F')rf/ 
Or  F<ï>'  —  $F'  est   une   fonction  paire  de  t  et  par 


(    .^12    ) 
,  t 
suilo    l'iiih'^ralf   /     (^F<1>' — *VV  )  dt     esl    iiiic    rtmclion 

•-  0 

iini>(iiri'  «Ir  /.  I^'t-j^alilc  |)r«''cé<leiile  dcviriil  donr 

l'2  (  O  ) 

(  .. 

Jt 

Ar.v  ('•(jinitiniis  <j;rn('r(il('s  il' n/if  cuiirhe  invaruinh- 
par  1(1  tidiisforniation  (T)  sont  donc 


F(i)  étiint  une  fonction  /mire  (irhitniirc  de  /cl  'P(/) 
une  fonction  impaire  <irbilraire  de  t. 

Rein;ir(|U()ns  <|iie  celle  coiiilx'  coiilicnl  an  inoin>  un 
cl(''niciil    ilniiMc   tic   la   t  laiisforinat  loii   (P)  :  < 'csl    I  clt'-- 

IMCIll 

j-=F(o),  y=  —  ^    S  ^  =  Imo). 

En  ce  point  la  combe  e^l  langenle  à  la  conifjiie  diiec- 
trice. 

Parmi  les  courbes  (3)  il  v  a  une  iiilinih-  (i(!  combes 
al>;ébri(|ii('s  :  on  en  obticnl,  par  exemple,  en  prenant 
pom-  1*  (  /  )  lin  polynôme  en  /-  et  j)onr 'Iii^/)  le  produit 
de  /  par  mi  p(d\n()me  en  /-.  I^a  eonupie  directrice 
2.  y  —  x'^=  o  Soi)  lient  en  prenant  F(/)=^-,  <I>(^)  =  o. 

On  voit  que  la  nn-tliodc  précédente  permet  de  dé- 
duire de  tonte  courbe  (pii  acbnel  un  a\e  de  symétrie 
une  combe  tpii  est  sa  propre  jjolaire  réciprocpie  par 
rapport  à  une  euni(|ue  donnée. 


;i,;i  ) 


tONcoi us  irAiniissiox  \  imM  polvikciivkiik  i;\  mmh;. 
(:o)ii>(»sni(K\  irAL(ih:Kiti':  kt  niKioxoMiyniiK. 

Son  Ti()\   p\i»   M.   Jean   SI'JJNAIS. 


I.  Etudier  la  variation  de  la  fonction  y  =:  L 
oti  L  désigne  un  logarithme  népérien. 

II.  Evaluer  "     •  '         ' 


r  l'intégrale  i et  cal- 

Jo     (■•'■•^--4- 1) /r2 -H  I 


culer  sa  valeur  à  ~  près  quand  a  ^  -p  • 

TU.  L'équation  x^  —  a.a:--\-'^x  —  y  =  o  a  pour 
racines  les  longueurs  des  côtés  d'un  triangle  ABC 

Eornier  l'équation  ayant  pour  racines  cos  A, 
cos  B,  cos  C. 

IV.   On  donne  une  fonction  f{x). 

Deux  autres  fonctions  o{x)  et  F(x)  sont  définies 
par  les  relations  suivantes,  où  K  est  un  nombre 
constant  : 

cp(:r)  =  K  f^y  F(^)  =/(-^)  'f(^)- 

Démontrer  qu'on  a  identiquement  : 

V"{X2  _  f"{T)        o"(x)  ik 

F(a7)  ~  f(x)    "^   o{T)  ^  f{.r)<^{x)' 

'F(x)         f(x)    "^   o{x)  ' 

I.   Pour  f|ue  )•  soit  réelle,  il  l'aiil  (jue  l'on  iiil  : 
soit     J">i,  soil     .r  <  —  2. 


(  ■■^"1  ) 

Dans  les  deux   inleivalles  ( — X),   — ?.)  el  (i,  4- oo) 
la   l'oncllon   est    croissante    :    clans    le    prcmuT 

iiilciviille  elle  croît  lie  i  à  -l-^o,  dans  le  second  de  o 
à  I.  Comme  le  logarithme  népérien  varie  diins  le  même 
sens  que  le  nombre,  on  a  imincdiatrmcnt  le  TaMoaii 
suivant  et  la  courbe  ci-jointe  : 


T 

y 

X 

o 

rioît 

—  2 

-1-  X 

-+-  I 

30 

croit 

-f-  y. 

0 

U.    Pour  évaluer  rintéjïrale 


posons  ^=Jang;,5;  supposons  le  radical  pris   avec   le 
signe   H-  et  désignons   par  ^   l'arc   positif,    plus   pelit 

que  -,  tel  que 

tangP  =  a; 

l'intégrale  devient  : 

Z*'^  roscp  dz/  ,  .         ,  .     . 

i=    I      ^— r-  =     arc  tan"  siii©  1^  =r  air  iaiig:(sin  B). 

J^        I  -+-  Sin»'f  ^  o  .  Jo  rs\  f/ 

Or,  lorscpu! 

lang^=  -J= 


(  -i'-^  ) 


''"f=7f 


Donc,  dans  le  cas  |).iiliciilicr  où 


on  a 


a=  7=' 
s/1 


J  =  arc  tai)''— —  =  —  =  o,5>.J. 


v/3 


III.   Soient  a,  ^,  c  les  trois  coics  du  lriciiii;le.  On  a, 

comme  on  sait, 

(6-f-c  —  a)  { b  -\-  c  -\-  a) 

I  -1-  cosA  = ; 

■?.bc 

_  (a  -h  b  -h  c  —  ■2a)(a  -h  b  -i-  c)a 
2  abc 

Or,  en  vertu  des  relations  entre  les  coefficients  et  les 
racines,  on  a 

a  +  6  -4-  c  =  a,         abc  =  y. 

D'où  l'on  tire 

rt  a  (  a  —  '^.  a  ) 


I  ■+-  cos  A  = 


•2  Y 


Si  donc  nous  désignons  par  x  l'une  (juelconque  des 
racines  de  l'équation  donnée 

(l)  T^—OLT^-\-Px  —  Y  =  O, 

et  par  y  la  racine  corrcsjjondanle  de  léqnalion  cher- 
chée, le  pioblèinc  propoM-  resii-nt  à  faire  la  tiMnsfor- 
mce  déliiiic  par 

(2)    .  '+r  =  — —- — -■ 

Il  n'y  a  ilonc  qu'à  éliminei'  x  cnlic  cette  égalité  et 


(  '^'^^  ) 

l'équation  (i).  L'é{;alilé  (2)  s'écrit 

(3)  ?.ax* — a*  j" -+- 2Y  (  V -H  I)  =  o. 

Kii  initlti|)liiiiil  iL'll(;-i'i  j>;ii' ./'.  I  (mi  nation  (1)  itai"  —  rta, 
et  ajoiilaol,  on  obtient 


(4) 


'  X*  -t-  •;•.  [  Y  (^y  -♦-  I  )  —  2?  ]  a-  -t-  9.  ay  =  o. 


I^  (MUialion  cherchée  est  le  lésiillanl  des  équations  (3) 
et  (4).  C'est  donc  : 

[•iaSY-r-îY-^r-^-o  —  42^17  (r-+-ul  =  o. 

Ce  (|iii  donne,  en  ordonnant  par  rapport  à  y  4-  i , 

8ï*(j -t- O'-t- -i  ïY  <  ^'— 4  P)  (r  + ')* 

—  2aî(aî^— ,'i^î-H.)aY)(y-f-0-l-  «Ta*— 4  2^ -f- 87  )  =  o. 


I^  .    L  é<;alilé  donnée 


/ar 


(X) 


revient  a  celle-ci 

(1)  ^•{x)f(x)  =  K 

qui  donne,  par  dérivation, 

(2)  ^•{x)f'{x)-^o'{x)f'{x)  =  o. 

En    prenant    les  dérivées    logarilhniiqaies   des   deux 
membres  de  légalité 


on  a 

(3) 


¥  (x)  =  f[x)  o(x), 

r{x)  ^/'(x)    ^    o'(.r) 
¥(x)         f{x)         o(j-)' 


qui,  en  dérivant,  donne 

V'(x)  _  fix)        o'(j-)        F'Vj)  _  f'\x)  _  <p'*(3-) 
■^^    F(x)  "  '/{x)  "^  (p(a:)  "^  F»(x)       /«(ar)        f'(a:)' 


(  '^'y  ) 

Lu  leninlaciiiiL  dans  (•elle  égaille  ■=- —  par  sa  vaU-iii- 

lirée  cle(3),  simplilianl  el  Icnaiil  compte  (l(!  l'éf^alilé  f  i), 
on  obtient  la  ixcniirre  égalité  demandée 

^    '  F(a:)  /(a:)  9(07)         /(x)<p(^/ 

Dérivons,  à  leur  tour,    les  deux  membres  de  l'éga- 
lité (5)  et  nous  obtenons 


I    F"'(x)  _  f"{.r)    ^    f'ixj 
(6)     { 


F(.r)  f{x)  tp(.r) 

¥"i  x)V'{x)        J"'(x}  f'ix)        o''(x)^'yx) 


F'^(x)  /■(•^)  oUx) 

j  'iK[/'(x)o(x)-ho'(x)f(x^] 

'  /î(ar)o2(ir) 

r,  1  1  <      I-    /      l'"(.r  )  F'(ar) 

nemplacons,   dans   cette   égalité,  — =r; — — —  par  sa 
'      '        '  ^  r  ^  (  cT  )        \ 

valeur  obtenue  en  multipliant  membre  à  membre  les 
égalités  (3)  et  (5)  et  nous  obliendrons,  toutes  simpli- 
fications faites,  la  seconde  des  égalités  demandées  : 

V'jx)  ^/"'(x)    ^    f'jx)^ 
F{x)  f{x)  o{x)  ' 


CEUTIFICATS  DE  CALCIL  lUFPEKE.MIEL  ET  liVTEGUAL. 


Bordeaux. 


Ériveuve  théorique.  —  I.  Dans  le  plan  représentatif  de 
la  variable  complexe  z,  on  trace  une  circonférence  de 
rayon  R,  ayant  pour  centre  l'origine  et  coupant  en  A  et  B 
l'axe  des  quantités  imaginaires,  et  en  C  la  partie  positive 
de  l'axe  des  quantités  réelles.  Calculer  l'intégrale 

I     r     c"*  dz 

■ii~  j    c-"^-" —  1 


(  -^'^  ) 

i"  Le  fnns^  de  la  cirninjcrenre  prrréiicnte  : 

■}.'   Le  Ions:  (lu  contour  formé  /ntr  la  (lenii  cinnufcrencf 

AGH  et  le  diamètre  HA. 

On    su/>/iosera    p    C  H'   '^  P  ~*~  '•    /'    di^ii.^'nanl    un    entier 

positif. 

II.  I>iinner  l'expression  de  la  fonction  <?-"'-' —  i  sous 
forme  d'un  produit  in  fini  de  facteurs  primaires. 

III.  Si  u  et  V  di'sif^'neiit  deux  paramètres  variables  indé- 
pendants, la  dilate  ayant  pour  éi/uations  : 

X  =^  u  z  —  V.  u  —  u^  —  ).  Ul'', 
y  =  vz  —  3  »'-  —  H  -  »'  —  2  p* 

{en  coordonnées  rectangulaires)  est  normale  à  une  infi- 
nité de  surfaces  cjuon  propose  de  déterminer. 

W .  Déterminer  les  surfaces  S  telles  que,  en  un  point 
quelconque  de  l'une  de  ces  surfaces,  ses  deux  tangentes 
principales,  d'une  part.,  et  ses  deux  directions  principales, 
d'autre  part,  se  /nojettent  sur  le  plan  des  xy  suii-ant 
deux  angles  ayant  leurs  bissectrices  parallèles  à  Ox 
et  Oy. 

Lignes  de  courbure  de  ces  surfaces. 

EiMŒLVK  l'HATiott:.  —    On  considère  l'intégrale  déjinie 
dx 


J,^  =  ^V^ 


j  ^ .  a"  V  2  x*  -h  ix  —  !\ 


(s>o). 


Cette  intégrale  a-t-clle  une  limite  pour  i  —  o'.' 

Si  oui,  calculer  celte  limite.  (Juillet  i<j<»<>.) 

Marseille. 

ICi'iiKl  \  K   TiiKoHlgli;.    —    l'iirmi  Ira  siu  faces  qui  satisfont 
à  l'équation  aux  dérin  es  pa ilirl les 

px  -H  qy  =  o, 

déterminer  celles  qui  satisfont  aussi  à  la  co/iditinn 

(/>»-f-  q^)(x^-r-y^)=  K», 


(  3.Ç)  ) 

où  K  est  une  constante  donnée,  et  déterminer  leurs  lignes 
de  courbure. 

Ki'niavK  PKATigiîK.  —  Calculer  à  n, oooi  />rès  l'intégrale 
définie 


r\  dz  ^ 


1°  Quand  le  point  z  va  du  point  z  =  o  au  point  z  =  i 
directement  sur  l'axe  des  x; 

•i"  Quand  le  point  z  varie  entre  les  mêmes  limites  sur 

un  arc  de  cercle  qui  passr  au  point  z  -  -; 

3"    Quand  te  point  z  varie  entre  les  mêmes  limites  sur 

...  .  Ai 

un  arc  de  cercle  qui  passe  au  point  z  =    —  • 


Solution.  —  On  trouve  -  ei  ^' 
o         6 


Paris. 


(.Iiiillet  1906.) 


Épreuve  théorique.  —  I.  Etant  donnée  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

(I)        p-^+q^-=-2\]ix,y),  P='-/->  ^  =  ^' 

où  V  (x,  y)  est  une  /onction  connue  des  variables  x  et  y, 
soit  S  une  sur/ace  intégrale  quelconque  de  cette  équation  : 

i"  On  demande  de  démontrer  que  les  caractéristiques 
situées  sur  cette  surface  coupent  orthogonalement  les  sec- 
tions planes  faites  dans  la  surface  par  les  plans  paral- 
lèles au  plan  des  x,  y  ; 

■2°  Les  courbes  caractéristiques  V  de  l'équation  (I)  «e 
projettent  sur  le  plan  des  x,  y  suivant  une  famille  de 
courbes  (y)  dépendant  de  deux  constantes  arbitraires . 
Former  l'équation  différentielle  du  second  ordre  dont  ces 
courbes  (y)  sont  l'intégrale  générale  ; 

3°  Déterminer  la  fonction  \}  {x,  y)  (le  façon  que  les 
courbes  {-()  soient  des  circonférences  orthogonales  à  l'axe 
des  x\ 


(  ;i2o  ) 

'l  "  Tnun'cr  une  intr^rdle  complète  de  l'équaliDU  {  I  )  ainsi 
ohte/iite  el  une  inli'w'nile  /uirtieu Hère  se  rriluisant  à  zéro 
pour  X  =  <). 

Ndi'i:.  —  Les  axes  de  coordonnées  soni  supjmsés  re<'tan~ 
gui  aire  s. 

II.  lin  considère  l'équation  différentielle  du  premier 
ordre 

(.)  ^  =  X^^+\,, 

où  \  et  \|  sont  des  fonctions  de  la  variable  complexe  x 
holomorphe  à  l'intérieur  du  cercle  C,  de  rayon  a,  décrit 
du  point  X  =  o  pour  centre,  et  sur  ce  cercle  lui-même. 
Soit  un  nombre  positif  tel  que  l'on  ait 

|X  I  £  m,         I  ^1  1-  '"         pour         \x\'ia. 

L' équation  {\)  admet  une  intégrale  particulière  y^.  holo- 
morphe dans  le  domaine  de  l'origine  et  se  réduisant  à 
zéro  pour  x  =  o.  On  demande  de  trouver  un  nombre  posi- 
tif p,  ne  dépendant  que  de  m  et  de  a,  tel  que  l'intégrale  y\ 
soit  sûrement  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  o  décrit 
de  l'origine  pour  centre. 

Kf'Riavi-:   l'HATiyi  K.  —  Calculer  l'intégrale  définie 


(Jiiillcl    iç)nî.) 

Ei'HKiVK    iiiKOHiQLK     —    Etant    donnée    une    équation   li- 
néaire aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  : 

où  les  coefficients  P,  Q,  H  sont  des  fonctions  de  deux  va- 
riables indépendantes  x  et  y,  et  de  la  fonction  inconnue  z, 
on  demande  ce  qu'on  entend  par  caractéristiques  de  cette 
équation.  Démontrer  que  l'intégration  de  l'étfuation  i\) 
revient  éi  la  détermination  des  caractéristiques. 


(  ■■^^>>  ) 

Application.  —  Soient  Ox^  Oy^  Oz  un  système  fie  trois 
axes  de  coordonnées  rectangulaires,  IVI  un  point  d'une 
surface  (S),  ni  la  projection  du  point  M  sur  te  plan  xOy, 
N  le  point  où  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  (S;  ren- 
contre la  perpendiculaire  élevée  par  l'origine  au  plan 
OmU. 

Tm 


1°  On  demande  l'équation  générale  des  surfaces  (S), 
telles  que  l'on  ait  ON  =  Om,  pour  un  point  quelconque  INI 
pris  sur  fa  surface; 

1°  Déterminer  la  fonction  arbitraire  de  façon  que  la 
surface  (S)  passe  par  la  courbe  représentée  par  les  deux 
équations 

y  z^  o,         z^=  2X  ; 

3°  Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  cette  dernière 
surface. 

II.  On  fait  décrire  à  la  variable  complexe  z  le  segment 
de  ligne  droite  joignant  l'origine  au  point  z  =  -\-  i.  Quelle 
est  la  valeur  finale  de  la  fonction  arc  sin  5,  si  la  valeur 
initiale  est  égale  à  -\-  -k? 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 


f 


dx 


{l\Cosx  -\-  5)"^ 


(Oclobre  igoS.) 


Poitiers. 

Epreuve  théorique.   '—  I.  Les  surfaces  définies  par  l'é- 
quation aux  dérivées  partielles 

(I)  y^pi^q2^   ,jtf^y) 
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(  :\-2:  ) 

ont  un  sysh'mc  dr  I lignes  de  courbure  d,ins  des  plans  pa- 
rallèles au  i>litn  zox. 

II.  Les  surfaces  dcfutic^  par  l'c>/uation 
(2)  X  -h  pz  --^o(p) 

ont   un  système  de  li;:nes  de  courbure  dans  des  plans  pa- 
rallèles à  i)y. 

III.  Les  équa  fions  précédentes  {\)  et  {>.)  ont  toujours  des 
solutions  communes. 

IV.  Déterminer  ces  solutions  communes  en  prenant 


1  dz  ôz\ 


ÉPRKivK  i.HATigUK.  -  Une  lemniscate  est  donnée  dans  un 
plan  horizontal  :  un  cercle  variable  dont  le  plan  est  ver- 
tical a^pour  diamètre  un  rayon  vecteur  de  la  lemniscate; 
trouver  l'aire  de  la  surface  ainsi  engendrée. 

Prendre  des  coordonnées  polaires  :  rayon  vecteur,  lon- 
gitude cp.  latitude  (),  et,  si  le  temps  le  permet,  démontrer 
la  formule  qui  donne  l'expression  de  l'aire  au  moyen 
dune  intégrale  double.  (J"'"  '0"G-) 


CEUriFICAIS  »E  MtCWIOlK  lUTlOWEILE. 


Bordeaux. 


Ki-Ri-ivi-;  TiiKoiuniK.  -  I.  7'héorie  des  petits  mouvements 
autour  d'une  position  d  équilibre  stable,  dans  le  cas  d'un 
système  holonome  à  deux  degrés  de  liberté. 

II.  Une  plaque  matérielle  infiniment  mince  a.  à  l  ins- 
tant t  =  o,  une  certaine  rotation  instantanée  donnée  c.>o 
autour  d'un  point  de  son  plan.  A  partir  de  cet  instant, 


i  WxW  ) 
elle  est  soumise  a  r„c,inn  ,l' une  force  uni,,ue  inconnue  V 
agissant,  dans  snn  j,/a„.  sur  un  de  ses  points  A.  Un  ,d,serve 
la  loi  du  mouvement  ,jue prend  le  point  \,  et  l 'on  demande 
de  déterminer  la  loi  de  la  force  F  et  le  mouvement  de  la 
plaque. 

Cas  particulier  où  la  plaque  part  du  repos  et  où  le 
mouccment  de  A  est  rectiligne  et  uniformément  accéléré. 

ÉPRErvE  P..AT.O.IE.  -  Un  cercle  plonge  verticalement 
dans  un  liquide  homogène  pesant,  sur  la  surface  duquel 
ne  s'exerce  aucune  pression;  les  deux  tiers  de  la  surface 
du  cercle  sont  immergés;  déterminer  la  distance  du  centre 
de  pression  à  la  surface  du  liquide. 

Rayon  du  cercle  =  o'",  i  2. 

(Juillet  1906.) 
Lille. 

ÉPREUVE  THÉORIQUE.  --  T/iéorie  élémentaire  de  l'effet 
gyroscopique. 

Après  avoir  démontré  la  coïncidence  approchée  de  Vaxe 
de  révolution  du  gyroscope  et  du  moment  cinétique  résul- 
tant du  système  par  rapport  au  point  de  suspension,  on 
étudiera  les  apparences  du  mouvement  et  l'on  établira  la 
formule  classique,  en  supposant  qu'il  n'existe  qu'une  force 
appliquée,  constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  solli- 
citant un  point  de  l'axe  de  révolution. 

Probmcmks^  :  I.  Cinématique.  -  Une  figure  plane  se 
mouvant  dans  un  plan  P,  on  demande  le  lieu  des  points 
du  plan  P  pour  lesquels  la  vitesse,  à  un  instant  donné,  du 
point  superposé  de  la  figure  mobile  :  i"  est  dans  un  rap- 
port constant  soit  avec  l'accélération  totale,  soit  avec 
l'accélération  tangentielle,  soit  avec  l'accélération  nor- 
male; 1°  fait  un  angle  constant  avec  l'accélération. 

II.   DvNAMiQUE.  —  Une  barre   homogène  et  pesante  AB 
de  poids  p   et  de  longueur  /,   est  astreinte  à  se  déplacer 
dans    un    plan    vertical    II;     lextrémité   \y   glisse    sans 
frottement  sur  une  droite  verticale  A;    à  l'extréndté  B  est 
accroché  un  poids  ^1;  cette  barre  s'appuie,  aussi  sans  f rot- 


(  :\*\  \ 

Ifmcnl,  sur  une  thf\il  If  «J,  t/r  niyon  ni'f^li^'eahlf.  normale 


B. 


au  i>liin  il  (7  (listanlc  tic  A  de 


//î 


i"  Etudier  le  mouvement  de  cette  harre  abandonnée 
dans  une  position  horizontale  Ao  Bq  sans  vitesse   initiale; 

7."  Rechercher  la  position  d'équilibre  stable  de  cette 
barre  et  étudier  les  petites  oscillations  près  de  cette  posi- 
tion d' équilibre.  (Jiiillel  1906.) 

Marseille. 
Ki'iu;i\K  TiiKdRigi  K.    —    Une  droite  \B  pesante  et  homo- 

n  . Çû 


B 


ÔP 


gène  rcfiose  par  deux  pointes  émoussées  A  et  15  sur  une 
droite  horizontale.  La  pointe  A  glisse  sans  frottement, 
mais  la  pointe  B  glisse  avec  frottement,  .-iu  f>oint  A  est 
attaché  un  /il  horizontal,  dont  on  néglige  la  masse,  qui 
passe  sur  une  très  petite  poulie  O  et  qui  porte  à  son  extré- 
niité  un  poids  V.  Sur  \l)  glisse  avec  frottement  un  point 
pesant  C.  Le  système  est  primitivement  en  repos  et  le 
point  C  est  en  A.  On  abandonne  le  système  à  lui-même, 
trouver  son  mouvement . 

Les  tr.iis  corjis  ont  In  niè/ne  masse  et  le  coefficient  de 
frnt terne nt  est  égal  à  un  quart. 

(Jn  remarquera  que  la  pression  en  B  varie. 

Ki'KK»  vii  l'HATlyi  1;.  —  L'intrados  d'une  voûte  en  plein 
cintre,  d'épaisseur  constante,  a  \-i'"  de  rayon;  l'extrados 
a  i»'»"'  de  rayon.   Vérifier  la  stabilité  de  la  voûte  en  tra- 


(  ^--^  ) 

çant  la  cou  rite  des  juessiotis.  Le  coejjîcicnt  de  frottement 
est  0,75. 

Donner  en  fonction  du  poids  xV  de  la  vuùtc  la  fioussëe 
horizontale  à  la  riih'r  en  supposant  que  la  courbe  des 
pressions  passe  au  tiers  extérieur  du  joint  à  la  naissance 
et  au  tiers  extérieur  de  la  clef. 

On  fera  l'épure  en  prenant  2«""'  par  mètre. 

(Juillet   1906.) 

Nancy. 

Epreuve  écrite.  —  Envisaf^eons  un  fil  homogène  pesant 
ayant  la  forme  d'un  arc  de  cercle  AB,  de  rayon  R,  de 
loni^ueur  2/,  de  densité  e.  Supposons  que  ce  fil  rigide  soit 
assujetti  à  glisser  sur  un  plan  horizontal  7:. 

Chaque  élément  dm  du  fil  est  attiré  par  un  axe  fixe  OX, 
situé  dans  le  plan  tt,  proportionnellement  à  sa  distance  à 
cet  axe  et  à  sa  masse  dm:  soit  f  l'intensité  de  V attraction 
exercée  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

A  l'instant  initial  on  imprime  au  fil  rigide  une  rota- 
tion de  n  tours  à  la  seconde,  dans  le  sens  direct,  autour 
de  la  perpendiculaire  menée  au  plan  ~  par  l'extrémité  A 
du  fil;  puis  on  abandonne  le  fil  à  son  mouvement  de  glis- 
sement sur  le  plan  tz  avec  cet  état  initial  des  vitesses,  la 
corde  XB  étant  supposée  à  l'instant  t  =  o parallèle  à  Vaxe 
fixe  OX  à  une  distance  A  de  cet  axe. 

On  demande  :  i"  d'étudier  le  mouvement  du  fil  rigide 
dans  le  plan  fixe  tt;  2"  la  pression  que  le  fil  exerce  sur  le 
plan  fixe  -Jt.  On  s'attachera  particulièrement  au  cas  où 

20'^™ 
R  = ,  /  =  20"",         £  =  7,7, 

y=  3  dynes,         n  =  S,  A  =  loo""'". 

(  J  II  il  Ici  1905.) 

Paris. 

KpREiVE  TiiÉORiyi'E.  —  Un  Cadre  rigide  gauche  ABDGA 
est  mobile  autour  d'un  axe  vertical  Oz  qui  renferme  le 
côté  AB  du  cadre.  Le  côté  CD  est  un   tube  creux,  de  très 


(  'i^-fi  ) 

faible  section,  dans  fet/ue/  î,'lisse  sans  froticincnl  un  paint 
pesant  I*  lie  /nasse  m.  l'.tmlier  le  /noitvenient  ilu  système 
il'après  tes  données  suivantes  :  les  trois  côtés  \\i,  \l],  HD 
du  cailre  ont  même  lit/ii,'ueur  /,  /es  côtés  .\i].   |{|>  sont  /ter- 


^ 


pendiculaircs  à  AB,  et  (AD'  désignant  une  demi-droite 
parallèle  à  BD  et  de  même  sens)  l'angle  D'AC  compté  po- 
sitivement autour  de  la  demi-verticale  ascendante  Oz  est 
égal  à  Go".  Enfin,  le  moment  iVim  rti,'  du  cadre  seul  au- 
tour de  0-5  est  égal  à  ^ml-. 

Etudier,  en  particulier,  le  /noui'ifuenf  quia  lieu  ijuaiul 
on  abandonne  le  système  sans  vitesse,  le  point  F  occupant 
le  milieu  M  du  côté  CD. 

On  pourra  définir  la  position  du  système  par  l'angle  9 
que  fait  avec  un  plan  vertical  fixe  xOz,  le  plan  MO- 
et  par  la  distance  Ml'  =  X  comptée  positivement  dans  le 
sens  CD. 


hi'iiKiVE  i'i».\Tiyi  i;.  —  Un  cercle  solide,  plein,  homogène 
et  pesant,  dont  le  rayon  est  égal  à  un  mètre  et  la  masse 
à  5oo*,  est  lancé  dans  le  plan  vertical  xOy  sur  une  droite 
horizontale  fixe,  dépolie,  Ox.  A  l'instant  initial  t  =  o,  le 
centre  G  du  cercle  est  animé  d'une  vitesse  horizontale  de 
lo"  par  seconde,  dans  le  sens  Ox,  et  le  disque  tourne  au- 
tour de  C  avec  une  vitesse  de  5  tours  à  la  seconde,  dans  le 
se/is  x(Jy  ((Jy  demi-verticale  ascendante ).  Le  coefficient 
de  frottement  entre  le  cercle  et  la  droite  Ox  étant  0,20, 
on  demande  de  calculer  :  i"  l'instant  /j,  où  la  vitesse  du 
centre  C  du  cercle  changera  de  sens  ;  •>"  l'instant  tj  oà  G 
reprendra  sa  position  initiale;  3"  l'instant  t^  où  le  glisse- 


(  :u-  ) 

ment  scrd  dctruil  jim-  le  frottcitictit  ;  \"  la  valeur  (en  uni- 
tés C.  G.  S.)  de  la  force  vive  perdue  />ar  le  cercle  entre 
les  instants  t  =  o  et  t  =  ts. 

NoTK.  —  On  adoptera  comme  valeur  de  g  {accélération 
de  la  pesanteur)  :  j§'  =  (>Hi(C.  G.  S.).  On  négligera  le 
frottement  de  roulement . 

(Octobre  igoj.) 


Kpukuve  théorique.  —  Un  fil  parfaitement  flexible,  inex- 
tensible, et  sans  masse,  de  longueur  4 /,  est  attaché  par 
une  de  ses  extrémités  à  un  point  matériel  pesant  P,  et  par 


/■^ 


l'autre  extrémité  au  centre  C  d'un  cercle  solide  homo- 
gène et  pesant,  de  rayon  l  dont  la  masse  m  est  égale  à 
celle  du  point  P.  Le  système  étant  abandonné  sans  vitesse, 
dans  un  plan  vertical  xOy^  on  demande  d'étudier  son 
mouvement,  en  supposant  que  le  fil  glisse  sans  frottement 
sur  le  point  fixe  O,  et  que  le  point  P  et  le  disque  G  glis- 
sent sans  frottement  sur  une  droite  AB  inclinée  à  \5"  sur 
la  verticale,  et  située  au-dessous  de  O  à  une  distance  de  O 
égale  à  -i  l. 

Calculer  la  tension  du  fil  POG  à  l'instant  initial. 

La  disposition  initiale  du  fil  étant  celle  de  la  figure,  et 
l'angle  initial  de  OC  avec  la  direction  AB  étant  de  45", 
décider  si  le  fil  reste  tendu  ou  non  au  début  du  niouvemcnt. 


(  :us  ) 

lù'iiKi  vi:   l'HATioi  i:.  —  C/ne  circoiifihenre  de  cercle  homo- 
gène et  pesdnte  (  cerceau  )  de  centre  C  et  de  diamètre  égal 

à   I '"    .•</    /l.ri'r    ftiir    un    île  ses  ptii/ifs   O.   /,*•  reri-i-mi   étant 


abandonné  sans  vitesse  initiale  dans  le  plan  vertical  xOy, 
calculer  : 

i"  La  durée  des  oscillations  injininient  petites  du  pen- 
dule composé  ainsi  formé  ; 

■i."  L'angle  initial  de  OC  avec  la  verticale  descendante 
étant,  non  plus  très  petit,  mais  égal  à  3o  degrés,  calculer 
la  réaction  qu'exerce  l'appui  O  sur  le  cerceau  à  l'instant 
où  G  traverse  la  verticale  Oy^  ainsi  r/ue  la  durée,  à 
j^  de  seconde  prés,  d'une  demi-oscillation  du  cerceau. 

(Juillet   iyo5.) 

Poitiers. 

ÉpRElVE  TiiKonigUK  :  GlNKMATiyiK.  —  Une  figure  inva- 
riable se  meut  dans  son  plan  de  manière  que  deux  de  ses 
droites  demeurent  tangentes  à  un  même  arc  de  cycloïde. 
Trouver  dans  ce  mouvement  les  deux  courbes  qui  roulent 
sans  glisser  l'une  sur  l'autre. 

DvNAMioi'E.  —  Dans  un  plan  vertical  xOy  (  Ci  y  vertical 
et  dirigé  vers  le  haut)  une  barre  homogène  pesante  \\i  de 
masse  iM  et  île  longueur  -il  peut  tourner  sans  frottement 
autour  de  son  milieu  O;  une  sphère  de  rayon  très  petit  et 
de  masse  m  est  fixée  en  A;  en  B  est  attaché  un  pendule 
simple  constitué  par  un  fil  sans  masse  de  longueur  r  et 
par  une  masse  m  fixée  à  son  extrémité  c. 

Former  les  équations  du  mouvement  du  système.  Y  a-t-il 
des  positions  d'équilibre  stable'/  Etudier  les  petits  mouve- 
ments dans  leur  voisinage. 


(  '^^p  ) 

(  (hi  sii/>/><>se  fjiie  h'  pendule  peut  oxcil Icr  lilirrmrnl  en 
dehors  du  plan  vertical  xU)'.) 

Kpiu:i  vi>  l'uvTiyri:.  —  On  considère  l  arc  de  cycloïde  dé- 
Jini  par  les  formules 

X  =  R(0  — sin6), 

y=  R(i— cosO), 

où  6  varie  de  o  A  une  valeur  a  inférieure  à  ~  : 

]°  Trouver  les  coordonnées  Ç,  tj  du  centre  de  gravité  de 

l'aire  comprise  entre  cet  arc,  l'axe  des  x  et  l'ordonnée 

correspondant  à  0  =  a  ; 

2"  Calculer,  en  supposant  l'aire  précédente  homogène 

et  de  densité  0,  le  moment  d'inertie  de  l'aire  par  rapport 

à  l 'axe  des  y. 

Application  au  cas  particulier  7.  =  -. 

(Juillet  iQoS.) 

Epreuve  théorique.  —  I.  Le  mouvement  d'un  trièdre 
trirectangle  (T)  ou  {Oxyz),  par  rapport  à  un  trièdre 
analogue  (Ti  )  ou  (Oi^rj^i^i  ),  étant  donné  par  les  projec- 
tions $,  Tp  Ç,  p,  q,  r  de  la  translation  et  de  la  rotation 
instantanées  sur  les  axes  mobiles,  on  demande  à  un 
instant  t  : 

1°  Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  trajec- 
toire du  point  M  {x,y,  z); 

2°  Les  lieux  géométriques  des  points  {x^y^z)  dont  l'ac- 
célération normale  (ou  l 'accélération  tangentielle)  est 
nulle. 

II.  Une  parabole  concave  vers  le  haut  peut  tourner 
librement  autour  de  son  axe  qui  est  vertical:  les  extré- 
mités d'une  barre  homogène  pesante  AB  de  longueur  il 
sont  assujetties  à  glisser  sans  frottement  sur  la  parabole, 
dont  on  regarde  la  masse  comme  nulle. 

Équations  du  mouvement  du  système.  Calcul  des  réac- 
tions en  A  et  B.  Positions  d'équilibre  relatif.  Etude  des 
petits  mouvements  dans  leur  voisinage.,       (^Juin  1906.) 


(  ^^a  ) 


cKiiiiiiciis  M  ummwïï.  sirKiiiHiitE. 


Paris. 


ÉpBKUVE  THÉORIOLE.  —  Une  surface  étant  donnée  par  les 
équations 

y  =  iij-,         z  =  V ->!- TVfi  u,  V),         a:<p^(«,  o)-4- I  =  o, 

oà  tp  est  une  fonction  quelconque  des  paramètres  u  et  v, 
définir  géométriquement  le  réseau  formé  par  les  deux 
familles  de  courbes  u  =  const.  et  v  =  const.  Prouver  que 
ce  réseau  est  conjugué. 

Déterminer  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  (  S  )  (jii'un 
obtient  en  pn-nant 


U  étant  une  fonction  arbitraire  de  u,  et  V  une  fonction 
arbitraire  de  r,  indiquer  la  nature  de  ces  deux  familles 
de  courbes. 

Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle 
iloit  satisfaire  la  fotirtinn  o  pour  que  les  plans  oscula- 
teurs  des  courbes  v  =  const.  menés  aux  divers  points  de 
chaque  courbe  u  =  const.  soient  parallèles  à  une  droite 
dont  les  coefficients  directeurs  ne  dépendent  <pie  de  u. 
Montrer  que  la  forme  générale  de  o  est  alors 

o  —  IJ(  //  )  _(-  U,  (  //  I  \',Crj  -4-  UjC//  )  \\( V  1. 

1rs  cinq  fonctions  mises  en  évidence  étant  arbitraires,  et 
que  les  surfaces  S  précédemment  considérées  sont  parmi 
les  surfaces  correspondantes. 

l>l'RKl\r:  l'H A  I  Mji  i;.  —  Etant  donnée  la  surface  qui  <i  pour 
équation 

'ij'^  —  'ixj'3  -+-  z*  =  O 


(  '^'^^  ) 

déterminer  ses  lignes  asyniptotiques  et  construire  leurs 
projections  sur  le  plan  des  xy,  en  faisant  prendre  siicres- 
sivenient  diverses  valeurs  à  la  cunslantc  d'iniricralion. 

EpuKL'VE  TiiKOUiyuK.  —  (>n  considère  les  deux  paraho- 
loïdes 

arî_(_j-s  —  _  laz, 

et  les  droites  qui  sont  tangentes  communes  à  ces  deux  sur- 
faces. Déterminer  les  arêtes  de  rebroussement  des  déve- 
loppables  engendrées  par  ces  droites. 

Equations  qui  déterminent  la  surface  minima  ayant 
pour  ligne  géodésique  la  développée  d'une  parabole. 

Epreuve  pratique.  —  Etudier  les  sections  par  les  plans 
de  coordonnées  et  par  des  plans  parallèles  au  plan  des 
X,  y  de  la  surface  lieu  du  point  dont  les  coordonnées  en 
X,  y.,  z  s'expriment  d'une  manière  suivante  : 

x=    u  -^     -—  -h  uv-, 
y=    v\ 

Z   =  (  «2  -+-  ç>2  )î  -f-  2  «2  —  v.  Vi. 

(Mars  1905.) 

Epreuve  THÉORIQUE.  —  Etant  donnée  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  suivantes  : 

\0u /  Ou  Ov         \àv  / 

I"  Intégrer  les  équations  différentielles  de  ses  caracté- 
ristiques; 

2"  Montrer  que  ces  caractéristiques  sont  les  lignes  géo- 
désiques  d'une  certaine  surface  dont  l'élément  linéaire 
est' 

_  4  «  dv-  —  4  ^  du  dv  -+-  du'- 


(  :^3.  ) 

3"  En  suhslitiKint  aux  deux  variables  u  et  i'  les  sui- 
vantes : 

l        it        /«  —  l»*  =  10, 

prouver  que  la  surface  est  applicable  sur  des  surfaces  de 
révolution.  Déterminer  les  méridiens  de  ces  surfaces  de 
révolution. 

Éi'UKl  VK  l'UVTioïK.  —  Etant  donne  l'ellipsoïde  lieu  du 
point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  s'expriment  en 
fonction  de  deux  paramètres  u  et  v  par  les  formules 


_       /a  (a  —  « >  ( a  —  v) 
\       (  rt  —  b'){a  —  c) 

^      /b(h  —  u)(b  —  v) 
^  ~  \       (b-  a)(b  —  c)  ' 

/r  (  c  —  u  )  I  c  —  V  ) 

z  =  i  / : 

\'     {c  —  a)  {^c  —  b) 

\°  En  déduire  l'erpression  des  deux  formes  quadra- 
tiques de  différentielles 

dx--^  dy--\-  dz^, 
d-(  dx  ■+-  d-('  dy  -+-  d'C  dz 

(où  Y,  Y,  "'  sont  les  cosi/ius  directeurs  de  la  normale); 

1°  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asrmp- 
totiques,  des  lignes  de  courbure,  l'équation  aux  rayons 
de  courbure  principaux.  (Mars  1906.) 


SOIJTIONS  DK  OIESTIOXS  IMIOPOSEES. 


480. 

I  I8S9,  p.  J66  ,  1899,  p.  <)o.  » 

Soient  Do  un  cercle,  D|  une  développante  de  Do,  D,  une 
développante  de  D|,  .  .  .,  D„  une  développante  de  D„_i.  Ap- 
pelons D„  développante  du  cercle  de  l'ordre  n.  Cela  posé, 
on  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  figiirr  plane  varie    en  restant  sembhtble  à  elle- 


(  333  ) 

même,  et  si  trois  droites  de  cette  figure  ont  chacune  pour 
enveloppe  une  développante  de  cercle  de  Vordre  n,  toute 
autre  droite  de  la  figure  n  pour  enveloppe  une  dévelop- 
pante de  cercle  du  même  ordre.  (V .  dk  I^afkitte.) 

SOLUTION 
Par  M.  Thié. 

Soit  (F)  une  figure  plane  qui  varie  dans  son  plan  en  restanl 
semblable  à  elle-nnême.  Toute  droite  D  de  cette  figure  enve- 
loppe une  certaine  courbe.  Pour  une  position  donnée  (F),  on 
obtient  le  point  o  où  D  touche  cette  enveloppe  par  la  con- 
struction suivante,  qui  est  bien  connue  : 

Soit  tu  le  centre  instantané  de  rotation  et  de  similitude 
qui  corresponde  la  position  considérée.  Le  point  o  est  le  point 
de  rencontre  de  D  et  d'une  droite  issue  du  point  a»  faisant 
avec  D  un  angle  6  qui  ne  dépend  que  des  éléments  qui  carac- 
térisent la  variation  infinitésimale  de  (F).  Cet  ani^le  6  est 
donc   indépendant  de  la  droite  particulière  cimsidéréc  D. 

Par  8  menons  la  perpendiculaire  D'  à  D.  Soient  m  et  m' 
les  projections  du  point  w  sur  D  et  sur  D';  com  et  lom'  sont 
rectangulaires  et  l'on  a 

Lom' 

=  cotO. 

iani 

Si  donc  nous  considérons  plusieurs  droites  D  quelconques 
de  la  figure  (F),  la  figure  formée  par  les  droites  correspon- 
dantes D'  dérive  de  la  figure  formée  par  les  droites  D,  par 
une  rotation  d'un  angle  droit  autour  de  oj,  suivie  d'une  ho- 
mothétie  caractérisée  par  le  rapport  rolO.  Nous  parvenons 
donc  à  ce  résultat  : 

Soient  Di,  D2,  .  ..  diverses  droites  de  la  figure  (F),  D,, 
D'j,  ...  les  normales  aux  courbes  enveloppes  de  ces  droites, 
aux  points  de  contact  de  ces  courbes  et  des  droites  D,, 
Dj,  ...  pour  une  même  position  de  (F).  La  figure 
(D,,  Dî,  ...)  est  semblable' à  la  fgure  (  Df,  Dj.  . .  .  )  :  elle 
reste  donc  constamment  semblable  à  elle-même. 

Il  est  mainieiiant  facile  d  établir  le  ihéoréine  énonce  par 
voie  de  récurrence. 

Supposons,    en    effet,   qu  il  soit    vérifié,  quand  les  dévelop- 


(  .-^11  ) 

pailles  (If  cercle  considérées  sont  de  r.in;;  n  —  i.  Soient  Di, 
Dj,  Uj,  Di  tjUcTlre  droites  de  la  ligure  (F),  les  trois  pre- 
iiii«'res  enveloppant  des  développantes  de  cercle  de  rang  n. 
Soient  D', ,  1)^,  Dj,  D\  les  normales  aux  enveloppes  des 
quatre  droites  considérées.  D',,  Dj,  Dj  enveloppent  les  déve- 
loppées des  courbes  enveloppes  de  D,,  Dj.  Dj,  c'esl-à-dire 
des  (léve|np|)antes  de  cercle  de  ranj;  n  —  i.  Donc,  en  vertu 
de  l'hypothèse,  D^  enveloppe  aussi  une  développante  de  cercle 
de  rang  n  —  i.  Donc,  D-,,  etc. 

Or,  le  théorème  est  vrai  si  l'on  suppose  n  =  —  i,  autrement 
dit  si  les  droites  D|,  Dj,  D3  enveloppent  des  développées  de 
cercle,  c'cst-à  dire  passent  par  des  points  fixes.  Il  est,  en 
elFcl,  bien  connu  que,  si  (rois  droites  d'une  figure  de  forme 
semblable  à  elle-même  passent  par  trois  points  fixes,  il 
en  est  de  même  de   toute  autre  droite  de  la  figure. 

Le  théorème  correspondant  au  cas  où  /i=  o  est  encore  bien 
connu  ^théorème  de  Bobillier). 

2019. 

(  1905,  p.  47>j.l 

l'ar  l'un  des  ares  d'une  conique  W  on  mène  un  plan  v 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  conique  ;  un  segment  de 
longueur  constante  l  se  déplace  sous  les  conditions  sui~ 
vantes  :  l'une  de  ses  extrémités  décrit  la  conique  \V,  il 
reste  constamment  normal  à  cette  conique,  et  son  autre 
extrémité  est  dans  le  plan  v\  démontrer  que  cette  seconde 
extrémité  décrit  une  conique  \  (à  laquelle  le  segment  est 
d'ailleurs  constamment  normal). 

Avec  l'autre  axe  de  la  conique  W .,  et  une  autre  longueur 
constante  m,  on  aura  une  nouvelle  conique  U.  Démontrer 
qu'un  certain  segment  de  longueur  constante  p  peut  se 
déplacer  en  ayant  ses  extrémités  sur  les  coniques  U  et  V, 
et  en  restant  normal  à  ces  deux  coniques. 

M'..    l'oNTENÈ.) 

SOI.ITION 
l'iir    M.    l'Aiiitoi). 

La  coiiiqiif  W   elaiil  une  l■llip^e  dont  les  demi-a\es  sont 
UA  =  «,         OB  =  6        (6<a)-, 


(  335  ) 

ronsidc'ioiis   (ians    le    plan   v  la   (lioiu-  QC,  faisant  nvoc  ()\   un 

anj^le  dont  le  sinus  est  — »   l'ellipse   est  siliice  sur  le  cylindre 

d'axe  OC  et  de  rayon  b.  Soit  II.M  un  ravuti  du  cvlindre  dont 
l'extrémité  M  est  située  sur  W.   il  est  normal  à   OC  et  à  \\ . 
Un  segment  MP  de  longueur  /  a  son  extrémité  P  sur  la  per- 
pendiculaire Uïl'  abaissée  de  H  sur  OA. 
Soient  OH'  =  .v  et  H'  P  =  ;:,  on  a 

ou 

c2-2_  1,1  x^  =  cUl"-—  h"-); 

V  est  une  hyperbole  d'axes  OA  et  O  -  et  dont  une  asymj>tole 
est  OC. 

On  a  de  même,  pour  l'équation  de  la  conique  U  dans  le 
plan  yOz^ 

(62—  «2)32  — «2^2=  {b-^—  a'^){m^—a'^) 
ou 

C2  52  -H  «2^2  =  c-{m-  —  «2  )  ; 

U  est  une  ellipse  dont  les  axes  sont  Oy  et  0^. 

Considérons  la  conique  V  connue  la  conique  W  et  formons 
dans  le  plan  yO-:  l'équation  du  lieu  correspondant  à  une  lon- 
gueur p;  en  posant 

A  =  /2_^,2  B=-^(/2-62;, 

0- 

(A  -  B)X—  B^2  ^  ^x  -  \i)ip-2-B) 
ou 


ay--^c-^z-^=a^(^p-2---jr^{/i—b'-)\. 

Déterminons  p^  de  façon  que  celte  équation  soit  identique 
à  celle  de  U,  il  suffit  que 


On  a  ainsi  la  relation 


4  +  /; 

c-        6-2 


(  33()  ) 

Il  liste  à  mnntr«T  que  li*  s«'j;iiiiiil  Ml'  est  norni:il  à  la 
(•i>iii(|iir  \  :  cniisidfioiis  If  Si'j:iiifiil  Mil'i  vnivin  (le  MI';  \e 
rvliiuirc  <i<'  i  i-xuliiiiim  d'axe  MM|  «I  «le  r.iyun  /  («nipr  !«• 
plan  t'  siii\aiil  iiru-  (-iiiii(]uu  passant  par  IM'i;  à  la  liniilc  l'I'i 
est  lan^jonto  au  rylin<lrL'  ol  à  la  coniipir  V,  donc  cL'tle  tan- 
gente est  perpendiculaire  au  iaM)n  MI'  tlu  eyliridic. 

Autres  solutions  de  MM.  Abuamescl',  J.  Rosk  et  \  alkhe  Mars. 


2021. 


Suit  un  triani^lc  AHC,  et  soient  M,  \,  1'  Icx  milieux  des 
côtés.  Considérons  les  projections  D,  E,  F  d'un  même 
point  sur  ces  côtés.  Si  a,  b,  c  sont  respectivement  les  inter- 
sections des  droites  NT  et  KK,  PM  et  FD,  MN  et  DK,  le 
triangle  tibc  est  cunju^utr  p/ir  rapport  au  cercle  DFF. 

(G.    FONTE.NK.) 


Celte  i|uestiôn   s<'   Iioum'   résolue   pai"   l'arliele  de   M.   Fun- 
lené  :  .Sur  le  cercle  pédal .  du  nuniéri»  de  février.         )b  5*^^ 


QliKSTIO\S. 


lîOi'iî.  Snicnl.  dans  un  plan  \erliral,  Or  une  droite  horizon- 
tale, Ov  une  dioite  vertieale  dirigée  de  haut  en  bas.  Cons- 
truisons :  i"  une  cardioïde  ayant  son  point  de  rebroussement 
en  0  et  son  axe  dirigé  suivant  Ot\  soit  .\  son  seconrl  point  de 
rencontre  avec  Ox\  2"  une  lemniscate  ayant  son  point  double 
en  O,  tangente  à  O  J"  et  O^  et  située  dans  l'angle  J"0_>'  et  dans 
l'angle  opposé  par  le  sommet. 

Un  point  matériel  pesant  M  est  abandonne  sans  vitesse  ini- 
tiale en  A  et  assujetti  à  décrire  la  cardioïde  (on  fait  abstrac- 
tion des  résistances  passives  de  toute  nature).  l'our  chaque 
|>osilion  du  point  M  on  construit  la  bissectrice  de  l'angle  j-0  M, 
(jui  rencontre  la  lemniscate  en  deux  points.  Démontrer  que 
chacun  de  ces  points  décrit  la  ieiunis(  ate  d'un  mouvement 
uniforme.  (R.  B.  ) 


[M'5ca] 
suit    (I!\'B    IMtOritlBIÉ    DE    LA    STItOniOÏOE    KT    SI  l( 
LES  CIIIUOIIES  OUI  (:OI\CIUEM  AVEC  EEIUS  CISSOJ- 
DALES  ; 

I'ah  m.   F.  GoMEs  TP:iXl!;iKA. 


Nous  alloDS  donner,  dans  la  première  partie  de  ee 
travail,  une  propriété  de  la  slioplioïde  (pii  nous  paraît 
intéressante  et  (]ni  n'a  pas  été  encore  rcmarcpiée, 
croyons-nous.  Rnsuile,  en  i;énéralisant  le  résultat 
obtenu,  nous  chercherons  les  cubiques  cpii  coïncident 
avec  les  cissoïdales  d'elles-mêmes  et  dune  droite  ou 
d'une  circonférence. 

I. 

Rappelonsd'abord  un  tliéorèine de  M.  de  L()ni;rliaMips 
dont  nous  ferons  usai;e.  Ce  théorème  a  été  obtenu  par 
une  voie  purement  géométrique  par  ce  savant  géo- 
mètre; mais  on  peut  le  démontrer  aussi  clairement  par 
l'analvse,  comme  on  va  voir. 

Considérons  une  courbe  qi/elcu/i//(/e  (],  une  droite 
D  et  un  point  O,  non  situé  sur  cette  droite,  et  menons 
par  O  une  autre  droite  arbitraire  D,.  Soient  V\  et 
S  les  points  où  D,  coupe  la  courbe  et  la  droite  D, 
respectivement;  pi  et  Oo  les  i^ecteurs  de  ces  points, 
rapportés  à  l'origine  O,  et  M  un  point  de  D,  dont 
le  vecteur  p  soit  égal  à  la  dij/'érence  p.,  —  o,.  Le  lieu 
des  positions  r/ue  M  prend  quand  I),  varie,  en  pas- 
sant toujours  par  O,  est  une  courbe  nommée,  comme 
on  sait,  cissoïdale   de   la  courbe  (\  et  de  la  droite  U 

Ann.  de  Mnthémat.,  4°  série,  l.  M.  (Aoùl  1906.)  il 


(  338  ) 

l>(ir  nif>i>iiit  un  fxxnt  ().  ijui-  nous  noinnirrons   pôle. 

Cela  |)os('',  jjicnons  |iniir  oil^iiic  des  «•(loidoniK'cs  le 
point  O,  el  pour  axe  des  abscisses  la  perpendiculaire  à 
D  (|(ii  passe  |)ar  ce  point,  el  rcpr«'senlotis  |)ar  0  ran<;le 
formé  |)ar  1),  avec  cet  axe,  par  (a*,  r)  les  coordonnées 
i\r  M.  pai- (j", ,  j',  )  les  coordonnées  (\t-  \\  ci  par  ti  la 
di><laiKC  de  O  à  la  dioilc  D.  On  a  alors 

X  =  a  —  pi  cosO,         y  =  n  lau{;0  —  p,  sinO, 
r,  =  p,  cosO,        7,  =  p,  sinO; 

el  |)ar  cons/ipiciil  les  équations  de  la  tanj^cnle  à  la  cis- 
soïdale  au  point  M  cl  de  la  tangente  à  la  courbe  C  au 
j)oinl  H   sont  les  snivanles  : 

(ptsin  0  —  p'i  cos  0  )  V  -+-  (  pj  sinO  -f-  o.cos  0 -7^  )a- 

•^  \  '  cos*0  / 

_9.  ap,  rt' 


cos  0        '  cos*0 

(  p'i  cosO  —  p,  sin  O)^;'  —  (  pi  cosO  -\-  p\  siii  0  )  ./•  =  —  pj, 

où   z'^    représente  la  dérivée  de  0,  par  rapport  à  0. 

Un  \oil,  au  niojcn  de  ces  é(|ualions,  (jue  les  coor- 
données y,  etj^o  des  points  où  ces  tangentes  coupent 
la  droite  D  sont  diii'i  iiiuh'cs  par  les  ('-(pialions 

_  2>,  rt  pi  —  pf  cosO  —  a  cosO  (p'j  sinO  ■+-  pi  cosO  ) 
*^' ~~  (pisiiiO  —  p',  cosOjcosO 

pj—  a  (  fi  cos6  -^-  p',  sinO) 
pi  sinO  —  p\  cos  G 


J'i 


(  )n    a   aiis>i,   en    rcpr<'>('iilaiil    par    )'-j    I  ot-donm'-e    <lii 
point  où  la  dioilc  I),   coupe    I). 

^,  =  (I  laiij;0. 
il   ré.Millr  de  ces  ('•ipial  ions   I  idrntitc 

^1—7»=  -^(yi  —  yi), 


(  XU)  ) 

iiii  moAcii  (le  l;ii|ii(ll('  on  voit  (|ii('  /(/  ((l'oilc  if  ni  prisse 
par  O  et  par  le  point  (^,  y)  de  la  cissoïdalc  cinipc 
la  di  aile  donnée  I)  en  un  point  ê(juidisl<inl  de  eenx 
où.  elle  est  coupée  par  l<i  l (in  a  en  le  à  l/i  eissoïdale 
iiu  point  {x^  y)  et  par  la  taniicnle  ii  la  eoiirbe  Cau 
point  (j7,,  j,), 

(>e  ihéorème  esL  celui  que  nous  nous  proposions  (J<; 
démonlrer  analytiquenienl.  11  a  rlé  coniinuin(|u«'  eu 
i885  par  M.  de  I^ongchamps  à  l'Associaliou  française 
pour  l'avauconienL  des  sciences,  au  Conjurés  de 
Grenoble. 

II. 

Applicpions  niainlcnanl  ce  théorème  à  la  slrophoïde. 

(Considérons  une  droite  L,  et  deux  points  A  et  B, 
dont  le  premier  soit  situé  sur  cette  droite.  Si  par  le 
point  B  on  mène  des  droites  qui  coupent  L,  et  si  l'on 
prend  sur  chacune,  à  partir  du  point  K  d'interseclion, 
deux  segments  KM  et  KM(  tels  (|u'on  ait 

KM  =  KM,=  K.\, 

le  lieu  des  points  M  et  M,  qu'on  obtient  est,  comme 
on  sait  bieUj  une  strophoïde  (').  On  sait  aussi  que  la 
dislance  du  point  B  à  la  droite  L  est  é_i;ale  à  la  distance 
de  L  à  l'asymptote  réelle,  laquelle  est  parallèle  à  L. 
On  a  donc,  en  représentant  par  H  le  point  d'intersec- 
tion de  la  droite  MM,  avec  cette  asymptote, 

BM  +  BM,  =  iBK  =  I5H. 
On  voit  au  moyen  de  cette  relalioii  (ju'uiie  partit'  île 

(' )•  Un  peut  voir  la  ihéorie  de  celle  cuhitiue  diins  noire  Tralinlos 
de  las  curvaa  espéciales  notables.  ouvr;ii;e  couronné  cl  public  par 
l'Acadciuie  des  Sciences  de  Madrid  (..Madrid,   1906,  p.    16). 


(  ^i-  ) 

l:i  ciilinnn'  (•(•iiNi(|(''ri'r  csl  l;i  rMs(»ïiliilc  dr  I  iiiilic  piiilic 
ri  (le  I  ;i>vin|tt(»lc,  et  <|iir,  par  (■()ii>(''(|iii'iil ,  1rs  /iin- 
l'i'/i/rs  à  lu  stiD/iliiiïilt'  iitt.f  jioints  M  cl  M,  cimpt-nt 
l  ttsYiuploli'  rn  ihiir  points  ('(fuidistititts  ih-  rehti  où 
elle  t'st  roiipfc  fittr  (il  droite  l!l\. 

(  .!•  lliéorrmc  •■si  celui  <jiic  nous  nous  proposions 
(1  ('laMir  :  il  «;ii  r('-siilt«'  les  corollaiit-s  siiivunls   : 

i"  Lu  tiiiiiiniti'  à  lu  striiplmïdf  mi  puint  W  passe 
p(tr  II'  point  où  cet  te  ridiiipic  coupe  son  nsyniptote 
réelle. 

:>."  Les  deux  points  de  la  stroplioïde  où  la  tan- 
<;ente  est  paralH-le  a  l'asympiotc  réelle  sont  situés 
sur  une  droiti'  ijui  passe  par  H. 

III. 

La  si  i'(i|)li()i(l('  Il  c^l  |ia^  la  sciilr  <  iiIikiiic  imii  jouisse 
(le  la  propi  Kl»'  de  coïiicider  a\c<;  une  cissoïdalc  d  rllt;- 
iiiriiic  t'i  d  Une  droite  par  rapporl  à  un  point  de  la  «ii- 
l)i(jue.  Nous  allons  idiei(  lier  les  eulii(|ues  qui  salisfonl 
à  celle  eonflil  ion. 

Prenons  pour  orii;ine  des  ccjordonnées  le  pôle  d<'  la 
cissoïdaU-  ei  pour  uih-  des  coordonnées  une  parallèle 
à  la  droiic  doiiiM-e,  el  considérons  Téqualion  générale 
(lc>  ciiiiui  iH's  : 

A.!-'  —  [^T^y  H-  Cj-j'*  -+-  D^''  -H  Ka-*  -+-  Vxy  -4-  C,y^  -+-  I  \.r  ■    Ky  —  o 

ou.  en  posant 

j--p(i»>0,         ^  =  psiiiO, 

pour  la  lappoi  Ici   aux  cooi  doniu es  polaires, 

(  A  cos»0 -»-  IJ  cos'O  sinO    •    C  c..^')  siaM) -^  F)  siii '0  )  p» 

-+-  (  lir(>s»0  -+-  !''(  i.vO  siiiO  -r  Ci-in-O  )p-4-  H  cos  f)  -H  KsiiiO  =  o. 


(  :m>  ) 

En    représonlaiil    par    o,  cl  p..    les   racines   de    celle 
t'c|  lia  lion,  on  a 

Ecos*6-4-  Fcos«esiiie-+-  Gsin*e 


Pl+P2  =  — 


A  rns'0-+-  Bcos»OsinO -+- CcosOsin^O  +  Dsin'O 


Supposons  tnainlenanl  (jiie  réfjiialioii  de  la  droile 
donnée  soit  x  =  «,  ou  en  coordonnées  polaires 

'         cos6 

La  condition  pour  fpie  la  cubique  coïncide  avec  la 
cissoïdale  d'elle-même  el  de  celle  droile,  c'est  qu'on 
ail  idenliqiitMneiil 

pi-t-  ?i=  ?', 

ou,  par  conséquent, 

E-1-  FtangO-f-G  tang^O 
=  —  <7(  A-i-  B  tangO  -+-  C  tang^O  -^  D  tangue), 

quelle  que  soit  la  valeur  de  0.  Celte  condition  est  donc 
exprimée  par  les  équations 

E  =  —ak,     F  =  —a\i,     G  =  —aC,     D  =  o, 

au   moyen   desquelles  on   voit  que   l'écpialion  de  la  cii- 
lti(pie  doit  avoir  la  forme 

{Ax^-+-  Bxy  -H  Cj*)  (x  —  a)  -h  llx  -^  Kj  =  o. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorèinc  suivant  : 

La  com/itio/i  pour  qa  une  cubique  soit  la  cissoï- 
dale cl' elle-même  et  d'une  droite  est  qu'une  de  ses 
asymptotes  coïncide  avec  cette  droite  et  que  les 
deux  autres  se  coupent  en  un  point  de  la  cubique. 
Ce  point  est  alors  le  pôle  de  la  cissoïdale. 

Il  résulte  de  ce  (jui  précède  cet  autre  tliéorcinc,  (pii 


(  •M'^  ) 

coiiliciil    rcliii    l'cliilil    .1    hi    ^ti'()|)lii)i<l(',     |ii°<T(''(Ii'iii  iiniil 
«'•iiiiiicc  : 

Si  deux  asymjtlotes  d'une  ruhiijue  ne  coui>eiil  in 
îin  point  do  cette  roiirhe,  et  si  /nir  ce  point  on  mène 
une  droite  tmelcnnijue  I),  les  tdngentcs  à  lacidntjue 
mi.v  points  nii  elle  est  coupée  pur  cette  droite  coupent 
la  troisième  (isymptole  en  deu.r  points  é(jui<list(ints 
du  point  d' intersection  de  I)  (H'cc  cette  flernière 
asytnptote. 

Une  classt'  Irès  iiiipoi  i;mic  de  cubiijiu's  iuix(|iifllos 
CCS  llirorriiies  soiil  .ipplicaMes  esl  celle  des  ci/l/n/ues 
circulaires  cjui  jnissent  par  leur  foyer  singulier. 
Celle  classe  de  cubiques  coiii[)rend,  en  eflel,  des  cn- 
lji(Hies  considérées  par  Van  Ri:r,u  cl  (^iiaslks  dans  leurs 
éludes  sur  les  focales  du  cùiic  de  hase  circidaire  nldi(|ue 
i^Correspondiinie  molhèmatiijue  de  (hietelel ,  I.  \ 
et  VI). 

IV. 

Voici  eucorc  une  aulre  queslioii  aiialoi^ue  à  la  |tr(''- 
cédenle  : 

(Chercher  les  cubiques  <pti  sont  cissoïdales  (V elles- 
mêmes  et  d'une  circonférence  par  rapport  et  un 
point  où  la  cuhiffue  et  la  circonférence  se  coupent . 

\'A\  |uenanlcc   jnuiil    [tour  origine    îles    ciku  iloniiées 

el  la  droilc  (|ui  passe  par  le  centre  de  la  circonférence 

|>our    a\c    des    abscisses,    j'éipialion    polaire  de    celle 

courbe  esl 

p'  =  •>.  a  CnsO, 
«•1   I  identilé 

P,-t-p,=  p' 

donne,   au  iiio\cn  <l  une  analyse  senil)lal)le  a  celle    (jmi 


(  M'^  ) 

lui  einplo^re  pn-ci-deinniciil,   les  coiidilioiis 

E  =  —  ia\,     V  xoW.    \i—  >((<'..   F  — —  jir/li,    fi  =  o. 

L'équâlioii  lie  lii  ciil)i(|iif  (loil  donc  axoir  la  loiiiic 
(  T-  -\-r-  —  .'.  <i.r  )  (  A  X  -h  H  K  )  -)-  Il  J-  -+-  Ky  =  <>. 

Nous  avons  le  llu'orrme  suivant  : 

Les  conciliions  pour  <ju' une  cubique  soit  cissotdaLc 
d'ellc-nu'nie  cl  d'une  circonférence  par  rapport  au 
point  oii  ces  courbes  se  coupent  sont  les  suivantes  : 
i"  que  la  cubique  soit  circulaire  ;  2"  que  le  pôle 
coïncide  avec  le  point  où  la  cubique  est  coupée  par 
son  asymptote  réelle;  3"  que  le  centre  de  la  circon- 
férence coïncide  avec  le  foyer  singulier  de  la  cu- 
bique. 

[K2d] 

SIK  OIELQLKS  CEIICLES  M  PLW  DT\  TIIIWGLE; 

Par  m.   K.mii.k  WKBER. 


Soient  P  un  poiiil  quelconque  du  plan  d'un  Uiangle 
ABC  ;  a,  |j,  Y  ses  coordonnées  trilinéaiies  normales. 
Désignons  par  A,,  B,,  C,  les  intersections  respectives 
des  côtés  BC,  G.\,  AB  avec  les  droites  AP,  BP,  CP. 
l*ar  les  trois  points  A,,  B,,  C|  faisons  passer  un  cercle. 
Celui-ci  coupera  les  côtés  de  ABC  une  seconde  fois 
respectivement  en  A',,  B,,  C, .  On  sait  (|ue  les  droites 
AA', ,  BB', ,  ce,  concourent  en  un  même  point  P'  (Ter- 
QuçM,  N.A.,  1842,  p.  jo3  ;  G.  CiA.NDino,  N.  ./.,  1900, 

p.  249)- 

Nous  nous  proposons,   dans  cette   élude,  de  mettre 


ni  limilrr'f  la  rcliilion  <i;i'<)mi'lri(|in'  iimssaiil  les  deux 
noiiilsl'cl  I*'.  N'oiis  ('•laltliidii^  «'iiMiilc  la  coihIiImui  à 
la(|n('ll(>  ces  noiiils  (loi vent  >ali.s|aiic',  |)(iiir  <|iii-  li-  ri'ich' 
«■orri'SMoixJHnl  soU  laii^cnl  au  cciclr  d  ImiIci-,  ce  (|iii 
MOUS  <l(uiu('ia  uwv  (-\lciisH>ii  <lu  I lit'(U'('iiu- (le  bcuerhucli 
à  compiuei'  av<'c  ccllr  (pie  M.  FomIcik';  a  rlal)lic  dans 
les  iWoitvcUcs  AiiiKili's  (i<)()5)  pour  iinr  antre  faMiille 
de  cercles. 

1.  An  Congrès  de  l'Associalion  française  ponr 
l'avancemenl  des  Sciences  ((3ran,  1888),  M.  Emile  Le- 
nioine  a  donné  l'expression  des  coordonnées  a',  {i',  y' 
du  poiul  l''  en  fonction  de  celles  du  pcuui  I*.  II  a  uL- 
teiiu  : 

i 

rta(A-aa)[^Y'-^-  cy) -I- cP(A— 6 p )]  —  a*'y{(^—  c'()(\—  b<^)* 

oij  A  ^ /7a -f- 6  [j -t- C".  Î^'iY'  s'écrivenl  au  moyen  de  a' 
|)ar  p<'rniulalions  lourtianles. 

Sons  cette  forme,  les  coordonnées  a',  [i',  y'  paraissent 
extrêmement  compliquées  et  jieu  maniables  dans  les  cal- 
culs. Nous  allons  les,  définir  d'une  façon  plus  simple. 
A  ccl  elFcl,  observons  (pic  a'  est  |>rop(jrli()iincl  à  : 


tb  c  a         "I 

'p(\  —  b^}  "*"  y(A  —  ey)  ~  rtd—ai) J 

La   lut'uie  (■oordcjiiiH'e,   ('rrile  dans  le  svstr'iiK;  bary- 
cenlrupie,  de\  leiil 


'^{\  —  b^)        'i(\  —  cy)        a(A— rta) 

A  présent,  si  l'on  (b'-si^ne  par  x.   y.   z  les  coorcbui- 
n('"es  baiycciiliiipies  de  !',  ou    \oil    (jiir  le  point   V  est 


(  3i5  ) 
le  réciprcHjiie  <lc  V ai\ticowpU''mpntairr  (T un  point  I  >. 

dont  les  cooiilonnei's  uaiYrcnliKnics  sont . 


y(z-^-.T)     z(T-\-y) 

2.  Ce  poiiil  I)  A  une  sl^nifi(;;ili()n  i(in;u'(|iiiil)l('.  l'mir 
la  faire  ressortir,  nous  niions  rappeler  un  llu'Dn' inc  iln 
à  Sleiner  : 

Si  l'on  joint  les  trois  sommets  aux  milieux  des 
côtés  correspondants  B(C,,  (>i  A,,  A,C,  du  triangle 
déterminé  par  les  pieds  des  droites  AP,  Iîl\  Cl*,  on 
obtient  trois  droites  courantes  en  un  point  D'.  Il  esl, 
facile  de  voir  que  les  coordonnées  barjcenlriqiies  de  D' 
sont  x{y-\-z),  y{z -\- x),  z{x-\-y).  En  les  compa- 
rant à  celles  du  point  13,  on  voit  que  le  point  I)  est 
rime/se  triangulaire  du  point  I)'. 

3.  Appliquons  ce  qui  précède,  comme  vérification, 
au  cercle  d'Euler.  Ici,  le  point  P  est  le  point  H,  orllio- 
cenlre  du  triangle  fondamental  ;  le  triangle  A,B,C| 
est  le  triangle  orthiqne.  Si  nous  joignons  les  sommets 
aux  milieux  des  côtés  du  triangle  orthiqne,  nous  obtien- 
drons les  sjniédianes  de  ABC  :  le  point  D'  est  donc, 
dans  ce  cas,  le  point  K  de  Lemoine,  dont  l'inverse  D 
est  le  centre  de  gravité  de  ABC.  D'autre  part,  le  centré 
de  gravité  est  lui-même  le  réci[)roque  de  sou  anticom- 
plémentaire. De  là  découle  clairement  la  notion  du 
cercle  des  neuf  points. 

•4.  Dans  certains  cas,  l'énoncé  de  la  correspondance 
entre  les  points  P  et  P' se  simplifie  en  introduisant  la 
notion  de  la  nevvtonienne  dune  transversale.  Si 

S.T  -i-  B^  -i-  Cv  =  o 


(  MC>  ) 

est  I  ti|ii.ili<)ii ,  «Ml  iookIoiiim'cs  l)itrjcenlrli|ii('s.  «riinc 
liiiiisN t'i>ii|{',  les  iihIkmix  des  diagonales  du  <|ii.i(I i  ilalrrc 
(•(»iii|)l<l,  (MIC  celle  lriinsver>;d('  (h'Iertnine  ;i\  (•<:  les  cùlés 
de  ABC,  s<»iil  sur  la  droile 


■y 


appelée  (par  M.  «If  l.onjjcliiimps  )  la  new  Ionienne  de  la 
transversale. 

En  écriviuil   lu  dernière  «''(|iialion   sons  la  forme: 


2]"(-;i-^H^(îj="' 


il  ressort,  r/iic  lo  fiôlc  trilinédirr  d' une  ne^vtoniennc 
est  le  i(ripro<ntc  de  ianlicomplémenla'ire  du  pôle 
triliin'-airc  de  la  f/a/isicrsa/e  correspondante. 

5.    Si  nons  |)renons  niaintenanl,    poni-  le  |i(iinl  I*,  le 

foyer    de     la     parabole    de     Kii-peil    ( -,    — -. 

■  '  \o- —  c'      c-  —  a- 

— -p^    en    coordonni-es   bar^centiitjues  j  »    le    point    D 

sera  le  pôle  trilinéaire  de  la  droile  d'Etiler  et  P'  le  réci- 
profpie  de  ranliconiplémentaire  de  ce  pAle.  Nous  dirons 
done  :  Il  f)tiss(^  un  crrcli'  par  les  six  pials  des  il  roi  tes 
joignant  les  trois  soinnu'ls  (iii  foyer  de  la  parahole 
de  Kiepert  et  au  pôle  trilinéaire  de  la  newtonienne 
de  la  droite  dl'^iilcr. 


(i.    Si    I(;    pniiil    I'   est  le    |ioiiil   île    Sleinei'    ( 


6»— ri 
e 


—z ->    — 7-    en    coordonn<'es    hai'vcenlriciues  ),    I 

c* — a^      a*  —  fji  •  '        I 

point  D  sera  le  foyer  de  la  parabole  de  Kiepert  et  V  le 

réciproque    de   l'anticonipItMiienlaire  de  ce  foyer.   En 

ol)>(M\aiil   tpir   le    loNer   de   la   parabole  de    Ko  peil   est 


(  ^\:  ) 

le  |)ol('  liiliiKtairt:  (Ici   (liiiinrlre  de  Hiocaid,  nous   [lodr- 
roiis  éiioncor  le  llM-orèine  : 

//  passe  lin  aTcli'  par  les  six  pieds  des  iliDiles 
joignant  les  somniels  an  point  de  Sti'imT  et  au  pôle 
Irilincaire  de  la  newtonienne  du  diamètre  de  llro- 
card. 

7.  \in  plaçanl  le  point  P  au  poinl  k  de  Leinoine,  le 

poinl  D  est  le  point  t: t'  — ; i»    ^ r-;'    *^6  sorte 

'  '  o'^-i-c*     c-H-c*     a'-t-o- 

quc  son  inveise  le  |)oint  D'  [rt- (/^- -h  C-),  6-(c2  H- «-), 

C'^{a-  +  b'-y\  est  le  poinl  milieu  de  la  distat)ce  des  deux 

points  de  Biocard.    En    d'auli-cs  lerrnes  :   si  Con  joint 

les  sommets  d'un   triangle  aux  milieux   des   côtés 

correspondai\ts  du  triangle  formé  par  les  pieds  des 

symédianes,    on   trace  trois  droites  se  coupant   au 

milieu  de  la  distance  des  deux  points  de  Brocard. 

8.  Signalons  encore  un  cas  particuliei-  digne  de 
remarque  :  si  P  est  réciproque  de  rortliocenlre  H,  le 
point  D  sera  l'orlhocenlre  II  et  nous  dirons  : 

//  passe  un  cercle  par  les  six  pieds  des  droites 
joignant  les  trois  sommets  au  réciproque  de  l  or- 
thocentre et  au  ])ôle  de  la  ne^vtonienne  de  l'axe 
orthiijue. 

9.  Pour  étendre  le  lliéorème  de  Feuerhach  au\ 
cercles  de  celle  lamillc,  nous  nous  a|)piiierons  sur  la 
proposition  suivante  :  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
aulopolaire  à  une  hyperbole  équilatènî  passe  par  le 
centre  de  celle  courbe. 

On  |)eul  considérer  le  triangle  A,B|C|  comme  le 
triangle  diagonal  du  quadrilatère  ABÇP  el  par  suite 
comme   triangle   aulopolaire    à    riiyperhoU;    équilalrre 


(  3iH  ) 
\\\i.\'  I  >«•  iiMMiii-,  le  lri;iiij;l<'  \,IV|(/|  csl  ;nil(>|>iiliiir»' 
|).ir  iM|i|i(iil  .1  rii  \  |nilmlf  ('-iiiiiIhIci'c  AB(^I*'.  Il  «'ii  icMiIlt' 
i|iic  !<•  ccr»  Ir  .\,li,(!,  cmipi'  le  cercle  (rKiilcr  <  n  deux 
|i(tinl>.  cciilifs  i|«'s  li\  nciliulcs  «'"(luilalcirs  \H(.l*. 
MK-I''.  f^<i/iS('t/i/r//i//icnt,  /t>/s</i/r  Pc/  \''  tif>/>ii/  t/f/i- 
ilinnl  n  II  ni'  nir/tic  h)  /fc/ho/r  ri/m/ti/rrc  circonsc/  ifr 
au  ti  lani^lc  fon<l(imentnl ,  Icci-rcli'  \^\^^i\^  si'ia  tan- 
gent au  cercle  des  neuf  />oi/its. 


[Pif] 

i;\  iiiKOitKME  sut  i\  (:oLLi\i:\rio\  u  i.\  iiEciPKOcrrt ; 

l'M.  \i.  STiJYN  \i:ht. 


Le  point  (le  (lépjirl  de  ce  Iravnil  est  un  ihéorèine 
que  nous  appellerons  t/téo/i'/ne  rie  Reye  el  dont  voici 
renoncé  : 

Toutes  les  (iibùjiies  gauches  /tassant  /xti-  cun/ 
/loinls  percent  un  plan  ji.ie  en  des  ternes  de  points 
f/ui  sont  les  sommets  de  triangles  conjugués  par 
rapport  à  une  même  conique.  [Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys..  l.  XIII.) 

(>ellf  pKtpriéh'  a  éh-  (iénionlree  trop  son\cnl  jionr 
(piune  n(»u\(lle  mélhode  de  l'élablir  présente  encore 
qneJcpie  inlerèl  en  elle-n)êine.  Mais  on  peiil  analyser 
les  relalions  du  throrème  de  /ieye  avec  des  théories 
apparciili-es  ;  ces  reclierche^,  piuissées  (lan>>  deux  di- 
reclions  dillerenles,  nous  onl  «Jonné  des  ré.«»ullalx. 

Kii  considérant  la  gerhe  de  cuhicpies  par  cinq  poiul.> 
c(»ninie  ur»  cas  particidier  de  systèmes  pins  généraux, 
nou>  avon-  Miniilr('(  dauptes  tendus.  iioveiid)i<'  njo.ô^ 


(  M\)  ^ 

comincnl   les  (^iiraclrics  spi  ri(i(|iics  de  ccUf;  gcilx*  en- 
liaîiicnl  le  théorème  de  lii'xc. 

Ici,  an  conlraire,  nous  allons  rcfiaicN  r  (mMIc  piopo- 
silion  (U)nirn('  nn  analogue  snpùrienr  dn  ihéoirnit-  da 
C.  Sliirm  sur  les  faisceaux  de  coiiKjues,  cl  nous 
étendons  à  l'espace  une  mélliode  (|ni  téiissil  dans  le 
plan. 

1.  \.v  théovcme  de  C.  Stur/n  peut  se  déduire  de 
celui  lie  Desargues.  Ce  dernier  repose  à  son  tour  sur 
la  propriété  suivante  : 

Si  X  et  X,  y  et  \  sont  deux  eouj)les  d'éléments 
homologues  de  deux  formes  jn-ojeethes  sujx  rjxtsées 
du  premier  ordre  [ponctuelles  ou  faisceaux),  les 
couples  (.r,  Y),  {y,  X)  et  les  éléments  doubles  de  la 
projectivité  sont  en  involution. 

(  ".lierelutns  Tanalogiie  de  ce  lliéorènie  dans  nn  espace 
à  deux,  trois  ou  même  plusieurs  dimensions.  Pour  la 
facililé  du  langage,  bornons-ntuis  à  res|»aee  ordinaire: 
nous  auions  à  démontrer  le  lliéorèine  que  voici  : 

Si  le  point  Y  et  le  plan  U  sont  respecti\.ement  les 
homologues  du  point  y  et  du  plan  u  dans  deux  es- 
paces collinécnres  [le  déterminant  de  la  collinéation 
étant  différent  de  zéro),  Y  est  le  pôle  de  u  et  y  le 
pôle  de  U  dans  un  système  polaire  ayant  pour  té- 
traèdre conjugué  le  tétraèdre  fondamental  de  la 
collinéation. 

M.  C.  Servais  nous  a  communiqué  verbalement  une 
démonstration  sjntliétique  île  celle  propriété.  (>elle 
que  nous  donnons  ici  est  analjtiipie  ;  nous  n'avons 
donc  pas  à  nous  ociiipcr  du  ea.-^  des  nnaginaires. 

Prenons  les   points   doubles,   supposés  distincts,  de 


(  H5o  ) 
la    ciillinc'iilion    |)otii-   sominels    tlii    li'Irarilrc    (\r    n'-fr- 
rciicf.    Li'S    foniMilt^   «le    l>i    |>r(»)r«livil(''   |>«'ii\(iil    alors 
sV'ciirc 

pY/=  <Xiyi{i=  I,  a,  \,  4). 

Un  plan  U  ^ïU/X/  it''|»nii.l  à  un  plan  M^ïUa,ar/, 
(|iif  l'nn  jifiil  <i('"^i^'iM'r-  |iai-  ï //,./•,  ;   on  a  alors 

(TH/  =  %i  U,. 

Or.  dans  un  ^vslruii-  |H»laiic  où  le  lélraèdre  de  réfé- 
rence est  un  h'irarclrc  conjuj^n»'-  cl  où  le  \)o\\\{  y  esl  le 
|)ôle  du  plan   U,  on  a  des  relations  de  la  forme 

par  suite  aussi 

p'a/j/ =  a,;i/U,', 

on,  (ra[)rès  les  formules  préec-dcnles, 

pp'  V,  —  'l'^iu,  ; 

dans  ce  système   polaire,   le   point  \    esl  doue   hnn    le 
pôle  du  plan  //. 

Le  raisounemeiil ,  lail  en  sens  inverse,  dénjonlre  la 
réeiprcxpie  : 

Si  les  poi/ifs  \  et  y  sont  respectivfmrnt  1rs  pâles 
des  plans  u  et  L  /mi-  rapport  à  un  système  polaire, 
te  jtoinl  Y  rt  le  plan  U  sont  respectivement  les  hnnio- 
logues  (lu  point  y  et  du  point  u  dans  une  collinra- 
tion  ayant  pnur  létrai'die  fondamental  un  tctrai'dre 
polaire  <iU(dcontjue  du  systîno'  proposé. 

2.  l-a  dém«»n>l  ration  préei'ideule  snppo-^e  que  les 
points  <loid)les  tie  la  eolliiK'alion  soient  distincts.  Le 
rai^oimemeiii  «pii  va  suivre  »'lal)lil  le  même  théorème 
<i.iu->  tous  les  cas. 

Lcrivous    l(  s    ('(pialious    de    la    ccjlliuealiou    x()U>>    la 


(  ;^^^'  ) 

forme 


;  =  * 


En  gc-nt'i'al  Oij  dinèro  dt;  Ojt,  el  la  seule  resliiclioii  à 
(aire  est  que  le  délcrnilnanl  des  qiiaiililés  «,y  ne  soll 
pas  nul. 

Le  plan  U  ^  SU,X,  répond  au  plan  // ^  S  U/ ïrt/yXy 
et,  si  Ton  désigne  ce  dernier  [lar  I  Hj-^j^  t'u  a 

Soient  fih  les  coefficients  léels  d'une  (piadrique  f 
réelle  ou  imaginaire;  on  a  donc  /i/,  =  /ki-  Si  U  est  le 
plan  polaire  du  point  j^  par  rapport  à  celte  quadrique, 
on  a 

A=4 

*=1 
d'où 

CT  uj  =  ^«tv^/iAjrA- 

Si  le  plan  u  est  le  plan  polaire  du  point  Y  par  rap- 
port à  la  même  quadrique,  on  a  de  même 

/  =  4 

d'où 

I  =  ;       A-  =  V 

1=1  A=l 

Lès  deux  systèmes  de  valeurs  Irouvés  pour  les  cpian- 
tités  itj  ne  peuvent  coexister,  en  général,  (pie  pour  un 


(  35a  ) 
iKiiiihi'i-  liiii  il<;  ptiiiils  y  (ce  iiotnhrc  csl  4  ).    Mni^  elles 
Mtiil  (OinnatiMcs,  iiiicl  (juc  soil  le  |i()iiil  >',  m  Ton  :i 

1  =  1  /    I 

Ces  conililioiis  sont  vrrifiécs  itlfiiliiniomciil ,  si  roii 
a  y  =  Â".  De  plus,  les  cgalilrs  ticmeurciil  iiialli'-iéfs,  .>i 
l'on  pcrmiilcy  et  /. .  On  ne  cloil  {onsidérer  (|iic  les  cas 
(Ml  /  |i;ir'  t\ciii|ilc  csl  snpt'iirtir  à  /,  <■!,  coiiiiim-  !<•-.  iioiii- 
ltn>  i,  •<,  6,  \  préscnlenl  >i\  conihinaisons,  les  rcla- 
lii»ii>  précéilrnlcs  sonl  au  iHunhrc  de  six  enlie  1rs  dix 
coe(li<iri]|N  iionioji^ènes  //A  ;  'I  ^  ;•  «lone,  en  f;«''mMal, 
x^  (piadinpies  salisfaisaiil  à  la  eondilion  d'avoir  poiir 
|ilaii^  polaires  de  deux  points  homologues  quelcoiupies 
»  el  \  d<'ii\  plans  lioniologues  aussi,  niais  en  ordre 
inverse,  U  <•!  ti . 

Démolit  roiis  (Hie  tout  point  (Joiihle  de  la  eolliin'alioii 
esl  le  pnle  d  un  plan  doulile  par  rapport  à  eliacune  d«' 
ces  (pi:i(lri(pies.  Si  un  point  c  ol  double,  il  exi>le  une 
valeur  de  z  telle  (pie  I  on  ait 

s(jil  V    le   plan    polaiK;    de  ;    par  ia|»port   .i   une    îles  xj^ 
(piailriipiiN  trouvées,  on  a  alors 


t-  J 

doue 

NT*        V 

p-*'A-  =   ^  ./-/.  ^  (t.j^j  ; 

,.  I      /    1 
iiiiiis,  <i  I  au»e  <ie>  I oiiilit  unis  imp()sée>  aux  (piadropies  / 


(  m  ) 

elécnlrs  pins  liniil,  ces  itl.iilons  (lc\  Inirit-iiL 

<  -  i  /  =  4 

1=1        /=i 
et,  puisque  v  est  le  plan  polaire  de  c,  on  a  enlin 

I  =  V 
i=l 

ceci  exprime  que  r  est  nn  plan  double,  donné  d'ail- 
leurs par  la  même  .valeur  de  p  qui  a  fourni  le  point 
double  :;.  Ainsi,  tout  point  double  de  la  collinéation 
est  le  pôle  d'un  plan  double  par  rapport  à  chacune 
des  oo'  quadriqncs/.  Il  est  visible  que  Tune  de  ces  sur- 
faces est  déterminée,  en  général,  par  la  condition  (|ue 
y  est  le  pôle  de  U, 


3.  Voici,  en  passant,  une  application.  Supposons  le 
complexe  télraédral  défini  par  deux  espaces  collinéaires 
(voir  Reye,  Géométrie  de  position).  Soient  a  et  6 
deux  rajons  du  complexe;  a  passe  par  deux  points 
homolo-ues  JK  et  Y;  6  est  l'intersection  de  deux  plans 
homologues  u  et  U.  D'après  le  théorème  du  n"  [,y  est 
le  pôle  de  U  et  Y  le  pôle  de  u  par  rapport  à  une  qua- 
dnque  ayant  pour  tétraèdre  conjugué  le  tétraèdre  fon- 
damental de  la  projectivité  ;  donc  a  et  b  sont  deux 
droites  conjuguées  par  rapport  à  cotte  (|uadrique.  I.es 
droites  conjuguées  du  ravon  a  par  rnppori  aux  x.* 
quadricpies  /  avant  le  tétraèdre  fondamental  pour  té- 
traèdre polaire  sont  toutes  des  rayons  du  complexe.  Ou 
encore  le  complexe  est  conjugué  à  lui-même  par  rap- 
port à  chacune  de  ces  quadricjues.  (Ces  jjropriétés  sont 
connues.) 
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(  -îM  ) 

i.  Ijs  II"-  I  cl  !2  >^iiril  iimIi'|»cii<I;iiiI  s  ilii  iinniltir  «le 
\  ;inalil<>.  I  );iii>  im  |>l;iii .  p.ir  t\ciii|il('.  (Hi  ;i  l.i  |H(»|»ii(''lc' 
siiivaiilc  : 

Si  )■  et  V  siifit  ilnij-  jniints  lninn>l()>;ucs,  u  cl  l' 
deux  droites  lii>iniilt>gues  de  deii.r  systèmes  /dans 
voUim'dircs  sif/>er/»osés,  y  est  le  /ii'di-  di-  \  ci  \  celui 
de  u  ihins  un  systcuie  /tohiiri'  tiynnl  finue  triuniile 
cdii j u i:iic  le  tri(ini,de  ((tiiditunuiid  de  la  cullincu- 
titui.   El  vêciprotjucnient. 

CfUt'  i)ro|tosil  11)11  cdikIiiiI  ;iii  t lic<ucnic  de  /lac  sur 
les  ciibif|iies  jj^aïuhfs. 

Imi  cflol.  les  riivoiis  (|iii  piojcl tciil  les  points  d'une  cu- 
l>i(|ut*  <;;iu(lie  de  deux  d'entre  eux,  G  el  11  parexen)]d<\ 
("ornienl  i\ru\  ^evhes  collinét-iires  et  niar<jneiil.  ^uv  un 
plan  •;..  deux  systèmes  plans  projeclils  dont  les  peinais 
d<»id)lcs  s«inl  les  trac-es  A,  H,  (!  de  la  cuMipie  sur  le 
plan  <j . 

SoienI  \).  K,  F  lidi^  points  de  la  coiirlie;  a|)p(-lons 
I)'.  \'J,  V  les  traees  respeelives  de  (il),  (il!.  (iK  sur  I.- 
plan  ;j.  et  D",  K",  F"  celles  de  lllJ,  HE,  II!'. 

D'aprrs  le  lliéorènie  qui  vient  d'être  e'nonct'.  I)'  et 
D"  sont  respeeli\ennnl  les  |MMe>  de  !''"  P'  et  E'F'  par 
rapport  à  une  eiiiiKpir  .iiiiiiel  (aiil  Ir  triangle  .VB(^  couitiir 
lrian:;le  eonju^ut'. 

Si  Ion  inler\  ei  lil  \e>  i  <')les  des  points  (  i  et  U,  nii  voit 
que,  dans  la  même  coni(|ue,  dt'dinic  par  son  lrian<;le 
conjuf;ué  AIi(î  et  par  la  condition  (jue  D'est  le  pôle  de 
\i"l'",  on  a  inainlenant  la  (raec  I  de  (iil  pour  pôle  de 
la  droite  r/  inh  i  >e(  tnxi  di-s  plans  l)I'.F  <'t  'i.  i'ar  inlir- 
viMSion  Mn-.ee.ssiNe  d(.'s  points  I),  I'.,  I*',  (i,  H  «-ntre  riix, 
on  reeonnaîl  ain>i  que  le  plan  a  eoup«;  eliaipo-  laee  du 
prntai'-dii'  l)l.l'(ill  siii\.iiil  une  droite  el  *  liaipie  arèle 
opposée   en    un    poinl   ri    cpie  ces  di\    dr()it«'s    sont    les 
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polaires  respectives  de  ces  dix    poinis   |);ir  rap|)C)rl  à 
une   même   coni{|iir   rpii    ndmcl    AH(1    tomiiH'    tri;iii^le 
conjiimié. 

(jClle  propriélé  osl  r;iniil()f;iic  du  ihéorrnic  de  !><•- 
sorgues  relatif  aux  c<)rii(|iics  ;  (die  est  connue  ainsi  (pic 
les  cas  particuliers  cpie  l'on  peut  en  tirer  lorstpn;  cer- 
tains sommets  du  penlaèdre  coïncident. 

L'analogue  du  thé  on' me  de  C.  Sliirm  en  résulte  im- 
médiateinenl  :  toutes  les  cui)iques  gauches  passant  par 
les  cinq  poinis  D,  E,  F,  G,  II  percent  le  plan  a  en  des 
ternes  de  points  A,  B,  C  formant  des  triangles  conju- 
gués par  rapport  à  une  même  coni<pie  ;  celle-ci  est 
en  effet  complètement  déterminée  par  le  pentaèdre 
DEFGH. 


[P4h] 

su;  ll^E  (iÉ\ÉRALIS\TIO\  M  L\  TKA\SFOKMATIO\ 
BIKATIOWELLE; 

Par  m.  II.  LAUREr^T. 


Soient  i,  i' ,  /",   ...  les  racines  d'une  équation  algé- 
brique 

de  degré  m.  On  sait  que  toute  fonction  rationnelle  de  i 
est  réductible  à  la  forme  o(/),  ©(-)  dcsii;nant  un  [)oly- 
nome  entier  de  degré  ni  —  i  au  plu>. 

Considérons  une  fonction  de  ni  variables 

vTq,      .t'i.       •  • . ,      J"m-1 

de  la  forme 


(  :{;•,(;  ) 

cl    lllif   f\|il("<<inii   (le   |;i   linriic 

(t    y    •■    h 

</,  fj,(l',  /y' il»''Si^ii;ii!l  (les  (|iiiiiil  il«''S  iii(l»''|)L'ii<liiiih's  des  x' 
mais  poiivuiil  ctnilt'iiir  /  ri  >cs  |)iiiss;iiic('s.  Si  l'on  rem- 
place (f.  A,  ft\  //,  y  |);ii'  l(iii>  Niilciiis  c\|»iim(''es  l'ii 
loiu'lioii  (le  /.   ^    |ir('ii(li'ii  hi   loin)*- 


Y  =  Xo  -+-  X,  /h-.  .  .-+-  X„,_,  /"«-«. 
Pour    lin    hiirc    aciiiK-nr    ccllf    fuiinc   on    observera 

(|IU'    ^     CSl    (if    \.\    Inlllie 

Wo  -t-  «1  /  -4-  ...  -4-  M,,i_i  t"'"' 

(ii'i  les  //  cl  les  i  soiil  loiiclioii>  liiK-aires  des  j",  le  iiii- 
méraloiir  cl  le  dénomiiialeiir  poiivanl  èlre  remplaces 
pai-  le  resie  di'  leur  division  par  /(i)-  (>ela  l'ail,  on 
niiilli|iliera  le  niinn'i  aleiii-  el  le  deiiominaleiir  de  la 
fraction  précédcnle  par 

■     f  l'o-l-  e,  /'-*-..  .  )  (e,,  -t-  l'i  /"-+-...)  Cco-f-  e,  t""-i-.  ..)..  . 

(Mil   es|  une   foiiclicm   svnu''lri<iiic  des   racines  (\e  ■ .» 

'  •  '  z  —  t 

el  (|iii,  |>ar  siiile,esl  enlier  en  /;  après  celle  opération, 
le  iiiiiiiéialeiir  el  le  d('nominaleiir  de  Y  seront  des  [)o- 
l\iniiiirs  eiiliers  en  JTo,  .r,,  ...,  j^,„.  ,  de  degrt'  ///  an 
plii>  el  le  dinoiiiinaleiir  ne  eonlieiHlra  plus  /,  \  aura 
donc  la  forme 

1  =  j > 

les  '!/  élanl  des   luiicl  loii^  ciilirre^  des  ./   dt'  (le<:r<'  ni. 


(  )n  aiii  a  doue 


\o  -t-  Xj  /  -4- .    .-+-  X„,    ,  i'"-  «  = ■ J 


(  •■>■>:  ) 

Or,  la  racine  /  ('111111  ruiio  qu'clc()ii(|ii<'  dos  raciiic.i  d^• 
f(^z)^o,  la  lorniule  précédente  aiirii  lieu  en  y  rem- 
plaçant t  par /',/",... ,  elle  aiiiii  lieu  |»<.(ii///  videurs  de/ 
e\  l'on  aura 

Ces  formules  sont  biiationnelles,  c'est-à-dire  rpie 
l'on  peut  les  résoudre  par  rap|)orI  aux  x  et  exprimer 
leurs  valeurs  en  fonction  rationnelle  de  Xq,  X, ,  ...,Xrt. 
Ce  sont  des  formules  analogues  à  celles  de  la  transfor- 
mation quadratique  dans  l'espace  à  deux  dimensions. 

Et,  en  effet,  de  la  formule  (i)  on  tire 

AY-+-B 


A'Y-+-B' 


A,  B,  A',  B'  étant  des  polynômes  entiers,  et,  en  repre- 
nant mot  pour  mot  ce  que  nous  venons  de  dire,  on 
aura 

^0  =  TÏT' 


Jes  W  étant  entiers  et  de  degré  m  —  i  en  Xq,  ...,  X,„_,. 
Les  formules  (2)  soutcelles  d'un  groupe  dont  il  est 
facile  de  trouver  des  invariants  dill'érentiels.  En  consi- 
dérant Y  ely  comme  des  variables  complexes  formées 
avec  les  clefs  «',  «'-,  ,..,  i"^~\  Y  sera  fonction  de  )'  et 

aura  une  denvee  -3-  l)ieii  déterminée,  alors 

dy  dxi  -+-  i  dxx  -+-... 

ne  dépendant  pas  de  dxo'.dXi  '.dx-,',    •  -,  on  aura 

dxç,  dà-Q       '"       i  \dxo  ~^     àxi 
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cl  res  é(|ii;ili()ns  sr  di'coinposeronl  encore  en  d'autres 
après   avoir    été   rendues    entières    eu    /,  en  observant 
(|u'elles  f)ut   eucoïc    lit-n   en  (-liau^<-anl  i  vu  /',  i" ,  .... 
I  itules  ees  é(jMali()iis  oui  poiii-   solulutus 

Y    _   'i'o  V    _  '!'« 

Si,  par  exemple,  /(;)  =  c-  -f-  i ,  on  aura 

_    (  a-hOLi)(ro-hXii)-\-  b  -i-  ^i 
^  ~  (  a'  -h  a'  i ) (Xq  -{-  Xi  i )  -i-  b'  -h  ^'  i 

_    ax^ — aj-j -(- 6 -f- / (2t  j-fl -(- aj-i -H  P) 
a'  Xy)  —  a'  xx  -i-  6'-+- 1  (a'j7y-i-a'ar|-t-  P') 

{aXa  —  a.Xx  ->rb){a' x^ —  t.' Xi-i-  b')-k-(iX(^-*raxx  -H  ^){%' Xq-^- n' x^ 


r 


(  a'xç,—  n'x^  -H  6'  )*-t-  {oL  XQ-\-a  X\  -\-  ^'  f 
{a'  X(f  —  i'  Xi-\-  b'  ){-xXn-\-  axi  ->r'^)  —  (ax„—  txx-ir  b){%  Xo  —  . 


et  l'on  aura 


{a  Xo 


X„ 


{axo  —  7.Xi-hb)  (a'Xi,  —  a'i*,  -hb')-\-('xxo-ha.rx  -\-P)(ai'xo-\-a'xi  -+■  p') 

^   Xj 

(a'xo  —  %' Xi  -+-  b')(axo-+-  ax\  -i- P) — (axo  —  <iX\  -\-b){a' x^-^a'xx  -+-  ^' \ 


{a' Xo  —  %' X\  -+■  b' )*-\-  ia' Xo  -h  a'  x^  -i-  P'  )^ 
Ces  é<pialious  sont  de  la  forme 
Xu  X. 


uu' -h  vv'        u'v  —  v' u        f*-(-v'* 

//,  //'.  e,  t'  dé^i;^'nant  do  lnuclions   lin('-aircs.  Si  i''  est 
uid,  DU  a 

2^  =  1^  =  J_. 

uu'        vu'        V* 
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coxcoiiits  ininiissKix  \  i/ixom;  \oiniuj:  si  m(ii:i  iih 
i;\  i!)(ii; 

Première   composition   de   Mathématiques 
(  Sciences  I). 

Soi.i  rioN  l'AK   M.  .Ii:an  SKRVAIS. 


On  considère,  dans  r espace,  les  droites  (D)  dont 
les  équations  sont 

ux -r  ^'y -7- z -h  i  =  o,         X -^y -h  uz -!- i' =:  (>: 

on  regarde  les  paramètres  u,  f  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  A  dans  un  plan  (P);  à  chaque 
point  A.  de  ce  plan  correspond,  en  général,  une 
droite  (D)  et  une  seule;  par  un  point  M  de  l'espace, 
il  passe,  en  général,  une  droite  (D)  et  une  seule. 

Où  doit  être  le  point  M  pour  qu'il  passe  par  ce 
point  une  infinité  de  droites  (D)?  Soit  M„  un  tel 
point;  quel  est  le  lieu,  dans  le  plan  P,  des  points  A 
auxquels  correspondent  les  droites  (D),  en  nombre 
infini.,  qui  passent  par  le  point  Mq?  Quand,  in\er- 
sement,  le  point  A  décrit  ce  lieu,  quelle  est  la  sur 
face  décrite  par  la  droite  (  D)  qui  correspond  au 
point  A? 

Lorsque,  dans  le  plan  (  P)  ,  le  point  A  décrit  la 
parabole  dont  l'équation  est  r  =  au-,  la  droite  cor- 
respondante (D)  décrit  une  surface  (S)  qui  est,  en 
général,  du  quatrième  degré;  la  précédente  étudie 
permet  de  mettre  en  évidence  des  valeurs  du  para- 
mètre a  pour  lesquelles  cette  surface  contient  un 
plan. 

Construire,    en    supj>osant   a=\,    la    courbe   du 


(  ^e>n  ) 

//■nisir/nr  di'i^rr,  i/i /r/scrtion  //     /n  sitrfdrc  {-)('(  du 
jihui  ili's  xy. 

E\'aluer  l'aire  liinitrc  jxtr  cette  conrhc  et  In  tlroiie 
dont  l'étjutiliott  est  y  =  3,'). 

Il  c^l  ciiiir  (|ir;"i  cIlkiiic  point  \ ,  cVsl- à-dire,  à  cIiikiim' 
svslrine  de  valeiii>  ilr  //  cl  i-  correspond  une  droite  (D) 
el  une  seule  à  moins  (jue  les  deux  plans  (|ui  déli- 
nissent  (D)  ne  soient  confondus,  ce  qui  a  lieu  lorsque 


c'est-à-dire   l(iis(nic  le  poini   A  occupe  l'une  des  deux 
positions 

q]  il'  ! 

I  V    =  l  I  V    =  —  l 

auxquels  cas  la  droite  est  indétermini'e  dans  le  |)hin 
(H)  X  -+- j  -t-  ^  -f-  I  =  o 

ou 

(II')  x-i-y  —  z  —  i  =  o. 

Si  Ton  cherche  les  droites  (D)  qui  passent  par  un 
point  donné  M  de  coordonnées  x,  )',  r,  on  est  aincru- 
à  résoudre  les  deux  ccpialions 

iux  -+-  t'y  -+-  -  -)-  t  =  o, 
UZ  -+-  V     -{-x-i-y=:o 

en  u  et  i'  (pii  admettent  en  f^énéral  une  solution  et  une 
seule  sauf  lorsque  Ton  a 

(a)  - 


;:        I        x+y 
Kn  faisant  la  somme  des  termes  des  rapports  (.i),on 


(  •^^>>  ) 


trouve*  l(;  ra|)|)()>M  rgal 


X  -+■  y  -(-  s  -4-  I 
X  -\-  y  -^  z  -\-r 

qui  est  éj;al  à   i  ,   si  x  -\- y  -f-  c  4-  i  ^  o. 
Dans  cf  cas  le  j)uinl  M  esl  sur  la  droite 

^  X  —  z, 
(A) 

I  .r  =  '  • 

Lorsque  x  -\- y  +  z  +  i  =  o,  on  peut  remarquer  f|iie 
les  rapports  (2)  sont  aussi  égaux  à 

z+ I —x—y 


X  -^  y  —  z  —  I 


qui  est  égal  à  —  i ,  si  x  -\- y  —  z  —  1^0. 
Dans  ce  cas  le  point  M  esl  sur  la  droite 


.  X  =  —  *, 
(A') 

y=-i. 


Enfin,  si  l'on  a  à  la  fois 


X  -\- y  -h  z  H-  I  =  o, 
X  -^  y  —  z  —  1  =  0, 


c'esl-à-dire  ^i  le  point  M  est  sur  la  droite  d'interseclion 
des  plans  II  et  II', 


(A") 


+  ^  =  o, 
+  1=0. 


Il  y  a  bien  une  infinité  de  solutions  pour  u  et  c,  car 
les  équations  (i)  donnent 


mais  la  droite  correspondante 

u  (x  -+-JK)  -\-  z  -^  i  —  o, 
x-hy-[-u{z-hi)  =  o 
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reste  fixe  cl  coïncide  avec  A"  lorsque  u  varie,  elle  n'est 
donc  pas  indctri mince. 

Kn  i(''suni«',    \a   droite   (D)   n'est    indétt'nninc'c   (|ue 
lors(jnc  le  point  M  est  sur  l'une  des  droites  A  on  A'. 

Soit  Mu  un  point  de  A  de  eof)rdonnées 

l'onr  ce  point  les  deux  ('(jikiI  ions  (i)  sont  idcnticjucs 
et   le  lien  de  (A)  est  la  droite 


(L) 


«Jo-+-*'-^--o-'-i  =  o 


qui  passe  par  le  j)()iiit  <i'. 

De  même  si  le  point  Mo  est  sur  A' 

j'u  =  —  -oi       y  M  =  —  •  I 

le  lieu  de  A  est  uin-  droite 

(L')  MCy-He  —  io — i  =  o 

ijin  pass(;  par  le  poinl  lî. 

Snp|)osons  (pie   le    poinl   \  <i«''cri\e  la  «Iroite  (l--),  la 
surlace  engendrée  par  D  aura  pour  équation 


X     y     -     f-  I 

-       I      X  -^  y 

-0         •  Za-'r    \ 


—  O, 


ipii,  (léveloj)pée,  se  décompose  en  deux  plans  : 
x-^y  —  z  —  \  =  o, 

qui  est  le  plan  II',  cl 

X  -^  z  -\-  Zft( y  -^  \)  ■=  o 

(Mil  ol   II'  iil.in   p. lisant  par  A    cl  le  |ioiiit    M,,. 

I)e  même,  lors(jue  A  (l<'cril  la  droite  (L'j,  la  surface 
engendrée  par  (Uj  se  décompose  en  deux  plans  : 


X  ->r  y  H-  z  -(-  I  =  o 
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qui  est  le  plan  II,  et 

X  —  z  —  zo{y  —  \)  =  o 

(|ui  est  le  plan  passant  par  A  et  le  point  M„. 
Lorsque  A  décrit  la  parabole 

(3)  V  =  au^, 

la  droite  (D)  décrit  la  surface  (S)  dont  on  obtient 
l'équation  en  éliminant  u  et  v  entre  les  équations  (i) 
et  (3),  ce  qui  donne 

(S)   a[y(x-^-y)~z  —  i\'-  =  [z{z-h  i)  —  x{x-i-y)\{x—yz). 

Celte  surface  est  du  quatrième  ordre  en  général.  On 
prévoit  qu'elle  se  décomposera  en  une  surface  du  troi- 
sième ordre  et  l'un  des  plans  II  ou  IT,  lorsque  la  para- 
bole passera  par  l'un  des  deux  points  Q  ou  û',  c'est- 
à-dire  lorsque 

a  =  ±i. 

Faisons,  par  exemple,  a  =  i  et  mettons  en  évidence 
dans  l'équation  de  (S)  le  plan  II,  il  reste  la  surface  du 
troisième  ordre  qui  a  pour  é(juation 

r[(7  — -)(^-t-r)-<-  z^]-^x'-  —  jr^  —  zx^z—x—y-+-  I  =  o. 

La  section  par  le  plan  ;;  =  o  est  la  cubique  qui  a 
pour  équation 

y^  {x  -hy)  -i-  x^  — j>'*  —  X  — j'  -H  1  =  o. 

Pour  construire  cette  courbe,  remarquons  d'abord 
que  la  droite  x  -\- y  =  o  est  évidemment  une  asymptote 
d'inflexion,  puisqu'elle  rencontre  la  courbe  en  trois 
points  à  l'inlini  et  qu'elle  est  parallèle  à  une  direction 
asymj)totique  simple.  La  direction  de  l'axe  des  x  est 
une  direction  asymptotique  double  à  laquelle  corres- 


|)i)tiii   une  l)|-,'in('li(>  |i;ii'al)()li(|iic.  l'vii  ccruiiiil  I  ('■iiiKitiori 
sous    la   ((•riiic 

on  voil  iiiir  la  naraixtlt; 

(  l')  y--\-x  —  y  —  I  =  () 

est  asymplolo.   Sous  <:cUe  forme    on    voil    «'j^ajeinenl 
f|u'il  n'y  à  pas  (l(^  points  de  la  courbe  à  l'intérieur  des 


régions  ombrées  sur  la  fif^ure,  et  (  «la  met  eu  évidence 
comment  la  courbe  est  asymptote  à  la  droite  et  à  la 
parabole. 

La  courbt!  présente  un   point  double  isolé  au   point 

A  :         a-  =  (),        y  =\. 


(  :m  ) 

Transportons  les  axes  en  ce  poini,  en  posant 

X  =  X,  y  =  l  -ln\. 

L'é(juation  devient 

Y»(  X  -t-  Y)  -I-  X2  -t-  7  XY  -+-  -j.  Yî  =  o. 

Il  est  alors  facile  de  mettre  la  courbe  sous  forme 
unicursale  et  de  la  construire  ( //^.  i). 

On  peut  d'ailleurs  é<^alcment  la  construire  sous  la 
première  (orme,  en  résolvant  par  rapport  à  x. 

L'équation  ordonnée  en  x  est 

^^-+-  (y^ — ')•''  -+■  (y-—  i){y  —  •)  =  o, 
ce  (pii  donne,  en  résolvant, 

(4)  2x  =  i-72±(jK-i)v/(r-v  i)(jr-3). 

Ceci  met  en  évidence  les  deux  tangentes  >'= — i, 
y  =  5  parallèles  à  ox  et  tangentes  aux  points 

B(cr  =  o,/=  —  i)         et         C  (  a"  = — 4>  /  =  —  3). 

L'aire  demandée  est  l'aire  DCE  comprise  entre  la 
courbe  et  la  droite  de 

^  =  3,5. 
Elle  est  égale  à 


S  =  /      X,  oTk  —   /      xn  dy, 


X{  et  JTa  étant  les  deux  valeurs  de  x  fournies  p-ir  la  for- 
mule (4).  on  a  donc 

*    3 

En  remarquant  que   (>'  —  i)  est  la  demi-drrivéo  de 


(  366  ) 

Li   (jiKiiil  ili-  |)I;iC('h'  sous  le  i;i<lir;il,  on  a 


S=  ]\l(y-^,)(y--i)Y-  !,'    , 


S  =  -i(7.,v.5)ï. 


soi.i  in)\    «;i^,oMi';'iHi(jUK. 


Les  droites  (1))  loitiicnl  la  conj^iiicnce  des  dioilos 
(|tii  s'aj>|uiici)t  sur  deux  diuiit",  lixcs  (A)  el  (A'j.  Les 
coordonrH'es  du  |)oiiil  a  d  mleiseclion  de  la  dioile  (D) 
avec  le  plan 


sont 


z  =  — I, 


X  =  —  V,         y  =z  u. 


On  peul  donc  siibsliluer,  sans  rien  changer  d'esscn- 
liel  dans  renoncé,  le  point  a  au  poinl  A,  car  l'un  se 
dédiiil  de  l'antre  par  une  syniélrie. 


Fig. 


Soient  aloi>  (  //;,'.  :>.)  ui  cl  (o'  les  points  d'interNeel  ion 
des  droites  (  A  )  et  (  A')  avec  le  j)lan  ( f>  l.  Par-  tout  jtoinl  n 


(  •^'>7  ) 
du  plan  (p)  passe  une  droite  (D)  el  une  scidc  qui  est 
l'inlerseclion  dc«  plans  rt,  (A)  et  a,  (A').  Il  y  a  exception 
lorsque  a  est  en  (o,  auqu(;l  cas  la  droite  (D)  est  indé- 
IciiiiiiK'c  dans  le  plan  (  fl)  passant  par  (o  cl  (A'),  ou 
lorscpic  a  csl  en  m',  aucpicl  cas  (J^)  est  indéterniiiK-c 
dans  le  plan  (fl')  passant  par  m'  et  (A). 

(*ai-  un  point  .M  de  l'espace  il  |)assc  une  droite  (D) 
et  une  seule  qui  est  l'interseclion  des  plans  iM,(A) 
et  .\J,  (A').  Il  y  a  exce|)tion  lorsque  !M  est  situé  sur  une 
des  deux  droites  (A)  ou  (A'),  cai-,  dans  ce  cas,  la 
droite  (D)  est  indélerniinée  dans  le  plan  dt'dini  par  M 
et  l'autre  droite  li\e. 

Soit  Mo  lin  point  de  (A)  {Ji^-  ■>)•  Tontes  les 
droites   (^D)  passant  par    Mq   engendrent  le  plan   (Q) 

Fig.  3. 


passant  par  Mo  el  (A').  I^e  lieu  de  la  trace  a  de  (D)sur 
le  plan  (p)  est  donc  la  trace  (l)  du  plan  (Q)  sur  (p)- 
Ce  lieu  est  donc  une  drrtite  (/)  passant  par  w'.  Inver- 
sement, lois(pie  le  point  a  décril  la  droite  (/),  la 
droite  (D),  ipii  n'est  autre  chose  (pie  «Mo,  engendre 
le  plan  (Q).   11  y  a  toutefois  exception  lorsque  a  est 


(  368  ) 
i'M  i>)\  car  dans  ce  cas  la  droilc  (D)  esl    indclerminéc 
<l;iiis    le     |>laii    (II').     La     surface    eiif^endrée    jiar    (U) 
I()is(|U('  (t  déciil  la  droite  (/)  esl  donc  renseiiihle  des 
deux  plans  (  Q)  el  (II'). 

On  (d)liendiait  des  résnllats  analogues  poui  un 
point  M„  de  (  A'  ). 

Supposons  niiiinicnani  ipic  le  point  a  décrive  dans 
le  plan  ( /v  )  une  courbe  algi-brique  (C)  d'ordre  m. 
La  droite  (D)  enj;;endrera  une  surface  réglée  {'£.) 
d'ordre  9. m.  Vauv  le  prouver,  cherchons  en  combien 
de  |K)inls  une  droite  quelconque  (S)  rencontre  bi  sui- 
lace  (ï).  (>e  nombre  sera  égal  à  celui  des  droites  (D) 
s'appuyant  à  la  fois  sur  (S)  el  sur  (C).  Or,  loules  les 
droites(  D)  (|ui  s'appuient  sur  (S)  fortnenl  en  général  un 
hvperboloïde  à  une  nappe.  Gel  hjperboloïde  esl  coupé 
par  le  plan  (p)  suivant  une  conique  (T)  <|ui  rencontre 
la  courbe  (C)  en  Am  points.  Les  2m  droites  (D)  (jui 
passent  en  ces  a  m  points  renconlreiil(S)au\  201  points 
d'intersection  avec  (S). 

Cette  surface  (S)  a  3  droites  mullij)les  d'ordre  ni  (jui 
sont  (A),  (A')  el  ox./. 

En  «nVl,  par  loni  point  Mq  de  (A)  il  passe //i  géné- 
ratrices de  (  i]  )  cpii  sont  les  droites  joignant  Mq  aux  m 
j)oinis  d'intersection  de  la  droite  (/)  [Jiff.  3)  avec  la 
courbe  (C). 

Lorsque  Mo  décrit  (A),  les  m  généralrices  engen- 
drent m  nappes  de  la  surface  (S)  passant  par  (A). 

Il  V  a  <le  même  m  nappes  passant  par  (A'). 

Imaginons  ipic  le  puMii  M,,,  en  dé-crivanl  (A),  tende 
vers  (1).  La  droite  (/)  anrii  poiir  lin:ite  coo'  et  les  /n  gé- 
nératrices (  D  )  de  (S)  passant  ]5ar  Mq  viendront  se  con- 
fondre suivant  loio' .  Il  y  a  donc  également  m  nappes 
|)assant  par  (>>(•)'. 

Si  la  cnnibe  (  (^  )  tbi  plan  i  /<  )  p,i>>c  |iar  (<),  à  ce  |»()inl 


(  •■^^'9  ) 
C(ii'r('S|)(iii(l    le   |)l;iii  (II)  ri   lu  siiifacr  fl')  se  (li'tdiiipOMj 
en  une  siirlaco  d'ctrdre  'àdi  —  i  cL  ce  plan. 

Plus  g'(''ii(''ra!('m('nl ,  si  la  (•oiirix'  (f")  a  en  (.)  un  [luinl 
niult  i|)lr  (I  oi'dr*'  /°  cl  en  d)  iiu  poiu  I  uni  II  ipir  d  ordre  /',  l,i 
siiiTacc  (S)  se  (h'coinposc  en  nn(î  surface  réglée  d'oidre 
'lin  —  r  —  /■',  /•  foi^  le  plan  (II)  el  /•'  fois  le  plan  (fl'). 

En  cotipanL  la  surface  (S)  par  un  plan,  on  oWlienl 
comme  seelion  une  conrhe  alj^éhrupu-  d'ordre  xm  (pu 
a  trois  |)oinls  multiples  d'ordre  m  et  passe  par  les  m 
points  d'inteiseelion  du  plan  sécant  avec  la  courbe  (  C). 

Dans  le  cas  particulier  en  question,  la  coui'lje  ((>) 
est  une  parabole.  La  surface  (S)  estdonc  une  surface  du 
quatrième  ordre  asaiit  trois  ^('nératriccs  doubles  (A), 
(A')  et  tow'. 

La  seelion  par  le  plan  xoy  esl  une  courbe  du  qua- 
trième ordre  ayant  :  deux  points  doubles  à  dislanc<' 
finie  aux  points  d'intersection  (A)  el  (B)  de  (A)  et  (A') 
avec  xoy^  un  point  double  à  rinfîiii  dans  la  direc- 
tion coto'  et  tangente  à  la  droite  de  I  infini  dans  la 
direction  infinie  de  la  parabole. 

Lorsque  la  parabole  passe  par  o),  la  surface  (S)  se 
décompose  en  le  plan  (II)  et  une  surface  du  troisième 
ordre;  la  courbe  du  quatrième  ordre  se  décompose  en 
la  parallèle  à  ww'  passant  par  B  el  une  cubique  avant  : 
un  point  double  en  A,  un  point  simple  en  B,  un  point 
simple  à  l'infini  dans  la  direction  coto'  et  tangente  à  la 
droite  de  l'infini  élans    la    direction    infinie  de   la    para- 
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COVCOIKS  l)AI)MISSIO\  A  lliMl  \OI()IALi:  SirKHfKIIU: 

Deuxième  composition  de  Mathématiques 
(Sciences  I  et  II). 

Soi.iTioN    l'VK    iM.    Jk.w    SKKV.MS. 


h'/i  supjHKsaitl  l  espace  rdp/iorlé  à  un  système  de 
coordonnées  /ectan^^i/faires  OX,  O^  ,  OZ,  on  co/isi- 

dère  la  eoarhc  défuiie  fiar  les  é<ii(ahons 

y  =  -xx^^         z  =  a"*. 

I.  Montrer  (/ne  l'arc  de  cette  combe,  compté  à 
partir  île  l' ori l; me  ries  eoor<l(a}nées  j usij  11' n  11  point 
dont  l'al/scisse  est  le  nomhie  /tositif  x,,  est  compris 

I S  I  s  s 

entre  x  -\ — -  x-'  et  x  -\ — i-o:-'  h — x'  nonr  les  valeurs 
■j  b  -        ' 

sufjisamnwnt  petites  de  x;  on  prouvera  que  cet  arc 

est  loujiairs  inférieur  à.  la  seconde  limite,  et  qu^il 

est    cerldinenieni    supérieur    à    la    première    p<air 

il.  Montrer  rpi  il  existe  sur  cette  courbe  une  infi- 
nité de  couples  de  points  A,  B  tels  que  les  plans  (P), 
(Q)  respectivement  osculateurs  à  la  imirbc  en  A, 
13  se  coupent  suivant  la  droite  qri  joint  ces  deux 
points. 

Soit  \  l  iin^le  (moindre  que  deit.r  dnats)  des 
ilireet iiais,  piipiiidiiiilairrs  uii.r  plans  (I*;,  (^,^). 
(fui  font  des  a /tilles  ai:^>us  avec  la  direction  posi- 
tive sur  L'axe  des  z  ;  einnmeut  varie  cet  angle  quand 
l'abscisse  x  du  point   \  croit  de  o  </  H-  x  ? 


(  :^7'  '^ 

Cnlrnlcr,  à  un  ilrnii-iniHii-ine  pri's,  hi  ralrur 
de  X  pour  liiiiut'Ue  Idiii^lc  \   est  droil. 

Montrer  ijuc  les  droilcs  \H  qui  joignent  deux 
points  d'un  nirnie  couple  sont  situées  sur  la  surface 
dont  l'équation  est 

Sépare/-  cette  surface  en  régions  d'après  le 
nombre  de  plans  oscillateurs  à  la  courbe  proposée 
qui  passent  i)ar  ses  différents  points. 

NI.  Eialuer  l'intégrale  définie 

I       la  II  g  — «a-, 

oii  V  est  la  fonction  de  x  qui  a  été  définie  plus  haut. 

I.  L'arc  de  la  courbe  est  donné  par  la  formule 
rfi*  =  (i  -i-  36:r'-+-  i6ar«)  dx'^. 

En  exlravanl  la  racine  carnée  du  polvnoine  entre 
parenthèses,  on  trouve  les  identités  : 

(i)  i-t-  36x*-i-  i6a;«=  (i  -h  i8.rV)--H  ^x^{\  —  S\x^-) 

et 

i    I -H  36:r*-(- i6a:« 

(2) 

I        =  (t_Hi8.r«-H  8^-6)2— j-»(  3v>4  -f-  288xï-h64x*). 
L'identité  (i)  prouve  que,  lors(|uc 
4  —  8i  j-->  o, 
c'est-à-dire,  lorsque  [x  positif) 
x<-. 


(  •■^7'^  ) 


on  a 


I,  nlmlilf  (^  >  )  iiionliT  iiiic,  iiiicl  mih-  -ml  ./  .  un  ,t  idii- 

IIIS 

i-ii  (  uniliil  (  ./•     '  -  ) . 
ax 


cl ,  (Il   I  ni  i'i;r;iii  I    de  o  îi  jc, 


II.    L  i''(|iiiil  loi)  (In  phiii  DXMiJiilciir.  <Mi   lin   |i(unl    \  «le 
hi   coiiriic  (I  ;il)sc,i.s>t'  .y,  esl 


v.j'X  —  ^Y  -+-Z  — j-i 


Ecrivons     iin   il     |);i->c    |iiir     le    |m(IiiI    !>    de    l.i    coiiiiic 
fl  ahscissr  ./■    r[   ii(iii>  (liilcnon-  hi  coihIiIkmi 


(3) 


■/.X^J-   —    .IXX     -h  X     X>  —    O. 


(.(■Ile  coiiili  I  II  )ii  l'hiiil  >\  iik'I  in|nc  ni  ./'  cl  ./•',  |>iuii\(' 
(|iic,  >i  le  |.l;in  ()s(iil;il('iii  df  \  |i;is-<'  en  li,  rrci  |)ru(|  iie- 
iiirnl  le  |ihiii  oxiiliilciir  de  l>  n;i->c  «mi  A.  Les  driix 
|)l,iii>  ()-(  il  liil  en  1  >  se  ((  m  |)(ii  I  donc  Miixiinl   AM. 

J.,a  rcliilioti  (.))  s'ci  iil 

( x'  —  X )■*  (x'  -h  x)  =  o 

cl.    |i,i|-  siiilc.   |iiii-(|iic  ./'-'-   f'j  clic  donne 
x'  =  — x; 


(  37'^  ) 
on  <'ii  coiit  lut 

Les  points   \  et  H  sont  sviiii'l  iii|ii('>  |i.ii'  i  .i|i|iorl  ;"i  O  z . 

Les  cosinus  (lircctciirs  «le  hi  |)(M'|)(-n(li(-til:iirc  an  |)hin 

oscnlalenr,  A,  en  taisant  avec  ()  z  nn  anj^lc  ai{^n  soni  : 


v/4  a?«  -*-  ar*  -I-  1  ^ ^  x'^ -h  x^ -h  i  /4  ^*  ■+■  x*-\-  i 

Cenx   de   lii    pcipcnilicnljifc    au    phiii    osculaU:iir   B 
s'ol)tleniH'nl  en  riMiiplaçiuil  x  par  — ./•. 
On  en  conclut. 

I  —  x'^ —  4^* 

'■"SV    = 7— r- 

I  -+-  3- - -H  4  j:6 

Si  l'on  pose 

u  =  .r--h  .\x^, 

on  a 

\  —  u 

cos\    =  — 

I  -+-  u 

(^uaïul  X  croît  de  o  à  H- ce,  //  croît  évidemment  de 
o  à  +  oc  et  cos  V  d(''croit  de  i  à  —  1.  L'angle  \  croît 
donc  de  o  à  7:. 

I^a  valeur  de  .^■  pour  hupielle  V  est  droit  est  racine 
de  récpiation 

4  a?'"' -h  a"-  —  1  =  o. 

Cette  équation  a  une  raciiK;  positive  et  une  seule 
comprise  entre  o  et  i . 

En  appliquant  trois  fois  la  méthode  d'approxima- 
tion de  JNewton,  en  partant  de  la  valeur  1,  on   trouve 

Les  éqnatic^ns  d(î  la  droite  AB  sont 
(4)  ■  Y  =  20^- X,         Z  =  x*. 

()iian(l    ./'  varie,    la    droite  Al>  en>;endre   un    eonoïde 


(  '^Tl  ) 

(Idiil    on    <)l)tit'iil    I  i''<|ii.il  ion    (Ml    l'IiiniiKint    ./'    cnlic   los 
(lcii\    |)t('(«''ilcnl('s.  (•(•(|iii  donne    liicn 

-^- 

Ecrivons  que  le  plan  oscniHloiir  en  A  passe  par  un 
point  donné  \,  Y,  Z  de  celte  surface,  nous  obtenons 

r»''(pi;ilioii  du  (pialrn-inc  degié  en  x  '. 

(5)  !i\^-x'*—  8X3:r3+  4Xn.r—  \i  -  o. 

Celle  équation  admet  ('■videimncnl  pour  racines  les 
abscisses  des  points  A  el  B  de  renconlre  de  la  ^('iif-ra- 
Irice  passant  par  le  poinl  X,  Y,  Z  avec  la  courbe. 

Ces  abscisses  sont  données  par  la  piemière  des  équa- 
tions (4)  : 

J.'équaliof)  (5)  se  dt'coinj)ose  alors  ainsi 

(  i\x'-—  '^\ix-^\  )( ■}. Xx2  —  Y )  =  o. 

Les  «piiilif  lacines  sont  donc  :  i"  celles  (jui  sont 
fournies  par  (())  ;  2"  celles  qui  sont  racines  de 
l'équation 

{"j)  aXj?'-— 4X*a7  M-Y  =  o. 

Les    deux    racines    de     liMpialion    (<))    sont     réelles 

l(jrs(pie 

XY  >  o, 

ce   (pu   f't.iil    il    prévoie   piiiscpie    cela   a   lien    pour    tout 
poin  l  de  l;i   coiii'lx'  «lonnee. 

Les  deux  racines  de  l'érpiiilion  (-)  sont  réelles 
lorsque 

X(viX3- Y)>  o. 


(  37.^  ) 

(ionslriiisniis  Li   pm  aholc  ciil)l(jiio 
Y  =  ■?.  \3 
dans    le   |)l;iii    des   ,/)•.    |,;i  (it;iir(;   ci-coni  rc  inoiilic  (|iic, 


par  les  points  de  la  surface  (|ni  se  projettent  dans  la 
région  ombrée,  passent  quatre  plans  osculateurs  réels 
et  ailleurs  deux  plans.  Or,  la  parabole  cubique  est  la 
projection  horizontale  de  la  courbe  donnée,  et  Ox  est 
une  génératrice  de  la  surface.  Par  suite,  par  tous  les 
points  de  la  surface  compris  entre  O.2:  et  la  courbe 
donnée  passent  quatre  plans  osculateurs  et  par  tout 
autre  point  deux  tels  plans. 

III.   De  la  formule  ipii  donne  cosY,  on  tire 


I  —  cosV  ,  V 

u  —  rr  =  tang2  — , 

1  —  cos  V  °     1 


d'où 

On  a  donc 


=    /       laiii;-  dx  =   I       / 


\  x*  -^  i  X  dx. 


(  ■^7«  ) 

Cliaiii;ttiiis  (le  vaiiahlf  «-n  poNaiil  .r- z^  z. 
1 


;'-)-  I  dz. 


{\v\\v  iiili''j;ral<'  hicii  coiiiuii- (^  arc  di'  |).iia  liolc 

t 


CEIMIFICATS  UASrUOVOMIE. 


Bordeaux. 

lù'UKivK  iiiKtiiuoi  i;.  —  I>t' Jinitioii  des  parallaxes  poul- 
ies planètes  : 

Parallaxes  en  :  ascf/ision  droite,  déclinaison,  distance 
zénithale. 

Indiquer  rapidement  les  méthodes  qui  permettent  d'ob- 
tenir les  parallaxes  planétaires  par  voie  d'observation 
astronomique. 

Épukuvio  l'iiATigii;.  —  Pendant  l'éclipsé  du  Jo  août  190'), 


à    Bordeaux,    et    an    inoment    de    la  plus    grande  phase, 


les   «IjQJo   ilii    (linmètre   snlfiire   apparent  étaient    ériipxès 

A  ce  moment,  le  diamètre  apparent  du  Soleil  était  de 
3i'4i",4  ;  celui  de  la  Lune  était  de  VV  i  <",  j. 

On  demande  de  calculer  avec  trois  décimales  le  rap- 
port de  la  surface  solaire  apparente  éclipsée  et  la  sur- 
face solaire  a/iparente  totale.  (.Iiiilli'l   i()<)r).> 


Caen. 

EpiŒL'VE  TiiKORioïK.  —  On  u  des  Tables  donnant  les 
coordonnées  géocentriques  du  Soleil  et  de  Mars  éi  tous 
leui's  passages  au  méridien  de  Pa/is  pendant  un  grand 
nombre  d'années.  Montrer  comment  on  peut  déterminer 
la  durée  des  révolutions  sidérale  et  synodique  de  la  pla- 
nète et  vérifier  qu'elle  satisfait  aux  deux  premières  lois 
de  Kepler. 

Epiœlvk  PHATioïK.  —  Lors  d'un  passage  du  Soleil  au 
méridien  de  Paris,  l'heure  sidérale  est  H.  Calculer,  pour 
cet  instant,  l'anomalie  moyenne  du  Soleil  et  sa  distance, 
en  rayons  terrestres,  au  centre  de  la  Terre.  La  Terre 
étant  supposée  sphérique,  calculer  la  variation  de  paral- 
laxe pour  ^  et  CO  quand  on  passe  des  coordonnées  £réocen- 
triques  aux  coordonnées  locales. 

On  donne  {numériquement)  la  latitude  de  Paris, 
l'heure  II,  la  longitude  du  périgée,  l'inclinaison  de 
l'écliptique,  l'excentricité  de  l'orbite  solaire,  la  distance 
moyenne  de  la  Terre  au  Soleil.  (  Juillel  190G.) 

Grenoble. 

Ephklvk  tmkokiqle.   —  Aberration  : 

\"  Influence  sur  les  coordonnées  équatoriales  des  étoiles. 
Aberration  annuelle.  Aberration  diurne.  Aberration  lors 
du  passage  au  méridien. 

■2"  Influence  sur  les  coordonnées  écliptiques  des  étoiles. 
Aberration  annuelle.  Orbite  annuelle  d'aberration. 

lù'UKt  VI-;    l'it  \Tit,)ri;.    —    Calcul   île    l'anonialii-    vraie    du 


(  .■;7S  ) 

S<t/ci/  et  (/>■  su  loni^'iliiilr  pmir    If   |S   jtiilltl   ii)ii(i.   à   midi. 
temps  moyen  île  l'tiris. 

Calcul  (le   la    longitude   moyenne    du  Soleil  nu   i"  jan- 
vier 1906, 

Données  numériques  : 
tu  i"  janvier  i8"mi,  à  midi,    Icm/ts   moyen   de   l'aris,  on 
avait  : 

/y  =:  ■?.8(t"40'  jJt", 
TB  =•  a8o"  9.1 '.»■/. 

D'autre  /la/t,  la  variation  de  rn,  />a/'  année  tropique,  est 
Ara  =  r.diS. 


Enfin  on  a 
et 


n  =  5<('i}8  3 
e  =  OjOiHjOoi 

Paris. 


(Juillet  lyoG.) 


Épreuve  riiÉoiuyuE.  —  1°  liéfraction  astroimmiijue,  pour 
les  distances  zénithales  inférieures  ci  -5"  : 

i"  Détermination  des  asce/isions  droites  avec  l' instru- 
ment méridien .  Corrections  des  observations. 

Kl*Ui;i  vi:  pu  \Tlgi  1:.  —  Calculer  à  1  minute  pri's.  eu  temps 
moyen  astronomique  de  Paris,  l'heure  du  coucher  appa- 
rent de  la  Lune,  à  Paris,  le  S  juillet  i<)0*. 

La  Connaissance  des  Temps  fournit  les  données  sui- 
vantes : 

Lfititude  fie  Paris  =  -i-  48"  m)'  i  i": 

Parallaxe  horizontale  de  la  Lune  =  69'; 

Réfraction  horizontale  =  i\'  [ 

Si  de  plus  on  désif,'ne  éi  chaque  instant  par  t  le  tenifis 
moyen  de  Paris,  par  II  rani:le  horaire  géocentrique  du 
centre  de  la  Lune  par  rapptat  au  méridien  de  Paris,  et 
j>ar  0  la  déclinaison  géocenlri</ue  du  rentre  de  la  Lune, 
on  a,  au  moment  du  passa i^'e  supérieur  au  méridien  île 
Paris  à  la  date  indiquée^ 

t  -  5"«'"ur.         6  ^  -^  r'3.V37'; 


(  '^7î)  :> 

enfin,  itu  même  mument,  In  vuridlinn  de  t  /xnir  i  minute 
de  H  est  de  -t-  i'"./',  i.|;  et  la  variation  de  o  /toia-  i  minute 
de  H  est  —  1 1  ",91. 

On   calculera   avec  quatre  décimales. 

(Jnillfl   i()o").) 

Épreuvk  thkoihque.  —  I"  Temps  sidéral ,  temps  vrai, 
temps  moyen. 

Relations  entre  ces  divers  temps. 

ï"  Latitude.  Détermination  de  la  latitude. 

EpRELVK  PRVTiyi'K.  —  Mercurc  décrit  une  orbite  ellip- 
tique dans  laquelle  l'excentricité  a  pour  valeur  o,>.o56o, 
tandis  que  le  demi-grand  axe  est  éffal  à  0,38710. 

Calculer  le  rayon  vecteur  et  V anomalie  vraie  de  Mer- 
cure, sachant  que  l'anomalie  moyenne  est  de 

•252"8'G",5. 

(Octobre  igoa.) 

Poitiers. 

Épreuve  tiiéoriqle.  —  Exposer  une  méthode  pour  dé- 
terminer les  éléments  d'une  planète  dont  on  possède  trois 
observations  rapprochées. 

Eprklvk  PRATiot'E.  —  Soient  à  l'époque  t,  pour  une  pla- 
nète (  Vénus)  : 

Longitude  héliocentrique i6j"34  -to",  6 

Latitude -Hr23'36",9 

Log  du  rayon  vecteur T,8:)69o()i 

et  pour  la  même  époque  t  : 

Longitude  du  Soleil •28o"4 1'4  "1  ^7 

Log  du  rayon  vecteur T,g9>G5ii. 

Calculer  les  coordonnées  géoccntricjues  de  la  planète  : 
longitude,  latitude,  distance  à  la  Terre. 

Marseille. 
ÉPHEIVE  TiiÉORioiE.   —    1°  Exposer    la   suite    des   opéra- 


(   .iS,,    I 

tiii/is  ;,'i'-iii/i''sit/itis  foutt'rutinl  li  nirsarr  J  un  tire  de 
méridien. 

•}."  Dm'eliifipi'r  l'e  rpri-ssimi  de  Iti/c  dr  inrridien,  su/>- 
pnsé  elliiitiijiit',  en  série  ordonnée  siiix'/uif  /es  pnissfinres 
croissantes  de  l 'e.reenlrieilé. 

3"  Inditjuer  ennunenf  i>n  détermine  les  > déments  île 
l'ellipsoïde  terrestre  nu  moyen  d'un  e/isem/de  de  mesures 
^'éodésiiiues. 

4"  /{appeler  enninie nt  li's  i^'éadésiens  franeais  uni  opéré, 
éi  la  Jin  (la  xvm''  sièele,  />oar  obtenir  la  valeur  du  ifua- 
drant,  en  vue  de  l'étahlissentent  du  système  métritjue. 

lii'itKivi:  l'ii  V I  l<.ii  K.  —  Connaissant  l'ascension  droite  et 
la  déclinaison  o  d  un  astre  ainsi  <pie  l'incl inaison  de 
Vécliptique  e,  calculer: 

I"  La  longitude  >.  et   la  latitude  |i   de  cet  astre  ; 

:>."  Les  accroissements  A  À  et  A 'i  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  correspondant  et  l'accroissement  As  de  l'incli- 
naison de  l'écliptitjue. 

Pimnées  numérii/ues  : 

2  -=  7(»''{8"'i3',G3, 
0  =  44"  50' 38',  9, 
e  =  -23  v»;'    y,  17, 
\z  =         -)-  lo'.o. 

Montpellier. 

i'J'HKivi;  TiiKoiiK.)!  K.  —  Sur  la  Terre  sujiposée  sjdiéri(jue 
on  cD.'isidère  un  lieu  \^  ayant  pour  coordonnées  géogra- 
/datjues  une  longitude  X  et  une  latitude  !i,  et  une  montagne 
ayant  À'  it  •:J  pour  coordonnées  de  même  nature.  Le 
sommet  de  cette  montagne  se  trouve  éi  une  hauteur  angu- 
laire r,  au-dessus  de  l'horizon  de  L. 

A  quel  jour  de  l'année  l'observateur  placé  en  L  voit- il 
le  Soleil  se  coucher  derrière  la  montagne  ? 

l'n  indii/uera  la  niarrhe  à  suivre  pour  résoudre  le  pro- 
hleine  en  supposant  : 

\°  Oue  l'on  possède  des  Tables  donnant  les  coordonnées 
uranographiques  du  Soleil  jour  par  jour  ; 

2"  Oue   l'on   ne  possède  aucune    Table    aslrononinfue    et 


(  ■■^«'  ^ 

ifiu'  l'un  ciuiiitiil  sriilinicn I  les  clrnii'iils  ilii  ini>ii\'i-ini-nl 
l\rfilrrii-n  du  Snlril,  /iii(SSiti/<'s  à  hi  irsol ii I laii  ilr  lu 
iftiesliDn . 

( hi  dira  t/nr/s  son/  ces  l'/cim/its. 

}    (i-l-il  i/cs  conditions  tic  fiossil/il ilc  '.' 

(>ii  innnlrcid  (/ne  l'heure  croie  à  hninelle  le  jtlicnn- 
niène  se  /iroduit  est  iiidèjienduiite  de  toute  théorie  du 
mouvement  du  Soleil. 

Kl'itKl  VK   l'UMioïK.  —    (>/i  ri,   fionr  1(1  /ddni-te  /'tillas  : 

e  =  o,  -À  joS 

Calculer  le  temps  </ ni  s'écoule  de/iuis  le  passa,i,'e  de  la 
planète  éi  so/i  périphélie  /us(/u'au  moment  où  s  >n  rayon 
vecteur  est  perpendiculaire  au  L;rand  are. 

NoTK.  —  On  indiffuera  les  formules  éi  eniplover  avant 
de  commencer  le  calcul  numérique.  (.Iiiillol   iyo(i.) 

Rennes. 

Ki'«i;i;vii  Tiii:i)  iiyi  K.  —  Corrections  de  paralla.re  Ellipse 
de  parallaxe  annuelle. 

Ei'iu;i  ni:  imivtiqi  i:.  —  (Quelle  est  C  anomalie  vraie  du  Soleil 
ijuand  son  anomalie  excentrique  est  de  v.oo".  Evaluer, 
en  jours  solaires  moyens,  V intervalle  de  temps  qui  s'est 
écoulé  entre  le  dernier  passa f^c  du  S(deil  au  péri^:,^ée  et 
t 'instant  considéré. 

La  durée  de  l'année  est  de  JGJJ  *  '"  ,  Vi4''^  '  l' créent rieilé 
de  l'orbite  solaire  est  éi^ale  à 


o,  t)  ilijtidç)' 


Toulouse. 


(  Juillet    lyoC.  ) 


Éi'Kia  \K  rm:(>iu(,ti  i:.  —  I.  Le  tourillon  Ouest  d'un  cercle 
méridien  est  de  a"  plus  haut  que  le  tourillon  Est  et  son 
azimut  compté  à  partir  de  la  direction  Ouest  vers  le 
Nord  est  de  ^".  Le  cercle  n'a  d'ailleurs  pas  d'autre 
erreur. 


(  :i82  ) 

Chercher  s'il  j>ettt  e.risler  (les  ètniles.  ilnnt  l'ascension 
droite  et  lu  dèclinaisun .tlfterniinèes  à  l'aide  tir  ce  cercle, 
soient  indépendantes  de  ces  erreurs. 

Troin'er  leurs  distances  polaires. 

II.  (>n  observe  une  même  étoile  durant  toute  une  année. 
On  déduit  de  ces  observations-  un  Tableau  donnant  la  lon- 
gitude aftpa rente  de  l'étoile  aux  diverses  épotfues  des 
observations.  Hn  supposant  que  ces  Ion i^itudes  aient  été 
corrigées  de  foutes  les  ctiuses  d'erreur  sauf  la  parallaxe 
et  l'aberration,  on  demande  : 

i"  D'indiquer  la  marche  éi  suivre  pour  s'assurer  que 
les  petites  différences  de  ces  longitudes  sont  bien  dues  à 
la  parallaxe  et  à  I  aberration  ; 

■?."  De  trouver  dans  ces  différences  la  fraction  qui  pro- 
vient de  la  parallaxe  et  celle  qui  provient  de  l'aber- 
ration. 

iNoTE.  —  On  rappelle  (fue  les  corrections  en  longitude 
de  parallaxe  et  d'aberration  sont  de  la  forme 

/>sin(0  — X)  ,, 

~ (  paralla.re  ). 

cosp  ^ 

/:cos(0— X)  , 

-^ (  aberration  ), 

cosp 

0  désignant  lu  longitude  du  .Soleil, 
X  »  n  de  l'étoile, 

P  1)  la    latitude    de  l'étoile. 

I>ni:i  VK  PRATiyi  i;  —  Apftliquer  la  méthode  des  moin- 
dres carrés  au  système  suivant  : 

—  X  -h      y  —        9.  =  o, 

—  ■xbx-^  ^Sif  —  «4;^  =  o. 
l'y  X  —  \\ y —    J! io  =  o, 

5  j"  —    .\y  —     I  f  )o  =  o , 
a7  a"  -f-  Xi^y  —  aSHî  =  <i. 

Calculer  les  résidus  et  l'crn  ur  inoyeniir. 

<  J  iiillci    1 1(1  >li.  I 


(  im  ) 

SOI-I IIOVS  M  OlKSil()\S  niOIMISKES. 


2026. 

■  I'.IU5,    p      .28.1 

Considérons  u/u-  cmtrhc  plane  du  (/ualriènie  ordre  avec 
un  seul  point  douhie  \)  ;  on  sait  que  les  six  points  de  con- 
tact des  tanf^entes  menées  à  la  courbe  par  le  point  double 
tombent  sur  une  conique,  et  les  />nints  de  contact  A,  B  de 
celte  conique  avec  ses  tangentes  issues  de  D  appartiennent 
à  la  quartique. 

Cela  posé,  démontrer  que,  si  l'on  mène  par  les  deux 
points  A,  B  une  conique  arbitraire  qui  coupera  la  quar- 
tique en  six  autres  points,  les  droites  qui  unissent  ces  points 
à  D  coupent  ultérieurement  la  quartique  en  six  points  d'une 
conique.  (\.    I^ktali.) 

SOLL  riON 
Par  M.  Parrod. 

PrtMions  poiii'  triangle  de  référence  celui  dont  les  soiiiiiiets 
sont  :  le  point  double  D  et  les  points  d'intersection  des  tan- 
gentes au  point  double  avec  la  quartique. 

L'équation  de  la  courbe  est  alors 

ax'^  z  -¥-  by^  z  -+-  xy  f(  xyz  )  =  o. 

La  cubique  des  points  de  contact  des  tangentes  étant 

ax^-r-  by^-+-  XV  fl  =  o. 

Multiplions  la  deuxième  équation  par  ^  et  retranchons,  il 
\ient 

^r\/(.^y^)  —  -/r  J  =  o. 

Donc  les  six  points  de  contact  sont  situés  sur  la  conique 
dont  on  a  l'équation.  La  polaire  de  l'origine  étant  ;;  =  o, 
les  points  A  cl  B  sont  sur  le  côté  du  triangle  de  référence 
opposé  à   D. 

L'équation   d'une  conique  quelconque   passant  |)ar  A,  B  est 

/{x,y,z)  —  zV  =  o. 
Soient  xjz   un    point    d'intersection   et  x'jz'  le  point  cor- 


(  :^8.i  ) 


>|Min<l<iiM   Mil    l.i  i|ii;iilii|i 


•I   l'on  il 


'I  -;. 


ar'^z'  -^  b y"^  i'  -{-  x' y  f(  x\ y\  z  )  =  o, 
^(ar'^z' -\-  hy'^z' )  +  x'y'  f{i)x\  Oy,  ;;'  )  -  m. 

yïoy.oy,  3')  — 5'lV'=«'• 
Sll|>|)l  imiMi^  le*  ac<i'iils,  un  ii  fiicilciiicnl 

0  f(x,y,z)- f{^)jj)y,  5>-o, 
/(O.r.  Oj,  c)  — clV=o. 
Soit'iil 

./••'■.^',  -;  ~  A./--t    lij  -   -  (i:;-—  It^v-  —  1'^-'  -T-  Vxy, 
P  =  \.X->r  Mj'  4-  Ne, 
il  \  li'iii 

0/(:r,j,  z)  —  z(  \J\j-  MO_x-+-  N-j  -o, 
iU  \.i'-^  H  K*-T-  VxY)  —  Cc»=  o. 

l'Jiiiiiiions     0,     r('-(|ii;il  mil     de     l;i     ciiniiiiir     |(;i»^;hiI     piii      If. 
six    poiiils   t'sl 

C.\f(j-,y,  Z)  -  z(\.x^  'S\y)\  =  N(A^2-+-  IJj»-+-  F.r^). 

()ii:sri«\s. 

:2(lii{.    \a-   liiniiçoii  lie    i'iiscal,  qui   a    poiii    i(|iiiilinii  en   < ooi- 

(Iniuno  |(olairfs 

p  =  •;».  -4-  cosjo, 


c-t  Ici    <|n  il  rxistf    iiiif    inlinili;  il'liexa^uno    i|ui    lui  si>nl  a  la 
fdi-  iiisnils  et  ciri'<iii<rrils.  K.  \\. 


:2((i4.  'In  iloiiiii'  mil'  'llii)--!,'  inscrite  à  un  liianj^lc  AliO  «;l 
un  |ioinl  (  )  >'ur  ccllr  coiirlx;.  Les  ilioiles  OH,  00  inlcr<  rplcnl, 
••ur  uni-  |t.irallr-ltî  à  la  lanucnle  en  O,  un  sc;;m<-nt  île  ^jramlrur 
ci)iisiant<"  liti>i|iic  |{(;  est  il«i|)lacé  on  rcsliiit  lancent  a  Irlliiisc. 


(  ^«^^  ) 

[I9b] 

siii  LA  hexsue  \n:s  xombues  imikmihhs  im hiiitius 

A  ll\l<  GKAVHEnt  IMIWtË; 

F^\u  M.  l'vri.  m:vv. 


Parlons  de  la  décoruposilion  en  fadeurs  premiers  du 
produit  ni  L'exposant  d  un  facteur  premier  a  dans  celte 
décomposition  est 


uhm-[^\ 


[.r]  désignant,  d  après  une  notai  ion  de  Gauss,  la  partie 
entière  de  x;  le  dernier  terme  non  nul  est  le  terme  de 

rang     r^^ —    •  On  peut  donc  écrire 

(0  ,„,„, =2 ">-;[?]- [S]— r-fiiïii- 

a  représentant  successivement  tous  les  nombres  pre- 
miers inférieurs  à  n. 

Cherchons  une  valeur  iipjtrocliée  du  second  membre. 

Pour  cela,  remplaçons  le  coefficient  de  loga,  que 
nous  désignerons  par  A,  par  la  valeur  pins  grande 

(    )  -  ^  — 


Les  termes  de  cette  somme  sont  en  |)rogression  géo- 
métrique. Les  y?  premiers  ont  |)our  somme 


n  11' 

Sp= 


Ann.  de  Malliémat..  \'  série,  t.  \  l.  (Septembre  i<)imj.(        2.) 


l/ox|)ics.sioii  (".>.)  s'oliliiiil  fil  iliitiii.iiil  .1  !>  I.'i  \,il(iir 


/' 


on  auymciilifii  imr  •.ccoiiili'  fois  A  m  n.'iiipliiciinl  //  p.ir 
lii  \  jilnir  |»liis  jjfraude 


P   = 


loga 


[)iii>(|iic  5^,  croît  avec /y  ;  il  \iciit  iiiiisi 


A< 


(!lic!(  lions  iiKiiiih'iiaiil  mit'  IimiiI»'  «le  l'ci  iciir  coiii- 
niise.  L'erreur  commise  d\iw>  la  premirie  approxima- 
tion est  inléiieure   an   nomhre  /)'  des   lermo.  1/eneur 


commise  dans  la  seconde  est  Sp-  —  Sp\  je  dis  (|n"ellf 
est  inléiicuie  à  />"  —  />'.  l'ourle  voir,  traçons  la  conrlie 
représentanl  la  vaii.ilntn  de  .v^  en  lomtioii  di'/y.  l'ii;n- 
rons  sur  cette  conihc  les  points  .M  .  I'.  M  d  alixisses 
croissantes  f>" —  i  ,  //  p," .  (  )ii  a 


*/'-*/'-!  =  ^' 


d'où 


(  38;  ) 


s,, s,,-   ,  =  l  =  p'—(p"~t). 


Le  coefficient  anj;iilaire  de  la  droite  MM'  est  donc 
éî^^al  à  l'unité.  (Irliii  de  MPest  alors  inlV-rinir  ;'i  Tunité, 
et 

s,,'  —  s,,-<p"  —  p', 

comme  nous  l'avons  annoncé. 

L'erreur  commise  sur  la  valeur  de  A  est  donc  In- 
férieure à 

losn 


et  l'on  a 


p  -^yp'  —  p')^ 


n  —  I 
A  <  <  A 


loga 
lojra  ' 


d'où,  en    tenant  compte  de   l'égalilé  (i),  et  en  appe- 
lant V  le  nombre  des  facteurs  premiers  distincts  de  n\ 

\^  n  —  1  ,  ,         , 

loiî/i!<    >    luiia  <  Iu2;/i!  -H  vlogrt 


OU 


(3)  \21!l}^yhll 


locr/i  !  V  lni^« 


a  —  I         n  —  I 


L'on  peut  de  cette  inégalité  déduire  une  valeur  ap- 
prochée de   la  densité  des   nombres  premiers  entre  o 

et  n.  Il  semble  intuitif  que  l'expression   y ^  — ^ — »  dans 

laquelle  a  représente  successivement  tous  les  nombres 
premiers  inférieurs  à  /«,  aura  une  valeur  plus  ou  moins 
grande  suivant  que  cette  densité  sera  plus  ou  moins 
grande.  Cependant,  comme  les  nombres  premiers  sont 
en  groupements  plus  denses  dans  le  voisinage  de  cer- 
taines valeurs,  il  peut  v  avoir  dans  la  somme  surtout 
des  termes  de  faibles  valcuis,  ou  au  contraire  plus  de 
termes  plus  grands,  et  le  nombre  des  termes  n'est  pas 


(   .H8H  ) 
«Il    i':i|i|iiii'l    liicii   (it'-liiii   iivcc    hi    v.iliiirilc   \,\    Miiniiic.   || 
iiiiixirt)-  iIkih-  (II-  |>^^■cl^»'^  vv  rai>oiiiit'inciil. 

Soil  a,,  y.-^ '/.,,    ...  Ii«    siiiu*  des   nombres   pre- 

ii)iers  i';m<;és  pnr  ordre  de  j^randeur;  coiisith-rons.  piir 
uiH'  soiic  d  iiivt'rMnii  du  priihlème,  v  ((tiiirin'  v;iri;dilr. 
el  av  comme  loiiclion  iiiconruie.  On  [»("iil.  dim>  1  ini-- 
galité  (3),  remplacer  /i  par  a.,.  Il  vii-nt  :iin-i 

(.  4  J  ■<-    /    "^  "t"  • 

«v  —  I  ^mi  7.,  —  I  av  —  I  «v  —  I 

1=1 

Essayons  de  voir  si  nne  suite  jj(,  S^i  •  •  •<  ,iv  •  •  •  de 
croissance  pins  rapide  que   la  suite  des  a,  et  idle  (pie 

%  >  ^v, 

satisfait  à  celte  inéf^alil*'-.  Les  |j  peuvent  d'ailleurs 
n'èlre  pas  entiers,  on  remplace  alors  Jii  !  par  la  fonc- 
tion «ult'rienne  r(i  -+-  ^). 

I  ,•  \n''V(  T  -4-1)  .  ,.,,,,  ,        , 

La   lonclioii  »  qui   ne  (iillfie  de   lo'^x  nue 

.r  —  I  '  r'        i 

(111110  grandeur,   ne   devenant  pas  inlinic  avec  jr,  croît 

avec  X,   à    pailir  d  une  ciTlaiiie  valeur  de  x.  lamlis  (pie 

(Iceroil.  il  S  ensuit  (lue,  si  1  on  icmplaee  les  y.  par 

a-  —  i  '  '  ' 

les  3,  sans  «dianger  la  valeur  de  v,  les  inemlnes  extrêmes 
de  rinégalité  (4)  augmentent  el  le  second  meinhre  di- 
minue. Il  pourra  alors  se  faire  que  la  première  partie 
(If  l'inégalité  ne  soit  plus  vérifiée;  cela  pouiraii  au 
contraire  avoir  lieu  pour  la  seconde  si  la  croissance 
fies  fj  n'(''lail  pas  assrz  rapide.  On  voil  ainsi  comment 
l'on  saura  si  une  suil(;  arititraireniciit  formée  est  de 
croissance  trop  rapide  ou  trop  lente. 

La  série  don!    le  Icrme  i:én('ral  est  -  est  diver":pnte. 

7. 

D'autre  j)ait,  le  rapport  —  desicnl  inliiii  avecv.  (^es  ré- 


(  •■^«9  ) 

siillnls  s"(''laMiss<'nl  aisi'riieni,  et  nous  les  siipiioscious 
coiimis.  I^"i(l('('  \;\  |)liis  ii;iliircll('  csl  (loue  de  poser,  pour 
le  premier  essai, 

pv  =  vlOfîv. 

Introilnisous  un   par.iinrlre  )>  el  posons 

>.^  =  Xv  Ingv. 

Proposons-nous  de  ealculer  les  quantités  qui  fif^'urent 

dans  I  inéi;allté  [/\)  av<'e  des  erreurs  ne  devenant  pas 

.    ^    .          , .                    ,                    ,            lo"rr(  3v  -^  M 
iniHiies.    On    peut    alors    remplacer    — — rj— par 

logpv(  ):  on  peut  alors  remplacer  .  "  '  par — ^>  la 
diirérence  ^  .q"  — étant  le  terme  général  d'une  série 
convergente,  puisque  p/ >  <;    /^     ^y      peut  a  son  tour 

être  remplace  par  /  — ^-^V/v.  Le  premier  uïemhre  de 
l'inégalité  (4)  devient  alors 

logv  -1-  log  logv  -+-  logX; 

le  troisième  n'en  dillere  ([ue  d'une  quantité  finie.  Le 
second  devient 

rd.^   riogiogv^^^   riogx^ 

J     Xv       J     Xvlogv  J     Âvlogv 


ou 


X  '^^''"^  :i>,  (•oglogv)^ 


'og^  I       1 
-f-  lûglogv. 


On  en  déduit  que,  pour  À  >>  i ,  la  première  [partie  de 
l'inégalité  (  4)  n'étant  pas  vérifiée,  Ion  a  un  mode  de 
croissance  tro|)  rapide.  Le  contraire  a  lieu  pour  ),  =  i . 


(')  On  peut  remarquer  que  log^,  devient  infini  pour  v  —  i.  Mais 
il  esl  éviilent  que  le  raisonnement  subsiste  tout  de  n)ème. 


(  -h)-  ) 

(  )ii  (-.l  iloiM'  foiitluil  à  poser  en  setoml  Iumi 

^  =  -'1  |..^v-4-'^(v)l, 

C5(v)  t'Iaiil  mil'  Iwiiciioii  (le  croissance  moiiiN  lapide 
(jiie  logv.  cl  (|iic  nous  supposerons  au  plu>  A*-  Tordre 
de  ^raiiilnir  i\c  lot;logv. 

La    valeur   approclu'c    du    pirniiei    cl    du    iroi>^ièrue 
menihre  est  toujours 

(  lliei  (lions  celle  du  .second  njeinhre.  On  a 

cp(v)     ro(v)iî 


cl 


d'oi 


ph,        viogv  \  '        logv    ■    [  iogv  J        ■■■  ( 
logpv  =  lof,'v  -+-  l(.^'  logv  -h  \<>ii      1  -+-  Jl-^^ 

I  II  'f(^> 

=  logv^logiogv+^..., 

lOg^V    _    l  l()n:|,,gv  —  9(v)   _^ 

pv  V  ^  V  loj;v 


les  princi|iaii\  leriiies  non  écrils  conlieiiiieiil  ;hi  d«Mio- 
minaleur  v(  loijv)^,  el  les  nuiiit'iateurs.  d  après  I  livpo- 
llièsc  faite  sur  '^(v),  sont  au  plus  de  l'ordre  de  gran- 
deur de   (log  logv)- ;  ces  Icrnies  croisserjt  donc  moins 

raiiidenienl  (iiie  — ; ■ — >  7  l'ianl  coninris  eiili  e  o  el  i  . 

'  '        vilogv}'-^<i  ' 

Leur  intégrale  est  donc  convergente  poui  v  inlini.  et  li' 

second  niemhn-  peut  s'écrire,  en  ne  négligeanl  aucune 

partie  infinie, 

.  ,.  1  r  lop  l"tîv  —  œ(  V  1    , 

(5)  iopv^-  /   -h — à 1—Jdv. 

J  vIogv 

Si  nous  posons 

^(\)  =  lu;,'  logv  —  I, 


(  3f).  ) 

valonr  (iiii  jiislilic  I  li  \  |)()lln'se  hiitc  a  i>ri(>ri  sur  '■p(v), 
nous  obtenons  pour  le  second  membre  loyv-j- loglogv. 
La  suile  des  |j  ainsi  formée  v«'ri(ie  alors  l'inégalité  (/{), 
à  condition  d'ajouter  îles  constantes  convenablement 
choisies  aux  membres  extrêmes.  Il  tic  peut  en  être  de 
même  d'aucune  autre  suile  formée  en  ajoutant  à  -(v) 
une  fonction  de  signe  cousIarU  et  constamment  supé- 
rieure en  module  à  un  nombre  lixe  o,  car  alors  la  va- 
leur  approchée  (5)  du  second  membre  se  trouve  aug- 
mentée ou  diminuée  d'une  (|uatitité  supérieure  à 


■'I 


di 

-j— —  =  p  lo-  logv, 
logv 

c'est-à-dire  devenant   infinie. 

On  peut  donc  admettre  que  la  suite 

?î,        ?3,        ...,        S-,   =  V(logV  -f-loglogV  — 1) 

donne  une  idée  approchée  de  la  croissance  des  nom- 
bres premiers.  Par  inversion  de  cette  formule,  les  ex- 
pressions 


lug/7  I  logrt  (log«)2 

peuvent    être     prises    comme    valeurs   approchées   du 
nombre  d'entiers  premiers  inférieurs  à  n. 

Riemann  a  donné  pour  celte  même  grandeur  la  va- 
leur 

i         ,     ^-^  I  '    XX 

Li(ar) Li  U-    — .  ..H-  (—  !)'«  —  Li  vJ"'"j, 

•2  m 

Li(x)  désignant  le  lo£arillinie  inléarral    /   ; ,  et  en 

\     /  o  ._  ^       j    logj" 

prenant  pour  ni  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  sont 

multiples  d'aucun  carré  parfait. 

Les  termes  les  pln>  im|>orlanis  de  Lt(.r  i,  qui  sont 

aussi  les  plus  im|)orlanls  de  la   fonelion  délinie  par  ce 


(      3()0      ) 

il«'\  ('|ttJ>|Hlil«lll ,    ^ni\[ 

T  T 

logjr        (logjr)* 

Ce  soiil  ces  (l<ii\  |iitiiii<'r-,  termes  (|iu'  iioii»  veiion» 
(le  retrouver  |);ir  iiiic  im'llidile  reliiliNciiiciil  tli'-iin'u- 
laire. 


[L'ib] 
IS'OTE  sut  i/ihPKIlilOM:   KOIIUIHKK   \\\U\S\.  hl  VK 

iMioni;  <  »  v\\\  lui'hHii  \  i\  niiwi.u;  aiu: 
hi  SI  H  LK  laiwi.LH  im;iiu,  im  roiM  S; 

I'au    m.    a.    \  \«:«  Il    VNI". 


Celle  Note  peut  faire  suite  à  un  article  de  M.  (ï. 
Fonlené,  coniplét»;  par  un  article  de  M.  H.  B.  [A.  ,1., 
i()o6,  p.  5:")  à  (il).  Eu  conservant  les  notations  de 
M.  l'^onlené,  on  peut  énoneer  la  (pieslion  do  la  facjon 
sui\ anlt;  : 

Soit  \)YA'  le  trianglo  pi'-dal  relatif  au  point  S  ri 
au  triangle  ABC  inscrit  dans  le  cercle  de  ce  titre  ()  ; 
noient  M.  ÎV,  P  les  milieujr  des  côtés  du  triangle 
\B(];  soient  >/,  h.  r  les  inlerseclions  des  droites 
\V  et  Kl",  I>.M  et  Kl),  MD  et  DE,  les  trois  d  mi  tes 
Via,  VJ>,  Vc  concourent  en  un  même  point  K'  tpii 
reste  le  même  <ju<in<l  le  pnint  S  décrit  une  .hotte  ()A. 
Si  Si  et  Sa  sont  les  points  de  rencontre  de  OA  r/ivc 
le  rerrtr  O  rirronscrit  au  triangle  ABC,  K'  est  le 
point  de  renenntre  des  droites  de  Simson  A,  et  A-j 
relatives  à    S,    et    So,    ''/    K'  est  le  centre  de   l'Iij- 


firrlinh'    r(juil<i(rrt'  lin  erse   de    OA  /lar   rnjtjiorl  <iu 
tri(ini;lr    MU]. 

(^)(iiiiiil  le  poiiil  S  (Iccnl  l;i  dioilc  ()A,  l.i  diniK;  l)l'j 
enveloppe  un«:  par;il>ol<'  l;ui;;ciili'  ;nrx  «Iroilcs  (^A,  (M 
el  MN,  car  les  divisions  I)  cl  I'].  scmM^hles  à  la  divi- 
sion S,  sont  semblables,  el,  (juand  S  vient  en  O,  DE 
devient  MN.  La  lanf;enle  variable  DE  à  celte  j)arabole 
dt'leiniinc  siii"  les  tati^-^cnles  lixes  MN  cl  B(^  desdi\i- 
sions  hoinoj^rapliiuncs  c  el  D  qui  sont  semblables. 
D'aulre  part,  les  divisions  F  et  D  sont  semblables, 
comme  semblables  à  la  division  décrite  [)af  S  sur  OA  ; 
les  divisions  F  et  c,  semblables  à  la  division  D,  sont 
semblables,  et  comme  les  droites  BA  et  MN  décrites 
respeclivement  par  les  points  F  et  c  sont  parallèles, 
la  droite  ¥c  passe  par  un  point  fixe  R'.  En  supposant 
le  point  S  en  S)  on  So  sur  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  les  points  correspondants  D,,  E,.  F, 
sont  en  ligne  droite,  ainsi  que  D._.,  Eo,  Fo  ;  ces  deux 
droites  A,  et  Ao,  étant  les  droites  de  Simson  relatives  à 
deux  points  S,  et  So  diamétralement  opposés  du  cer- 
cle O,  sont  l'ectangulaires.  Le  point  R'  est  donc  le 
point  tl  intersection  des  droites  de  Simson  A,  el  An. 
On  verrait  de  même  <pie  les  droites  Mb  el  Df/  passent 
par  R'  cpiand  S  décrit  OA.  Doue  V)(i .  E/>,  ¥c  concourent 
en  R'. 

Je  dis  maintenant  que  R'  est  le  centre  de  Tliyperbole 
équilatère  inverse  de  OS.  Pour  le  voir,  considérons 
Ibyperbole  é(|uilatère  t,  définie  par  ses  asvmptotes 
K'A|.  R'Ao  el  le  point  A.  Comme  N  est  le  milieu  de 
EjEa  et  de  AC,  celle  livperbole  passera  par  C;  de 
même,  elle  passera  par  B:  étant  cireonscriti^  au 
triangle  AB(J,  elle  passera  |)ar  rorlbocenlre  H  de  ce 
triangle.   D'autre  pari,    la  conique  r, , ,    inverse    de    la 


(iroitc  (  )A.  |):i>>c  piif  A,  \\,  (!  ri  H.  rar  II  e<l  l'iiivorse 
(le  O  ;  ("fsl  tloiic  une  li\  |i(il»(ilc  l'ciuilalrrc,  comme  (M1 
le  \<iit  iuilicMKMil  m  iciniir(jii;mt  (|iic  Ifs  dircclioiis 
asviii|)loli(juc>  tic  /,,  soiii  A,  cl  A^^,  cai-,  si  S'  csl  l'in- 
verse de  S,  on  sait  f|iio  AS'  esl  perpendicnlairc  à  KF  ; 
quand  S  viciil  m  S,,  sun  inverse  S'i  esl  à  Tinlini  dans 
la  dircclion  peipendicMilairc  à  la  dioile  K,  F,  on  A,, 
cVsl-à-dii'i'  dans  la  dirvclion  A^  :  d«.'  inrnic,  (|iiand  S 
vient  en  S^,  Sj  fsl  à  riiitiiii  (l:iii>  la  diicchoii  A,.  Les 
In  perholcs  éfjuilati'res  r,  cl  y,,,  a\anl  (jualre  poinls 
communs  A,  B,  G,  H  el  mêmes  direclions  as\m|Jlo- 
li()ucs,  coïncidcnl. 

l'^iiliii.  <iii  >.\\\  ({U(>  le  |ioinl  K'  appartienl  à  la  fois  au 
cercle  circonscrit  an  irianj^le  MM*  et  au  cercle  cir- 
cotiscril  au  trianf;l«'  \)VA'  ;  j^énéralcment,  on  peut  <lire 
(pif  les  cercles  circonscrits  aux  Inanj^les  lels  que  l)l.|-' 
passenl  par  le  poinl  fixe  K'  quand  S  décrit  (  )A.  Mn. 
particulier,  celle  importante  propriété  du  poinl  k'  a 
été  démonlrée  élémentaireinenl  par  M.  U.  B.  dans 
rarliele  di'-jà  cilé  (.Y.  A.,  1906,  p.  OQ). 


[R2b,  R9b] 

SIH   LES  CENTRES   DE   (illlVilÉ; 

l'Aii  M.  j.  .11  hi:l-hi.N(jy. 


Nous  nous  appuierons  sur  les  deux  théorèmes  sui- 
vanls  : 

Tni=;oiiK.MF.  I.  —  Le  centre  de  gravité  de  la  surface 
d'un  triangle  coïncide  avec  le  centre  de  gravite  de 
trois   masses  égales  appliquées  aux  trois  sommets 

(lit  ti  ianifle. 


(  .l.p  ^ 

Tm'oni  MF.  II.  —  Lr  ciiiln-  ilr  unniu'  <l' un  Ir- 
traèdrc  coïnculr  rnrc  le  n-nln'  di'  i:i(n  iti'  ilf  <iii(ilri^ 
nuissrs  éi^'Cilcs  aftpHiniées  nux  i/tiitlrc  sonunds  du 
léti'dèdic. 

CEIVTUF    DK    GIlAVirr.    I>ES    SLIIFACES. 

1.  Trajji'zc .  —  Si  H  cl  h  clésigncnl  les  Ijases  du 
Irapèze,  son  centre  de  gravilé  coïncide  avec  le  centre 
de  gravité  des  masses  B  -f-  6,  h.  H  -h  b.  B,  respective- 
ment appliquées  aux  sommets  du  trapèze.  Ces  masses 
se  composent  en  trois,  y.h,  r>  B  et  B-r  6,  respectivement 
appliquées  aux  milieux  des  deux  bases  et  au  point  de 
concours  des  dia^^onales.  Donc  le  centre  de  gravité  du 
trapèze  est  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux 
bases. 

D'ailleurs,  les  deux  masses  6  et  6  -h  B,  appliquées 
aux  sommets  de  la  base  supérieure,  ont  pour  résul- 
tante 26-+-B:  les  deux  masses  B  et  6 -h  B,  applifpiées 
aux  sommets  de  la  grande  base,  ont  pour  résultante 
2B-r6:  le  Centre  de  gravité  du  trapèz»^  partage  donc 
la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  bases  dans  le 

On  verrait,  de  même,  en  considt'rant  deux  à  deux  les 
triangles  adjacents  à  chaque  diagonale,  cpie  le  centre 
de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  deux 
masses  B-1-2^  appliquées  aux  sommets  de  la  petite 
base  et  de  deux  masses  ^  -^  2  B  ap|)liquées  aux  sommets 
de  la  grande  base  et  que,  par  suite,  le  centre  de  gravité 
du  trapèze  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  trois 
masses  6,  B  et  4^  (^3-  étant  la  longueur  de  la  section 
moyenne),  respectivement  ap|)liquées  au  cenlic  de  gra- 
vité de  ces  trois  lonuuetirs. 


(  :i.,r>  ^ 

II.  ( hKttlrildtftt'.  —  Lcci'iilic  <lf  f^ravilt'  roïncide 
avec  If  criiirc  de  «ïravilé  de  i|ii;iii<'  masses  P,  P -f- yy, 
/?.  1'-+-/'.  rt'S|ieclivenicnt  a|>|)li(]iiéfs  aux  (]iialre  soin- 
luels  A,  15,  (i,  D,  (le  sorlc  (|ii<',  O  (l»'siL;iiiiiil  U-  poinl 
de  concours  des  diagonales,  si  I On  |>ntlt'  mii-  (  1.\  une 
longueur  CK  =  OA  el  sur  I  )1?  une  longueur  1JM^=(JB, 
le  centre  de  gravité  du  (|u:iilriliilri('  se  coid'ond  avec  le 
centre  de  gravité  du  lriat)';lc  HKI)  el  i\y\  (riangle  A<  l.M. 
l'ar  les  nnlicux  I  et  J  de  chaque  diagonale,  AC  el  1)1». 
menons  une  parallèle  à  l'autre,  ces  deux  droites  se 
rencontrent  en  un  point  l*;  le  centre  de  gi-avité  est  le 
point  de  rer)contre  des  droites  JK  el  Ml  el,  par  suite, 
se  confond  avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  PU. 

Remarquonii  encore  que  le  centre  de  gravil»'-  coïn- 
cide avec  le  centre  de  quatre  forces  V  -\-  p  parallèles, 
a|ipli(|ii(C-;  ;iu\  (piaire  sommets  ilu  i|iia(liii;ilère  el  d'une 
force  — ^^P -h />j  appliquée  au  poiul().  On  peut  donc 
dire  que  le  centre  de  gravité  du  {piadt  ilaière  se  trouve 
sur  la  droite  (pii  joint  le  point  de  rencontre  des  diago- 
nales au  centre  des  moyennes  dislances  des  quatre 
sommets  et  partage  cette  droite  en  deux  segments 
soustractils  dans  le  rapport  \. 

Soient  A,  B,  C,  I)  les  qualre  sommets  du  (piadriUi- 
lère  aux(piels  nous  venons  d'ajjiiliquei-  res|)ecliveiiieiil 
les  forces 

Les  deux  forces  P-f-/>,  a|q)liquées  en  \  et  H,  douuenl 
une  résultante,  égale  à  leur  sc^mme,  appli(pit'-e  au  mi- 
lieu de  AB,  rpi'on  peut  rem|)lacer  par  deux  forces  égales 
à  P -f- />.  appli(|uées  en  O,  et  au  point  M'  d'intersec- 
tion des  parallèles  men<''es  par  A  et  B  aux  diagonales 
du  (|uadrilalère  ;  les  deux  forces  —  P  et  — p,  relatives 
aux    sommels    B   et    1),    se    composent    en    i!r)e    force 


(  -^f):  ) 

—  (P4-/>)  ii[t|)li(|in''c  CM  ();  le  crnlre  de  p;ravilé  se 
conloiul  (lotie  iivce  ci-lui  du  triaiij^le  CDM'  el,  par 
suite,  en  désif^nanl  par  M  le  milieu  de  (^D.  d  est  au 
tiers  de  MM'  à  |)artir  de  M. 

Ce  théorème  el  le  précédent  sont  de  M.  (^aspary. 

Il  serait  curieux  de  comparer,  au  point  de  vue  de  la 
simplicité,  par  les  méthodes  de  M.  Lemoiue,  les  con- 
structions précédentes  et  celle  que  l'on  donne,  dans  les 
traités  de  Mécanicpie,  pour  la  recherche  du  centre  de 
gravité  du  quadrilatère. 

III.  Pentagone.  —  Soit  ABCDE  un  pentagone  dans 
lequel  la  diagonale  BE  détermine  le  triangle  ABE  dont 
le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  trois 
forces  p  |)aralléles  appliquées  en  A,  B,  E  et  le  quadri- 
latère BCDEdont  le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le 
centre  de  cjualre  forces  P  a|)pliquées  aux  quatre  som- 
mets et  d'une  force  —  P  appliquée  au  point  de  con- 
cours O  des  diagonales.  On  en  déduit  que,  M  désignant 
le  milieu  de  CV)  el  Q  le  milieu  de  AO,  la  droite  MQ 
est  j)arallèle  à  la  droite  joignant  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABE  an  centre  de  gravité  du  pentagone.  On  a 
ainsi  cinfj  droites  passant  |)ar  le  centre  de  gravité  du 
pentagone. 

On  peut  aussi  procéder  de  la  manière  suivante  : 
Soit  ABCDE  un  pentagone  que  l'on  partage  en  trois 
triangles  AED,  ADC,  ACB  avant  respectivement  |)Our 
masses  /«,,  m.i^  m-^,  ces  masses  étant  proportionnelles 
aux  aires  des  triangles  correspondants.  On  a  donc,  aux 
sommets  A,  B,  C,  D,  E,  les  masses  respectives 

Les  deux  masses,  appliquées  en  E  et  C,  pourront 
être  remplacées  par  une  niasse  nif-\-  //Jo-l-  ffi.\  appli(|uée 


(  -h^  ) 

en  iiii  |>t)iiil  r>  lie  <  .1 ..  i«'l  ipif 

RE        aire.\l{CD 


Cl{ 


ADK 


de  sorte  nue,  si  piu-  H  on  int-iie  la  parallèle  à  AC  cjiii 
rencontre  i'A)  en  .\ .  >i  l'on  jnini  Nl:l  (|ni  rencontre  AD 
en  (^  cl  si  l'on  picnd  sur  NE,  dans  le  sens  iNE,  une 
longueur  NI  =  QE.  on  mirii 

RE  _  aire  AD. \  _  ^Q  _  ÏE 
(TÏÏ  ~  aire  XDK  ~  QË  ~  M  ' 

P;ir  snile.  le  [Hiint  I^  est  sur  hi  |i;ir;dlrl<'  à  (  dJ  menée 
|);ir  I . 

(  )ii  verr.iil  de  inrnie  i|ue  les  lUic^scs,  ii|)|ili(|n<''es  en  li 
et  l>,  neuvenl  èlrr  rtin|)liie(''i'>  pin   une   niasse 

a|)phipu'-e  en  un  poini  M  de  Iti)  oLlcnu  en  prenant  le 
poiril  d'inlerseclion  H  di'  (A)  r|  de  la  parallèle  menée 
par  E  à  AD,  en  joji^nanl  lll!  ipii  leneonlrc  AC  en  l*, 
en  prenant  sur  IIH.  ilan^  le  >rns  Hj!.  uin-  lonf;neiir 
HK.  =  Plî  et  en  rncnanl  par  K  la  |i,irall»"lr  à  \)(]  ipii 
rencontre  liD  en   M . 

il  en  résulte  (pu-  le  centre  dei:ra\ilt''  du  prnl;iu'"ne 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  iiian^^lr   \MI!. 


(  K.Miîi.    iiK   <;ii\\rii;    i)i:s    noi.umks. 


I.  Ironc  (II'  fi\  I  II  mitlr.  —  Imi  parlant  d'un  sommet 
de  la  base  supérn-ure.  (Ui  jx'ut  dé'compo>ei"  h;  Ironc  en 
trois  pyramides  a\ant  jxuir  hauteur  la  liautcur  du  tronc 
cl  poiH'  liasc  respeclivemenl  la  j^jrande  base  H,  la  petite 

ba^f    //   et    la    rnovi-nrn-    jtroporln)nncllf  cntri'   les   deux 


(  '-^99  ) 

hnsos  |j  =  y/B/y.  Ilii  i(''|)(''l;iiil  celle  (li'ctomposilion  pour 
cliaeiin  des  li'ols  soiiiiuels  de  la  base  sii|»('iie(ii-e  cl  en 
dési};iiaiil  par  a  l'aite  de  la  seclion  moveiiiie 

15  -+-  ^  -4-  7.  ^ 


on  est  ((HhIiiiI  à  placei-  à  (■lia(pie  sminnel  de  la  hase 
siipt'rioure  une  niasse  27 -h  ^  el,  à  ehaqiie  sommet  de 
la  base  Inlerienre,  une  niasse  acr  -(-  B. 

Il  en  résulte  que  le  centre  de  fj^ravité  du  tronc  de 
pyramide  se  trouve  sur  la  droite  cpil  joint  les  centres 
de  gravité  des  deux  bases  et  s'obtient  en  prenant  le 
centre  de  gravité  de  trois  niasses,  ég;ales  respectivement 
aux  aires  des  deux  bases  et  à  quatre  lois  l'aire  de  la 
section  moyenne  et  ap|)li(pi(''es  aux  centres  de  gravité 
de  ces  aires. 

On  peut  trouver,  de  la  manière  suivante,  le  rapport 
des  distances  du  centre  de  gravité  aux  deux  bases. 

En  décomposant  le  tronc  de  pyramide  en  trois  pyra- 
mides, ayant  respectivement  pour  base  B,  b  el  |3  =  y/B6, 
on  est  conduit  à  placer,  aux  trois  sommets  de  la  base 
supérieure,  des  masses 

b,     b^%     6  +  â  +  B 

et,  aux  trois  sommets  de  la  base  inférieure,  des  masses 
b  —  '^^\i,     B  -K  i.     B. 

Le  rapport  des  dislances  du  centre  de  gravité  à  la 
petit*'  base  et  à   la  giMiule  base  est  donc  égal  à 

3B^-6-H 


B-+- 36 -!-:>.  v/B6 


Signalons  enfin  la  construction  suivante  : 

Soient  A,  B,  C  les  sommets  tle  la  base  supérieure 


(   4oo   ) 
a(i\(]iu'ls  soiil   |il.ic<''os  les  masses 

cl.  il;ins  le  même  ordre,   D,  K,  F   les  soinmels  <le    la 

hase  iiiféi  leiiie  aiiX(|iiels  sonl  a|)pln|m'es  les  inasscN 

H^O-^'^.     H    -  ;i.     H. 

Si  sur  EA,  dans  le  sens  EA,  on  |)orle  une  longueur 
EM  =  lA,  I  élanl  le  poini  dinlerseelion  des  diai^o- 
nales  du  trapèze  AHh2D,  le  cenlre  de  ^ravilé  du  Imuc 
est  sur  la  droite  joif^naut  les  cenlies  de  gravilc*  des 
deux  pyramides  MBCD  et  CDEF. 

II.  Ironc  de  prisme  triangulaire.  —  En  désignant 
par  a ,  h,  c  les  longueurs  des  trois  arêtes,  on  place,  aux 
extrémités  de  chacune  de  ces  arêtes  et  dans  ehacpie 
hase  respe(tiv<'tneiil,  les  masses 

a  -f-  6  -H  c,     ^  -t-  c,  c, 

c,  a  -r-  b,     a  —  b  -^-  c. 

En  répétant  la  décomposition  du  tronc  de  prisme  en 
trois  pyramides  pour  deux  sommets  difTi-rents  de  la 
base  supérieure,  on  est  conduit  à  placer,  aux  extré-mités 
de  cliiKpie  arêle  a,  /k  c  el  dans  cluupie  hase  res|>ecti- 
vemenl.  les  masses 

a-f-6-i-c-(-a,     b  -\-  c  -\-  b  -k-  a,     c  -h  c  ->-  b  ^  a, 
a-f-c-+-6-f-a,     a  -\-  b  -h  c  -r  b.     a  —  6-r-r  —  r. 

qui  se  composent  deux  à  deux  au  milieu  des  arèle». 

On  voit  donc  que  le  cenlre  de  gravité  i\u  ironc  de 
prisme  triangulaire  se  confond  avec  le  cenlre  de  gra- 
vité de  (pialrc  masses  égales  aux  longueurs  des  arêtes 
el  au  triple  de  leur  somme,  appliquées  respeclivemenl 
-lu  milieu  de  chaque  arête  et  au  c<'nlie  de  gravit»-  de 
leur  Iriaiiirle. 


i  4oi  ) 

Il  en  it'Siillc  '|iic,  SI  (i  l'Sl  le  cciilii'  tic  i;i;ivil<'-  d'un 
triangle  <le  l»;i.se  el  si  M  esl  h'  ct'nlif  de  liois  lorees 
parallèles  égales  aux  arèles  el  a|»|)li(|U(:es  respective- 
ment aux  trois  sommets  de  la  base,  la  parallèle  menée 
par  le  centre  de  gravité  du  tronc  de  prisme  aux  arêtes 
perce  le  |)laii  de  hasr  en  iiu  point  l\  situé  au  (piarl 
de  GM  à  partir  de  G;  le  centre  île  gravité  du  tronc  de 
prisme  se  trouve  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
points  P  et  l*'  relatifs  aux  deux  bases  du   tronc. 

III.  Tronc  île  parallélépipède.  —  En  luenani  un 
plan  diagonal,  on  détermine  deux  troncs  «le  |)nsine 
triangulaires  dont  les  bases  sont  égales.  Les  volumes 
des  pyramides,  dans  lesijuelles  on  les  décompose,  sont 
donc  proportionnels  aux  longueurs  ties  arèles  rt,  6,  c,  d. 

On  aura  doue,  aux  sommets  de  la  section  moyenne, 
par  une  première  décoin position,  les  masses 

a-i-6-î-c-(-rt-t-a-!-</-i-c-i-a, 

a  -r-  6  —  c  -r-  ^, 
a-i-6-t-c-(-c-i-a-i-<;^-i-c-Hc, 

a  -~  d~!-  c  ^  d 

et,  par  une  seconde  décomposition,  les  masses 
a  -+-  6  -:-  f/  -i-  a, 

rt-l-6-+-C^-4-6-=-6-T-C-r-fl?-(-6, 

6  -(-  c  -+-  n?  -+-  c, 
a->rb^d-^d-~b-!-c^d^r-d. 

En  additionnant  les  niasses  corres|)onilantes,  on 
trouve,    pour  chaque  somme!    de  la   section   moyenne, 

4a-i--2(rt-i-6-i-c-(-(/t, 

f\c  -i-  lia  ^  h  -h  c  -^  d), 

\  d  -^  •!(  a  -^  b  ~-  c  -k-  d ) . 

Ann.  (le    t/alheimit.,  4*  série,  l.  VI.  (  Sepleiiibie  190b.)       26 


(  1..a  ) 

1,1-  (fiitir  (le  ::i:i\ilc  ilii  Ironr  se  coiiIoikI  donc  avec 
le  (•«•iilrc  (Ir  gravite  de  (-iih|  masses,  |tr<>|Mirl miinrlles 
anx  lonjiunirs  des  arèh-^  il  an  dmddf  de  Icnr  S(nniiM', 
[dacMM's  n'spectiverneiil  an  indu-n  di-  (-ha<pi«-  art'le  «'l 
an   (■(.■nlif  <hi    |iaiallt''lo^'iaMinn'   tuinn'   |iar  ct's  miiIk'UX. 

Il  en  itNidti-  (iiif,  SI  (i  fsl  l«'  cenlrr  d  nii  parallt'lo- 
fjrainnu'  de  l»asc  Ali(il)  et  si  M  rsl  li'  rciilrr  «le  tuiatn- 
Imitc^  [laialIrUs,  ('•;:al«'S  aii\  arèlcs.  .i|i|di(|n(''c>  rrspec- 
llVfiiH'iil  .in\  ijn.ilif  >(iiniMfl>  A.  H,  (^.  I).  la  parallrlc. 
ment'»'  [mi  If  («"iilre  de  f^ravilé  tlu  lionc  aux  aièles, 
perce  !<"  plan  \H(!I)  en  nti  poinl  P.  .m  tiers  de  (iVl  à 
partir  de  (j. 

I'>n  d'anliTs  Iciint  >.  le  (  «-iili'e  de  ^ravih'  dn  Iniin  se 
trouve  ;in  iiiilien  de  la  drmle  (iiii  |i)Mit  les  deux 
p(Hiil^  I'.   I'    i|ni  eoirespuiideril  aux  deux  lia>e>. 

I\.  l'dhr'Irr.  —  Soii  nn  polyèdre,  av.tnl  pour 
bases  deux  triangles  Minés  dans  des  plans  parallèles  il 
dont  les  faces  soiil  des  lrapè/,e>.  Kn  d('-si^naiil  par  H, 
h.  T  respectiveiinnt  I  -me  (!<•>  deux  l)a>es  et  de  la  sec 
tum  moyenne,  et  par  II  l.i  li.inleni,  xni  \nlnme  esl 
expi  inip  par  la  Inrni nie 


n 


tpi  on   peiil   t'crire 


Il  il         -H/  H-i'i 


B  ^  A 

M,  en   po«.anl    2  7 — =   i. 


\   =  _,  li-   /.  ^  ;:). 


L<-  voinnif  r^i   donc   i(iui\alenl    â    la    somme   d<-    trois 


(  i--^  ) 

M vrMinKies  ayant  iiuiir  liiintciii  l;i  li.mli m  du  >>(ili(l<-  el 
|)»nir  hases  res|»«.'clives  H,  A,  [i. 

On  aura  donc,  comme  pour  le  tronc  de  pyramide, 
aux  sommets  di-  \.\  base  sup(''ri«Mire,  Irois  masses 

SA  -^  B+  >.a  =  47  -H  ^h 

el,  aux  sommet-^  de  la  Itase  inférleiirr;,  trois  misses 

Mi  ^b  -^  j>/i  =  .\<t  —  7.  H, 

c'esl-à-dire  (|iic  le  centre  de  j^ravité  dun  tel  polyèdr»- 
est  le  cen're  de  gravité  de  trois  masses  B,  6  et  4^  appli- 
quées respectivement  aux  centres  de  gravité  des  trois 
triangles  corr»'spondanls. 

(^est,  d  ailleurs,  un  ihéorème  bien  connu,  (ine 
M.  Darboux  a  étendu  au  centre  de  gravité  du  segment 
à  deux  bases,  compris  entre  deux  sections  parallèle» 
d'une  surface  réglée. 


CENTRES     DE     PEIU;t'SSIO>  . 

l.  Triangle.  —  Soient  ABC,  {}\LV  les  deux  l>ases 
d'un  tionc  de  prisme  dont  les  plans  se  coupent  sui- 
vant la  droite  yv' ',  si  Ton  se  reporte  à  la  recberche  du 
centre  de  gravité  du  tronc  de  prisme,  le  point  que 
nous  avons  appelé  P  est  le  centre  de  percussion  du 
triangle  ABC  par  rapport  à  la  droite  d'intersection  yy' 
des  deux  bases  du  tionc. 

On  sait  que  les  moments  et  le  proiluil  il  inertie  d  Un 
triangle,  par  rapport  à  deux  droites  orthogonales  de 
son  plan,  s'obtiennent  en  considérant  la  masse  du 
triangle,  comme  condensée  en  trois  masses  égales, 
applii|U(''es  respectivement  aux  milieux  des  côtés  du 
triangle. 


(.  4o4  ) 

Lo  proiliiil  il  iiicrlU'  |ii«r  iii|t|nirt  à  deux  «Imites 
urlln>m»n;iles  xx' ,  yy'  «lu  |il.iii  du  irian^ie,  «'ii  r«'riiar- 
(jiiaril  «jne  les  .r  des  poiul^  \,  l!,  (  <  sonl  proportionnels 
à  (/,  //,  f,  devant  èln-  nul.  on  .iiiia 

>   I  .r,  ->-  .r^  n  y^  -i-  _>-,  )  =  o 


OU 


?  (  rt  -t-  6  -I-  c  )  Y  -T-  ayi  -+■  b}'t  -c  cy^  =  o. 


l)onc  la  droite  Ojc  doit  passer  par  le  point  P  pour 
<pie  le  produit  d  inertie  soit  nul.  I.e  point  O,  projec- 
tion du  point  P  mi  r  )•)'',  est  donc  le  point  pour  lerpiel 
cette  droite  est  axe  principal  d'inertie  par  rapport  an 
triant^le.  On  démontrera  donc  fpie  P  est  le  cenlre  de 
percu-îsion  si  le  inonieut  d'inertie  du  triangle  est  égal  à 

S  X  GQ  X  PO, 

G  étant  le  centre  de  gra\ilc  du  triangle  el  (^  >a  projec- 
tion sur  yy  • 
iJv 


G(  »  =  li 


r,  —  -r,  —  j". 


P«  )  = 


rt./-,  —  A.r^  —  CJTs-t-  (  a  —  6  -r-  c  )  (  J^i  -i-  .r, -,-  j-,  ) 


^i  ri  -,-  0  ~i-  c ) 

Il  l.iiil   donc  prouver  (pie 
I     X|-^./-,  -r,  [ 

r- — ■ il  .1   j  -I-  //  ./    1  —  C  ./  5 U<  h 

1 2      rt  —   «  -t-  C     L 


] 


=    >    (  Xi  -t-  Xj  )* 


on,  en  reinpl.i(;aiit  x,,  x-^,  x»  par  les  «piantilés  propor- 


(  4o5  ) 

lioiiiielles  (f.  II,  c, 

(  a*  -(-  l>i  -f-  c-  )  -H  (  a  -(-  />  -f-  c  )' 

=  9. (  a-  -I-  b^  -¥-  c^  -\-  (ih  —  ac  -t-  hc  ;, 

ce  (|in  csl  une  idciilil''. 

Doiu;  If  ciiilrr  (le  jj;ravilt'  du  Iroric  rie  [nismo  se 
trouve  au  milieu  de  la  droile  qui  joiul  les  centres  de 
pereussiou  des  deux  hases  par  rapport  à  la  (Iroite 
d'inlerseetion  de  leurs  plans. 

Théokkmk.  —  Soient  AHC  la  base  d'un  prisme  et 
yy'  une  droite  de  son  plan.  Si  l'on  mène  par  cette 
droite  un  plan  qui  coupe  le  /tris nie  suivant  le 
triam^le  DEF,  G  désignant  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABC  et  M  le  centre  de  trois  forces  paral- 
lèles AD,  BE,  C¥  appliquées  en  A,  B.  C  et  égales  aux 
arêtes  du  tronc  : 

i"  Le  point  V  situé  au  quart  de  GM  à  partir  de  G 
est  le  centre  de  percussion  du  triangle  par  rapport 
à  la  droite; 

-2"  Le  point  (),  projection  de  P  sur  la  droite,  est 
le  point  pour  lequel  la  droite  est  axe  principal 
d'inertie  ; 

3"  Le  carré  du  rayon  de  giration  est  égal  à  la 
puissance  du  point  O  par  rapport  au  cercle  qui 
a  GP  pour  diamètre; 

4"  Le  centre  de  granité  du  tronc  de  prisme  se 
trouve  au  milieu  de  la  parallèle  menée  par  P  aux 
arêtes  et  limitée  aux  deux  bases  du  tronc. 

En  particulier,  le  centre  de  percussion  d'un 
triangle  par  rapport  à  une  parallèle  à  un  côté, 
menée  par  un  sommet,  est  sur  la  médiane  issue  de 
ce  sommet,  au  quart  de  cette  médiane  à  partir  du 
côté  opposé,  et  le  centre  de  peicussion  d'un  triangle 


(  4«»<>  ) 

/"//    I iii'iinit  il  (Ut  cntr  i-sf  iiii  nulii'u  (If  1(1  nu'iiiane 
i<<sut'  iIk  snniniif  nppttsi'. 

II.  In  i.ilciil  ItMil  •M'iiihl.ililc  todiiiil  un  I  licoi-riiie 
anal«>^uc  dans  le  cas  'In  donc  de  |»aralléléjn|M'(l<-.  Kn 
particiiluT,  le  centre  de  pcrcnssinn  d'un  paralltlo- 
graniine  par  ra|>|uirl  à  nn  des  (•ùlétj  est  an  tiers  de  la 
ligne  ni«''diane  à  |t:irlir  du  colé  opposé,  el  le  ceiilre  de 
percussion  p:ir  nipport  à  une  p;irallèJe  ù  une  diagonale 
passant  piir  un  >oniniel  i-sl,  à  partir  du  sommet,  au\  -^ 
de  la  diagonal*'  is»iic  de  ce  Mjuijnel. 


\(iiif:(i\Tio\  m:s  sciKxcts  M\riu:M\rioiEs 

CONCdlItS  M   IIIIMi). 


Sujets  des  compositions. 


Mdthénuititjues  élémentaires. 

\"  Ktîint  fionin"  un  lrian;:le  ABC  avant  pnur  rùtcs  BC  =  a, 
CA  =  h.  AB  =  c:  trouver,  dans  le  plan  tie  ce  tri«n};lf.  le  lieu 

<iii    |M.iiii    M    ii-l   .|u<- 

(I)  ±n.\{K'  ±h.\\\{' ±r.\ÏC    =  abc, 

en  prenant  loutes  les  ciiuihiniiixuis  <lc  s-i^nc  possibles. 
•x"  l.i'  lifu  cories|»nndani  à  l'équatiun 

/,"MB'_r/MC    ~  n^\\\'  =  nhr 

est  un  cercle  S.\.  On  tmnvfrait  île  même  un  cercle  Sr  et  un 
cercle  S<:.  (^n  consi(l«'re  tmi'.  les  Irianfle**  ABC  in^^crits  ;i  un 
cercle  rlnnnt-  et  circonscrits  à  un  deuxième  cercle  rionnr  et 
intérieur  au   premier  :   Calcuit-r  la  somme 

I  I  I 

Pî  ^  pR  ^  pV 


(  4<.7  ) 

p*!    Pk»    ?(:    <l«"''if;nînil     les    rayons    i\c.s    cercles    Sa,    Sb,    ^o 
3"  Calculei"  les  piiis^aiices  <li's  smniiiels  A,  U,  (!  cl  îles  centres 

(les  cer  les  insnils  ei  cviiiMi  il^  ,\\i  lriaii;;le  \I{<^  par  ra|>[)ori  an 

cercle  S^.  D«''leriuiiu'r  les  imiiils  «1  iiilersecii<in  rie  cr  cercle  S^ 

el  des  cùiés  «lu  liian^le  .\li(^. 

4"  Si  les  somiMi'ts  I?,  (!  resiiiiii  (ixr»  |i-  t;i|i|Hiri    — -;  ili-iiuMire 

invariable,  le  cercle  Sa  esl  iirllm^'oiial  à  uti  cercle  (i\e. 

")"  On  donne  l<;  cercle  S.v,  le  cercle  exinscril  au  triangle  WU] 
et  situe  dans  l'angle  A,  ainsi  ipic  le  point  ilc  contact  de  ce 
cercle  et  du  côté  BC.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  joi- 
gnant les  points  de  contact  de  ce  cercle  exinscrit  et  des  côtés 
AB,  AC. 

(')"  Lieu  ilu  point  M  xcrilianl  1  une  de>  «•iiualions  in  quand 
ce  point  n"e«l  plus  a-^sujclti  à  rester  dans  le  plan  ABC 


Mathématiques  spéciales . 

I.  On  considère  la  courhe  «lont  1  éipiation  est,  en  coordon- 
nées rectangulaires, 

(  x-  -+-  )'-  )'-  —  iix{  J- -+-  y-  )  —  n'y-  =  «), 

et  l'on  demande  dexpiiuiei'  x  el  y  en  lonctions  rationnelles 
d'un  paramètre,  de  construire  la  courbe  et  de  trouver  les 
relations  qui  lient  les  valeurs  de  ce  paramètre  correspondant 
à  quatre  points  situés,  soit  sur  un  cercle  ne  passant  pas  par 
l'origine,  soit  sur  une  droite   passant  par  l'origine. 

II.  Soient  M]  le  point  où  le  cercle  osculateur  en  un  point  .VI 
rencontre  de  nouveau  la  courbe,  M^  le  point  où  le  cercle 
o*culateur  en  Mi  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  etc.; 
démontrer  que,  si  quatre  |)oints  M  sont  une  droite  D,  les 
points  M|  correspondants  sont,  er)  général,  sur  un  cercle 
orthogonal  à  un  cercle  li\e,  si  D  varie.  Si  les  points  .Mi  sont 
sur  une  <lroite  D,.  les  points  M»  sont  sur  une  droite  Dj, 
el  ainsi  de  suite;  trouver  la  |>osiiion  limite  des  droites 
D,  D,,   l)„   .... 

Si  quatre  points  M  sont  sur  un  cercle  C,  les  points  Mj  cor- 
respondants sont,  en  général,  sur  un  cercle  Ci  ;  démontrer 
que.  s'ils   sont  sur  une  droite,  il  existe  deux  points  lixes  P 


(  4o8  ) 
et  I*  il'oii  l'on  voit  >oiis  un  anulc  tlroit  les  se^jnient-  (ItMer- 
niinés  sur  O j*  |>;ir  les  ceroles  C  Diin»  le  r;is  {jénéial.  les  |Hiints 
M,  sont  sur  un  i  tnle  <",,,  etc.:  ijuclle-  eoiidil  ion»  doil  iirn- 
jilir  le  rerele  <]|m>iii  i|Mr  li'S  points  M,,  ^oi«'nt  sur  une  ilioiir; 
(l.m»    I  liN  potlièse   ou    Ion»   U's  points  obtenus  suceessiveim-nt 

s<int  sur  lies  eereles  C|,  Gj trouver  vers  quelles  limites 

ti-mlent  le«  puis'-anres.  par  rap|)ort  à  ces  eereles,  (1er.  points 
de  la  cour  lu-  >itiiée  sur  O./- ;  en  déduire  la  liinitr  de  res 
rerrles. 

III.  Trouver  le  lifu  d  un  [)oint  A  t«  I  «jue  ipiatri-  de»  point» 
de  (  niii.ict  des  tanjjente»  issues  de  re  point  soient  sur  un 
cercle  r  :  'HH'I  i-»i  !>•  nnmlur  df»  t;mi:<ntr-  n'-riies  menées 
de   A-.' 

Démontrei  (|ue  le  cercle  1"  c»i  oillio^onid  a  un  cercle  fixe 
et   trouver  le  lieu  de  son  centre. 


Cnini>i>\ili<tn   sur   l' Analyse  et  ses  ti/ip/ications 
,i,'éoniélriques. 

I"  Soient  3",  y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point 
quelconque  d'une  surface  S  :  /»  et  q  le»  paramètres  directeurs 
du   |>l;iii   taiiu'cnl   en  le  point,  dt'-fiiii»  par  la    lelalion    identique 


(«) 


Hz  —  p  il.r  —  q  (ly  =  o  ; 


e\|»rinier  ces  cinq  quantités  à  l'aide  de  deux  paramètres 
variables  a  et  '6.  de  ni;riiicrc  à  vérifier,  outre  la  relation  (n,  les 
sui\antes  : 


(3) 
(4) 


y  =  p.r. 


u  ( %,  p)  étant  une  fonction  donnée  de  7.  et  de  p. 

Si  l'on  prend  t.  et  i  comme  variables  indépendante»,  il 
existe,  en  général,  un  svstéme  et  un  seul  de  cinq  fonctions 
X,  y,  z,  p,  q  satisfaisant  aux  conditions  précérienles  et  on 
l'obtient  sans  aucun  si{i;ne  de  quadrature. 

Kaire  voir   que  la  surface  S  ain-^i  obtenue  >ie    réduit    à    une 

ciMirlie  »i       —  ^=  (t.   et    d;in»  ci-  ca»  »i-ulenient. 


(  4<>9  ) 

I'uiiiht  réqualinii  dinV'iriii  ii-llc  .les  li<;nes  a^yiniitiHitiues 
do  la  surface  S.  «lans  le  svslénio  de  cooiildnnée*  ciirvili<;nes 
a,  ft.  Montrer  que  le*  li};nes  a  =  consl..  ^  =  con-l.  sont  con- 
juguées sur  S.  Les  riéveloppables  circonscrites  â  la  surface 
suivant  les  lijjnes  a  =  const.  sont  des  cùncs.  Quel  i«t  li-  lieu 
des  sommets  de  ces  cônes? 

9.0  Pour  que  les  dévelo|)pahle>;  circonscrite*  a  S  *iii\iiiit  les 
lignes  ^  =  const.  soient  également  des  cônes,  il  faut  et  il 
suffit  ijue  la  fonction  n  soit  de  l.i  forme 

Il  =  AH-H  aB,  —  B.. 

ofi  A  est  une  fonction  quelconque  de  a  seule  :  B.  B].  B._,  trois 
fonctions  quelconques  de  fJ  seule. 

Si  l'on  choisit  de  loules  les  manières  possibles  la  fonction  A 
(les  fonctions  B,  Bj,  B»  étant,  au  contraire,  prises  une  fois 
pour  toutes),  la  surface  S  ne  ces*e  pas  de  vérifier  une  certaine 
équation  linéaire  aux  dérivées  |)artielle? 

(5)  P/>-Qy=B 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  de  x.  y,  z.  Quelles  sont  les 
caractéristiques  de  cette  équation? 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  suivant  les 
courbes  ^  =  consi.  est  le  même  pour  toutes  les  surfaces  inté- 
grales de  léquation  (5). 

3'  Comment  doivent  être  choisies  les  fonctions  B,  Bi,  B» 
pour  que  ce  lieu  soit  une  droite  D  (non  située  dans  un  mérTie 
plan  avec  l'axe  des  s)  ? 

Montrer  qu'on  peut  alors,  sans  diminuer  la  généralité, 
ramener  les  fonctions  B,,  Bj  à  être  des  polynômes  du  premier 
degré  en  3. 

Gomment  s'intégrerait  léquation  di'*  lii;ncs  as\  inptotiques 
des  surfaces  S  ainsi  obtenues? 

Que  trouverait-on  en  rapportant  ces  surfaces  à  de  nouvelles 
coordonnées  ayant  pour  axe  des  z  la  droite  D  ? 

Quelle  relatiorr  ont-elles  avec  les  surfaces  analogues  que 
l'on  obtiendrait  en  faisant  jouer  à  la  droite  D  le  rôle  de  l'axe 
des  z  primitifs,  et  à  cehii-ci  le  rôle  de  la  droite  D  ? 

\  quelle  forme  simple  pourrait-t)n  ramener  1  équation  de 
l'une  de  ces  surfaces  par  une  transformation  homogra- 
pliique  ? 


(  4>'.  ) 

MiCdinijnr    rntiiiiiinllr. 

lu  «oliilf  (le  rcMilutiiiii  linnio^ciic  S  est  iiinhilc  aiiloiir  de 
<ini)  (■enlii"  <le  {,'iaviU',  i|ue  l'ini  suppose  li\e  dans  l'espace.  Ce 
ceiitie  de  fjravilé  est  le  sonnnel  ronunuii  à  deux  tiit'«lres  : 
l'un  0\t^'Z  li\e  dans  l'espace,  l'aiilie  {).iyz  lié  au  solide.  Oz 
étant  diri-^é  sui\aiit  l'axe  di-  i  ivululinn. 

In  point  I*.  situé  sur  t>c,  à  une  distance  donm-e  d  du 
point  O,  est  simmi^  à  une  force  perpendiculaire  à  l'axe  ()^  el 
diri;,'ée  ver*  cet  axe:  la  valeur  absolue  de  cetle  force  est  é>;ale 
à  AMp,  k  étant  un  coeflicienl  constant,  M  la  masse  totale  «lu 
solide  S,  p   la   di-lance  du  point   I'  a   (>^. 

i"  Former  l<'s  é(|uatioiis  dinérenlitdies  qui  servent  a  déter- 
miner en  fonction  du  temps  les  paramètres  fixant  la  position 
<lu  triéilre  moltile. 

2"  Si  l'on  suppose  >|Uf  I  axe  du  ^«ilidc  S  est  d'aliord  placé 
perpendiculairemenl  à  (  )  !I  et  ipie  l'on  imprime  au  solide  une 
rotation  initiale  autour  de  Uc  ;  celte  rotation  peisislera 
ensuite.  Ouelle  valeur  minima  peut-on  atliihuer  à  la  vitesse 
angulaire  de  cette  rotation  |)iMir  quelle  soit  stable,  c'est-à-dire 
telle  que,  si  l'on  vient  à  troubler  très  peu  le  mouvement, 
l'axe  Oz  reste  indéliniment  très  voisin  du  plan  IOtj  '.' 

3"  En  supposant  tjue  l'axe  O5  est  placé'  primitivement  d'une 
manière  donnt'e  (|uelconque  et  que  la  composante  suivant  Os 
de  la  rotation  initiale  est  donnét  diUérente  de  zi'rc»,  quelles 
doivent  être  les  autres  conditions  initiales  du  mouvement 
pour  «pic  Os  tende,  lorsque  !<■  temps  croit  in<léfinim*'iit,  vers 
une  position  limite  perpendiculaire  à  <  >  «  .'  l^ans  le  cas  où  ces 
conditions  sont  remplies,  quelles  sont  les  principales  circon- 
stances du   iiiMii\eriii:ii  ' 

i"  Ktu<licr  le  inou\emeiil  i\,\\\-  le  cas  particulier  ^uiv.inl  :  le 
solide  S  est  constitué  par  uni"  tige  rigide  «le  masse  négli- 
;;eable,  dirigée  suivant  <Js,  et  par  deux  disques  circulaires 
identiques,  ayant  leurs  centres  sur  Os  et  leurs  plans  perpen- 
diculaires   à    cet    axe.   à    une   di-lance  du    point   <)  i-gale  à  — =• 

\'>n\\  1  li.irnn  des  disques,  la  mas»e,  repré'sentée  par  m,  est 
supposée  répartie  uniformément  sur  une  circonférence  de 
rayon  égal  à  /.  i.e  point  l'est  le  centre  de  l'un  des  dis(|ues  et 
le  coefficient  X  est  égal  à  •/.  Les  conditions  du  n"   }"  »oui   i<;rn- 


I    1 1  I    ) 

plii'S  tt  lii   ri)m|)i)>aiitc    suiNuiil  <)z  <lo  la  vilcssi'  auj^iilaire  <Je 
la  total  ion  initiait-  i>l  l'^^ale    à  -— • 

TiftiiNt'f  le  litMi  di*  Taxe  i)z  ilii  solide. 

:")"  Les  conditions  du  ii"  5"  riant  remplies  pour  uti  solide  de 
révolution  S  quelcon(|ue,  on  ini|ttitne  à  ce  soiiile,  à  un  certain 
moment,  une  percussion  de  grandeur  dotinée  et  de  tlireclion 
perpendiculaire  au  plan  zOZ.  Suivant  (juelle  ligne  d'action 
faut-il  appliquer  cette  percussion  pour  que  l'axe  Oz,  ilans 
le  tnouveinent  ultérieur,  tende  vers  une  p<isition  limite  per- 
pendiculaire à  OÇ?  Comparer  le  nouveau  déplacement  de 
l'axe  Oz  avec  celui  (|ui  aurait  eu  lieu  sans  la  percussioti. 

i\ote.  —  La  position  du  trièdre  mid)ile  par  rapport  au 
Irièdre  fixe  sera  détertninée  par  les  angles  d'Euler,  0,  'i),  •^. 
Si  A  et  C  désignent  les  moments  principaux  d'inertie  par 
rapport  à  0.r  et  O z  ;  />,  q,  y,  r  les  cotnposantes  de  la  rota- 
tion suivant  Ox,  Ojr^  Os  et  -jT  la  force  vive  du  solide,  on 
rappelle  les  formules  suivantes  : 

p  ■=  'Y ■sin  6  sin  '^  -+-  O'cos  o 
q  =  'V  sin  6  cos  o  —  0'  sin  '^ 
r  =  (l''cos6  -t-  '^' 
2T  =  A(/>-'-i-  7-î)-^C/-2  =  A(sin2e-y2-^  6'-M-i-C(4/'cosO— 'f  )^. 


A(il{K(i\riO\  »ES  SCIENCES  MVniEM\TI()l  ES 
(COVCOIUS  DE  190(1). 


SOLtriO\  DE  LA  OlKSriOV  DE  MAIIIElIAriOLES 
ELE^IEVrAIRESC); 

l'\»  M.  C.  CLAPIER. 


I.  Nous  supposerons  que  le  triangle  ABC  soit  orienté 
de  manière  que  chacun  de  ses  cùlés  puisse  être  envi- 


(')    Voir  l'énuncé.  paj:e  4^6. 


(  4<ii  ) 

sa^é  c»)iiinn,"  .ixc  de  se;;iMriit  iloiit   le  .srn>  |io>ilif  osl  le 
sens  de  |)ar(:oiiis  : 

HC  =  (/.         < ;  \  =  h.         AH  =  i\         }.p  =  (i  -^  l)  -^  c. 
(Cherchons  !<•  heu  S^  corrr>|Ktinl;iiil  ;»  rtMiuiilioii 


(«; 


^MH   ^-c.MC  —a. M  A   =  ahc 


Les  poinls  du  lieu  (|iii  >()nl  ii  une  dislance  donnée  H 
du   |ioitit  A  salisfotit  ;i  lii  iclalKin 


(2) 


b\m    -HcMC    =  </(6c-4-  Rî); 


d'a|»rè>   le   (iK'orème   de  Slt'-vin,  ees  points  sont  situés 
sur    une    circonlVience   dont    le    centre  A,,  déterminé 

I  ...        Al  H  c 

par  la  condition 

la  bissectrice  de  l'angle  A  du  triangle 

Kip.  I. 


.    ^  —      T»  est  précisément  le  pied  de 
A I C  «  "^  ' 


Sou  ravdii  s'olilieiidra  en  déterium.inl  les  |i(iinls  M 
situés  sur  le  dianiilre  VA.:  il  sullii  «le  sul)>tituer  dans 
l'expression  (  ■>.) 

M  h  =  A,  15—  \,.M. 

]\1C  =  A,<:  —  A,  M; 


(  4..i  ) 

et,  en  Iciiiiiil  coniplc  des  viilciirs  (l<> 


A.B=ZLl!f,  A.C=     "'' 


b  -k-  c 
vieut 


(6h-c).\,.M   =  ^/ir-h  abc 


Si  nous  j)reiions  le  poiiil  M  à  Piiilersedion  de  la 
circonlerence  donl  le  rajon  est  donné  par  l'é^alilé 
précédente  et  de  la  circonférence  de  (centre  A  et  de 
rayon  R,  nous  voyons  que  le  lieu  cherché  S^^  peut  être 
délermini'  par  la  relation 

(3)  (6-^c)>IÂ7'-a^IÂ"''=  a^c^t"^"""". 

Le  théorème  de  Stévin  nous  montre  c^uc  S^^  est  une 

circonférence    dont    le  centre    I,    siUic'   sur    la   hissec- 

»  4  i>     ■  I  1-   ■        'Al  a 

trice  AAi,  est  iixe  par  la  condition -pr-  =  -, 

'  1 A        o  -I-  c 

Or,  si  Ton  désigne  par  /•  le  ravon  du  cercle  exinscrit 

relatif  à  l'angle  A,  par  li  la  hauteur  correspondante, 

nous  avons 

lA,  _      / 

Ta  ~  ~^^i'' 

d'autre  part,  la  surface  du  triangle  ABC  a  pour  expres- 
sion 

iih                               b  -I-  c  —  a 
-=(/,-«),•= ,-, 

et  l'on  déduit 


Donc,   le    point   I  coïncide  avec  le  centre  du  lercle 
exinscrit  envisagé. 

Si    dans    l'équation    (2)     nous    remplaçons    H-     par 


(  4i4  ) 

—  H-,    lions  srrons  comliiil-»    iiix   dnix    ri  l.iliuiis  «'«nii- 
6ÏÏH*-Hr>ÏT;'-+-fiivr\*=  abc, 

I  rrr*         ttt*        .    b  -*-  c  —  « 

(  «*  -i-  c  I  M  A 1    -+-  rf  M  A    =  abc  — -, . 

6  —  c 

If  lien  coirespoiidanl  osl  un  cncU*  S',  tloiil  le  criilit-  I' 
est  tel  <]iie  Ion  a 

l'A,  __  IA_, 

Les  quatre  points  A,  A,,  I',  1  sont  conjufïiiés  liarmo- 
niques  et  le  point  i'  est  le  cenire  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  ABC. 

Eu  rc'suin»'.  si   Ton   prend  dans  les  équations  (  i  )  les 

combinaisons  de  siernes  ,  on  <)l)ti»-ul  cuinnie  lieux 

C  H  -i-  ' 

du  point  M  deux  cercles  S'  et  S^^  conceutri(pu's  respec- 
tivement aux  cercles  inscrits  dans  l'angle  A  du 
triangle  donné. 

Les    deux    combinaisons   fie   signes  donnent 

des  cercles  Sj,  et  S^;  concentriques  aux  deux  autres 
cercles  exinscrils  du  triangle. 

I>es  quatre  autres  combinaisons  de  signes  résulleni 
des  précédentes  «mi  donnant  au  second  inendtrc  des 
équations  (i)  une  \aleui'  nc-galive;  le>  lieux  correspon- 
dants n'ont  aucun  point  réel. 

lieni(ir(jui' .  —  La  relation  (3)  devient  idenli(|ue 
lor^pie  h  -^r^(t,  c'est-à-dire  lorsque  les  trois  points 
A,  B,  C  sont  «Ml  ligr)e  droite. 

iJans  ce  cas,  quel  que  >oii  le  poml  M  ilc  I  espace,  on 
a  l'iilintité  de  Stevvart, 

AnTh'  — cVic*       a\\\'  =  ahc. 


(  4..^  ) 

Il  csl  clair  (|m'  loiis  les  jjoiiilr»  de  l'espace  situes  sur 
la  sphère  (pii  pas>e  par  le  ^land  cercle  S^  salisfunl  à 
IVcpialion  (3)  el  par  suile  à  rtW|iiati()n  (i)  éfpiivaleule. 

11.  Pour  déleriiiiiier  le  ravf)ii  o^  de  la  circonfé- 
rence S^  nous  allons  clierclier  les  points  de  ce  lieu 
situés  sur  la  his>eclrice  Al  (  //,!?■.  i). 

Les  deux  tiiani;les  AMH,  AMC  nous  donnctil  les 
relalion> 

2 


Mc'  =  .MA*  -+-  b'  —  ■}.()  MA  oos  -  , 


d'où 


6Mh'  —  rMG^  =  (  MA'  -i- 6c)  (  6 -h  c  )  —  46cMA  co«  -  , 
et,   comme  le  premier  memlue  a  pour  valeur 

a  MA    -I-  abc, 
nous  avons  l'équalion 

/vc  cos — 

ma'—  2 iVÎÂ  —  6c  =  o, 

p  -  a 

qui  détermine  les  points  cherchés  M  et  M'. 

Les  segments  A.M  el  AM'  situés  sur  le  diamètre   AI 
de  la  circonférence  S^  vérifient  les  relations 

AM.AM'  =  hc. 

-^^^^^^'    =  AI  =.     '' 


A 

eus  - 
•2 


La  première  nous  donne  la  pui>>ance  du  point  A  et 
la  seconde  nous  donne  la  position  déjà  lrou\ee  du 
centre  de  la  cireonft'rence  S\. 


(   l'fi   ) 
<  h\   |i('ii(  en  tlt'diii  i  c  le   in  \  on 


/A. M  -  \M  r- 

n  =  {—:r—)  = 


yy'  —  f/C  (•(l^-  — 

TA— ^' 

CdS*  — 
■1 


I  .  -'^  I  P  *  P  —  «  )       •  1       • 

et,  Mili-litii;iiil  ij  eus- -  sa  \  .JUMir  •* — S ^>   i'  viciil 

1  or 


(4) 


I>1  = 


r/>c 


P  —  " 


Su|'[jo>ons  (jiie  le  liiaii^li'  Alî(.  se  (l<j)l.i(('  dr  iiui- 
iiitre  .1  leshT  ciifoiisciil  a  un  ccrclt'  (Je  ra\uii  /'  il 
inscril  clans  un  aiilie  de  rayon  H;  je  di>  <|iie,  dans  ce 
cas,  il  esl  possible  d'ex|)riniei"  la  >(jinine 


I  I 


à  I  aide  de  II  et  r' . 
En  fUet. 


Oî  <i/jc 


I    _  p  —  0 


ctb( 


I  p  —  c 


la  surfacf  du  liianfile  est 
donc 


=  ///• 


Pi        -^l        ?l 


ahr  i  K  /■■ 


III.  Nou^  a\i)ii«.  Irouvr-  i|ur  la  puissance  du 
soniniel  A  par  ra|»|Miil  au  cercle  S;^  élait  positive  et 
é^alf    à   l>r\   (cia   imus   |Miuiel    de   consliilire  ce  cercle. 

(  )u  piiil  I  rinar(|U'-i'  (|ur.  n|  l'on  dé»i^Me  par  I,  I',  I  ,  \"' 
les  centres  drs  cer(lt>  iustril>  ,ni   in.ui^le   \H(!.  ofi  a 


\f<  i'ii;\\  liés 


et 


(    i'7  ) 

\l   .  M  /m 

VV'  -  hr. 


A  1   clnnl  la  fli^laïuc  du  point    \  au   (•ficlr  S^. 

Les  [niissances  des  doux  mifes  sommets  H  ri  (]  se 


calciilenl  ^c  la  même  manière;  elles  sont  négatives  et 
ont  poiir  xaUMirs  absolues  respectives  ca  et  ab. 
La  [)iiissanct'  du  rentre  V  est 

777-          cl'C               a-              abc 
pi  — II    = -  =  

P  —  ii  o    ^  P 

■  cos-  — 

■> 

et  l'on  trouve  de  même,  pour  la  puis«;ance  des  centres  I" 
et  I'",  les  valeurs  respectives 


cos-  — 


CHïi-  — 


(pi  il  est  tacde  dexpiimer  à  I  aide   de  </,  b,  C. 
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Les  |i<iiiii»  (riiilerseclioii  M  r[  M'  du  cnit-  BC  dn 
Iriaiiglr  avec  la  circoiif)  tiik  r  S^  xml  ilth  rmint'>  par 
l«'s  «Kmix  relalions 

i;\i.i;m  =  —  ra, 
hk  =  /'  -c, 


K    *-hiii(  I*-  iiiiIltMi  (le  MM';  I  )-i|ii;tl  mil  (|iii  ili'-l)  riiiltir  les 
|i(nii(>  M,  irml(isc(  I  iiiii  <lcs  côlés  AC  ou  Ali  esl 

\J\]  —  u/'.  \M,-  f>c  =  o. 

I\  .    Le  ia|>|)i)rl 

JJ.M.Ii.M'        ca         c 


CM.  CM'        au        h 

Si,    les    |)()iiil>    H   !■[    Cj    rolaiil    (ixe«..   le  laiiiiorl    — — 
'  '  '  AC 

(lemriiif    iii\  arial)le,  les   points  M  <•!    ^L   salixfi»iil    a    la 

relation 

(BM  —  ai(  RM— «)        ù 

înOnf =  ?  =  '"''"''- 

Ils  (Jécriven t  sur  U(  .  deux  divisntris  li»)mogra|)hi<|ues 
en  involulion  dont  les  points  doubles  sont  doniM-»  par 
It-q  nation 

ÏÏN '  (  1  -  -  \-ia.li\  ^-  «î  =  o. 

iJonc  le  cercle  S;^  coii|ic  oi  ilmfjonalenier)!  la  circon- 
férence df'cnte  sur  ces  |><iiiil>  doubles  .N  et  N'  eoninie 
dianirli  c. 


V  .    On   donne   le  cercle  S^  dont  le  ravon  s  est    donné 
par  I  e\prr>>ioii  (  \  ) 


(  1")  ) 

La  corde  MM'  csl  su|i|)(ist''c  lixc  cl  se  Iroiivc  à  la 
dislance  IK  = /•  du  cctilrc  I;  clierclions  comment  se 
déplace  le  sonnncl  A  du  lriau<^le  ABC,  dont  les  côtés 
AB  et  AC  reslciil  laiigcnls  au  cercle  exinscril  { fig.  2). 

D'abord  le  rayon  H  du  cercle  circonscrit  au  liiangle 
variable  reste  constant;  nous  avons,  en  ellel,  les  trois 
expressions  équivalentes  de  la  surface, 


d  où  l'on  dt'duil 
(5) 


ah         ^  abc 


u  =  !!L.       R=£l. 


v>.  R  4  r 

La  première  de  ces  relations  peut  s'écrire 

AT 

— — .  =  -2  R  =  consl. 
AH 

et,  d'après  un  ihéorème  de  Chasles  {Géométrie  supé- 
rieure), le  lieu  du  point  A  est  une  circonférence  T  qui 
passe  par  les  points  M  et  M'. 

La  droite  BC  est  Taxe  radical  des  deux  cercles  S^ 
et  T. 

La  droite  PQ  (|ui  j"inl  les  points  de  contact  des 
côtés  AB  et  AC  avec  le  cercle  exinscrit  est  la  polaire 
du  point  A  par  rapport  à  ce  cercle;  son  enveloppe  est 
la  polaire  réciproque  de  la  circonférence  T,  relative  au 
cercle  précédent;  c'est  une  conique  admettant  |iour 
fover  le  point  1  et  pour  axe  la  perpendiculaire  IK  qui 
est  la  ligne  de  symétrie  des  trois  cercles. 

Remarque.  —  Si  Ion  désigne  par  d  la  distance  du 
centre  1  du  cercle  exinscril  au  centre  C  du  cercle 
circo^lscril  au   Iriangle.  nous  savons  que  l'on  a 

d-^  =  R2^  ^Rr. 
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[.<•  |)iiiiil  (!  (ItMiit  iloiic  mif  cii((intt''i-<Mict'  (le  conlrc  I 
<i  Ir  rerrie  circonscrit  an  liianulf  W'A  .  rtivrlopix' 
tit'ux  circiMilV^rtMices  c(tiicfiilii{|ucs. 

\l.  Nous  avons  ih'-jà  i'rniaii|Mt'  {|ii('  r*'-<|nation  (3) 
t'iait  satisfaite  ponrtons  les  points  de  la  spliAre  olilcnni" 
en  faisant  tourner  la  circonférence  Sj^  autour  du  dia- 
mètre AA(.  [^e  lieu  demandé  est  donc  la  sphère  qui 
passe  par  le  cercle  correspomlanl. 


i:Ei(rin(;\rs  ni:  œmi  iHhi<i-:iiK\rii:L  i;t  imkukal. 


Caen. 


Éi'RKLVE   rnÉORlQlK.     —    I.    /Jiff/mifier  une  sur/ace  con- 
tenant la  parabole 

x  =  o,  >•*  —  4  «  ^  -+-  ^  «*  =  •» 

et  telle  ifue,  si  l'on  projette  un  de  ses  points  M  en  M'  sur 
0\Y,  puis  .M'  en  M"  sur  le  plan  tam^ent  en  M,  le  z  du 
point  M"  soit  égal  à  ii,  quel  que  soit  M. 

II.   Montrer  (fue  les  normales  à  la  surface  S, 

x{  x'^-i-  y-  -h  z^  )  —  '.aix'^-^  y-}  '=  o, 

coupent  le  plan  \0Y  et  le  plan  XOZ  *•/*  des  points  dont 
le  lieu,  sur  chacun  des  deux  plans,  est  une  simple  ligne. 
Partant  de  là,  déterminer,  sans  intégration,  les  lignes  fie 
courbure  de  S. 

l'j'RKrvK    l'HATiuiK.   —     Montrer  a    |iri'>ii   ifue,    des    deux 
intégrales 

/'  dx  1'"         dx 


(  4:^-1  ) 

une  seult  a  une  vtiieur  finie.  Calculer  cette  valeur  en 
passant  par  l'intégrale  indéfinie.  (Jnillol  m)o6.  ) 

Grenoble. 

Eprel'VK  THKORiguE.  —  i"  Recherche  de  la  ligne  de  stric- 
tion d'une  surface  réglée  dont  les  génératrices  sont  nor- 
males à  une  courbe  donnée  S. 

Cas  des  normales  principales  et  des  binormales. 

Si  6  est  l'angle  de  la  génératrice  G  qui  coupe  la 
courbe  S  en  M  avec  la  normale  principale  M.N,  on  expri- 
mera en  fonction  de  6  et  des  coordonnées  de  M  la 
distance  V  du  point  N  au  point  central  l\li  relatif  à  la 
génératrice  G. 

■1"  Déterminer  6  par  la  condition  que  la  surface,  lieu 
des  normales  G,  soit  dé'.eloppable. 

Epreuve  pkatiqie.  —  Etant  donnée  l'équation 

sy/i  -\- p^-{-q-  =  a  : 

1"  Trouver  une  intégrale  complète  de  cette  équation  et 
sa  solution  singulière  ; 

■i"  Trouver  une  surface  intégrale  qui  passe  par  une 
circonférence  donnée,  parallèle  au  plan  xO }\,  et  ayant 
son  centre  sur  Oz  ; 

3"  Interpréter  géométriquement  les  résultats. 

{  Juillet  1906.  ) 

Lille. 

Épreuve  théoriquk.  —  Problème  :  Etant  donnée  la  sur- 
face représentée  par  l'équation 

(ff)  laz  =  mx'--h  ny-, 

où  a,  m.  n  désignent  des  constantes  (axes  rectangulaires), 
calculer  le  volume  limité  par  cette  surface,  le  plan  xOy 
et  le  cylindre 

{x--^y^)- =  a-{x^ — •»'*). 
Former  l'équation  différentielle  des  courbes  de  la  sur- 


(   \:'.l    ) 
face  [9)  dont  les  tanii^t  rites  funt  avec  <>-  un  anf^le  dunné  : 
intégrer  celte  ef/iiation  tfiiand  n  est  nul  nu  ti^al  ù  ni. 

QiesTHin  hk  i:oiHS  :  \'  l>tjinir  une  inté^'rute  complète 
de  rétjUdtiun  aux  dérivées  /xtrtielles  du  /ireniier  ordre  à 
de  UT  variables  : 

(i)  /<^.  J,  -.  P-  9)  =  o- 

1"  Faire  voir  comment  on  peut,  d'une  intèf^rale  com- 
plète, déduire  toutes  les  intégrales  de  ré(/ nation  (  i  i. 

i"  Démontrer  tjue  deux  intégrales  complètes  dij/érentes 
conduisent  à  une  seule  et  même  solution  singulière  ;  mon- 
trer comment  cette  solution  sini^ulière  peut  être  déduite, 
,\  priori,  de  V équation  (  i  ). 

4"  Appliquer  la  méthode  de  recherche  précédente  à 
chacune  des  deux  équations 

(3)  Z  =px  ^  qy  -^/(p,  q). 


Montpellier. 

ÉpREiVE  THÈOHIQIE.  —  Une  surfacc  rapportée  à  des 
axes  rectan^'ulaires  a  pour  équation 

z  =J'iX)^'i{y); 

soient  i,  '6.  v  les  anf^'les  de  la  normale   avec    les  axes  0\. 
OY,  OZ. 

I"  Déterminer  les  fonctions  /  et  -y  de  façon  que  les 
rayons  de  courbure  principaux  soient  reliés  par  la 
relation 

(R  ^  R'icosY  =  C. 

2"  Montrer  que  l'on  peut  rhoisir  les  fonctions  f  et  f  de 
façon  que 

(  R  —  R'  irosy  tan;;  a  tang  ^ 

soit  en  même  temps  constant. 

i"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  ces  dernières 
surfaces,  et  les  centres  de  courbure  principaux. 


Kl'REL'VK  PR.vnoi  K.  —  Calculer  iinlcf^rale 


f 


T- —  h-   ■^MMt.r    , 
—  dr, 

X-  -+-  II'  X 

(  Juillet   l<)oG.  ) 


Rennes. 

Éprei'VE  THÉORiQiR. —  I.    i"   Calculer,    en    appliquant    le 
théorème  des  résidus,  l'intégrale 


l 


dz 


prise  dans  le  sens  positif  le  long  d'un  cercle  i  C)  de 
ravon  \,  ayant  pour  centre  l'origine  ;  n  désigne  un  entier 
positif,  CL  et  '^  des  constantes  telles  que 

:a|<i  et         |3|>  '• 

2"  On  considère  les  intégrales 

r  dz  r       (  j^-t-  i)dz 

J,(,,  z-'—iiaz  -^1  ^  J^,^  (  z-"  —  ■>.  fa  -  ^  I  )*  ' 


où  a  désigne  une  constante  positive  et  i  le  symbole  y —  i , 
ces  intégrales   étant  prises   dans   le  sens   positif  le    long 
d'un  cercle  de  rayon  i  ayant  pour  centre  l'origine.  Cal- 
culer les  valeurs  de  ces  intégrales. 
3"  Calculer  les  intégrales 

r^^        df  Ç-"^      coscprfo 

^,       a-t-icosç  J^      (an-icosç)»' 

où  a  et  i  ont  le  même  sens  que  dans  la  question  précé- 
dente, en  faisant  le  changement  de  variable  défini  par 
l'égalité 

e'?=  z. 

II.  Les  axes  Oxyz  étant  rectangulaires,  on  considère 
la  courbe  (G)  dont  la  projection  orthogonale  sur  le  plan 
des  x.,  y  est  la  sinusoïde 

y  =  sinx. 


(  4M  ^ 

i"  f'o/nifr  l'tf/udtiun  (li [lérenlitlle  a  UiijUt:Uv  doit 
satisfaire  la  cote  z  t/  un  point  tfUeicontfue  Je  C,  considérée 
cnntine  fonction  de  l  ahscisse  .r  /'oiii  t/itc  les  mirmales  prin- 
cipales lie  C  soient  toutes  parallèles  au  plan  de  coot  don- 
nées O  yz. 

•i"  Priniver  (pie,  lorsi/ue  les  n<a  niales  prini  ipales  de  C 
sont  parallèles  au  plan  des  yz,  les  Ittn pentes  font  un 
an^'le  constant  ai'ec  l'axe  des  t. 

Ce  résultat  dépend-il  de  la  forme  sinusoïdale  donnée 
pour  la  projection  de  <1  sur  le  plan  îles  xv  .' 

j  l.a  projection  de  (1  sur  le  j>lan  des  xy  étant  la  sinu- 
soïde donnée,  indii/uer  la  nature  de  la  combe  C  sachant 
que  ses  tangentes  font  un  anf^'le  île  »  i  "  avec  O-r. 

Ki'UKiNK  l'HATioïK.  —  h  tant  donnés  trois  axes  rectan^'U- 
laires  Ox,  Oy,  Oz  et  l'axe  C>z  étant  supposé  vertical,  on 
considère  la  surface  i  S  >  définie  par  l'équation 

a* 

où  l'on  désif!ne  pur  a  une  constante,  et  où  l'on  prend  la 
valeur  positive  du  radical  :  puis  le  solide  (  A  i  limité  laté- 
ralement par  le  cylindre 

x--r-y-  —  a*  =  <>. 

en  bas  par  le  plan  ./O  )'  et  en  haut  par  la  surface  {  S). 

i"   Calculer  le  volume  du  solide  (  A  i. 

•i"  Déterminer  le  centre  de  gravité  du  solide  i  A  i  en 
suftposant  sa  densité  constante  et  égale  à  p. 

Toulouse. 

EPKEl\K  I  iiiomyi  i:.  —  I.  hons  un  plan  rapporté  li  deux 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  ^)x  et  (-)^,  on  consi- 
dère sous  le  nom  de  courbes  (  M  »  les  courbes  telles  que,  si 
l'on  représente  par  C.  le  centre  de  courbure  d'une  telle 
courbe  relatif  au  point  M.  par  V  la  projection  de  M  sur 
Ox  et  par  1  le  point  d' intersection  de  la  tangente  en  M 
avec  ^)x,  l'aire  du  triangle  <    Tl'  soit  constante  et  égale  à 

trois  fois  l'aire  d'un  carré  de  côté  donné  -■ 
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l"  Exprimer  les  coordonnées  T,y,  /xir  ra/t/iort  u  (Jjc  et 
Oy,  d'un  point  Al  d'une  courbe  (  M  )  e«  fonction  du  coef- 
ficient an^ulitirc  t  de  la  tanf^ente  en  M  à  cette  courbe. 

•x"  Déterminer  la  forme   générale  des   courbes  (M)  qui 


partent  de  l'orii^ine  O  tani:entiellement  à  la  droite  dont 
l'équation  est 

y  =  x. 

II.     Lignes    de  courbure   de    la  surface    représentée   en 
coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  par  l'équation 

^  -^  abc 

dans  laquelle  a,  b.  c  sont  trois  constantes. 

Épreuve    pratique.    —    Un    considère  dans    un    plan    un 
cercle  de  rayon  donné  a.  En  désignant  par  ç  l'angle  des 


tangentes  issues  d'un  point  quelconque  I'  du  plan  au  cercle 
et  par  de  l'élément  d'aire  du  plan  entourant   le  point  F. 


on  ilt'iniintle  de  tnlrulir  l' intêf,'rale 

étendue  ù  loiite  la  partie  ilii  plan  ertèrieuif  an  cercle. 

(Juillet    1906.  ) 


CtHIIFICATS  DE  M\rilK)IVri(IIKS  ntKP\iuroii(BS 
\  \:U\\\\.  hKS  SCIEMIKS  IMhSIOltS 


Paris 

KpBKLVE  TiiÉoRiyLt;.  —  I.  Les  lettres  x  et  y  désif^nant 
les  coordonnées  d'un  point  M  par  rapport  à  deux  axes 
rectangulaires  Ox  ei  Oy. 

i"  Calcule/-  l'inté fertile  : 

I  y'-dx  -^  i  x^ —  '-f/)  (fy 
le  long  de  l'arc  île  cercle  ACH  décrit  de  O  comme   centre 


avec  l'unité  comme  rayon  et  situé  dans  l'ample  positif  des 
axes  X  Oy  ; 

a°   Calculer  la  même  intégrale  le  long  de  la  corde    AU  ; 

3"  Reconnaître  si  l'expression 

y^dx  -i-  {  x'^  —  2  xy  )  dy 

est  une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  de  deux 
variables  indépendantes  x  et  y; 


(  \>'  ) 

i"  Déterminer  un  farteur  À,  fonction  de  la  seule  va- 
riable x,  de  telle  façon  (jue  le  f>ro(luit  de  l'expression  fjrè- 
cédente  par  À  : 

\y* dx  ■+■  \(x^  —  ?.xy)dy, 

soit  une  di(férentielle  totale  exacte,  et  indiquer  la  Jonc- 
tion dont  ce  produit  est  alors  la  différentielle. 

II.  Intégrer  la  différentielle  du  second  ordre 

y^y"  =  —  • , 

y  désignant  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  inconnue  y 
par  rapport  à  la  variable  x. 

Construire  celle  des  courbes  intégrales  qui  passe  par  le 
point  de  coordonnées  ^  =  c,  ^  =  i  et  qui  admet  en  ce  point 
une  tangente  parallèle  à  Ox. 

III.  Un  pendule  simple  OM   dont  la  longueur  est  de  i" 


et  dans  lequel  le  point  matériel  M  a  une  masse  de  lo^,  est 
écarté  d'un  angle  droit  de  la  verticale  dans  la  position 
initiale  OA.  //  est  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse 
initiale. 

Calculer,  en  unités  C.  G.  S.,  la  vitesse  que  possède  le 
point  M  à  l'instant  où  le  pendule  passe  par  la  verticale 
OB,  ainsi  que  la  tension  du  fil  à  cet  instant. 

On  prendra  g  =  980. 

Epreuve  pratique.  —  I.  Intégrer  l'équation  différentielle 


dv 
dx 


V'ï 


y- 


(  4-.8  ! 

Fi^urtr  les  cnitrhts  intr  ^'iults  tn  siifi/nisnnl  (iiic   .r  ft  y 
(iisiifut'nt  If  s  cunrdonmes  rccf<ini:u/<iirrs  d'un  ftviiii  M. 

II     ('(ilculci   fis  inli:: nilfs 

dx 


Ji  dx 

r 


^\x—\)(X  —  X) 


I 
r 


X-  *iiij./'  //./■, 
dx 


(>n  indiijiK  ru  sut   lu  rnim-  /r  détail  des  cilitils. 

(  Uilubre  1906.) 

Paris. 

EPREIVE    THKOHIuIF:.    —    I.    htli  L:i>r    l'èijuntinn    ililfiTcn- 

t  ici  le 

dy 

il  —  x^)  -^  -^  xr  =  I . 
^  '  dx 

Construire  Id  courbe  intii^ralc  (jui  fusse  pur  le  point  de 
coordonnées  j-  ^  o,  j'  =  1 . 

JI.   Inté^'rer  Itu/uution  dij/érentielfe 

d\v        , 

dans  tm/uelle  d  désigne  une  constante  donnée. 
III.  L 'expression 

I X  -¥-  iy  )  dx  —  ydy 

(  X  -r-  y  t» 

est-elle  la  dijférentielle  totale  d'une  Jonction  U  des  deux 
variables  indépendantes  de  x  et  y']  Dans  le  cas  de  l'dfjUr- 
inative,  déterminer  cette  fonction  U. 


(     \>A)    ) 
IV.    On    cnnsif/rrr  lu  surfaiw   S  tjui.  fxtr  rafi/xtrl  n   Irais 
axes  rectftiii^'tihtires  ()./•.  (>>/■,  Oz,  a  /loiir  <  1/1111  tinn 

z  =  jr*  -f-  ^  -+-  1  ; 

on  [trend  sur  O.r  uni'  /nn^'ueur  OA  =  i,  sur  <)y   une  lon- 
gueur OB  —  -1  on  joint  \\\  et  l'on  construit  le  prisme  droit 


ayant  pour  base  le  triam^le  OAB.  Calculer  le  vdume 
limité  par  le  triangle  OAB,  les  faces  latérales  du  prisme 
et  la  surface  S. 

Ei'KELVK  l'RATiytE    —   I.   Calculer  à  ^^  près  l 'intés'iale 
déjinie 

dr 


f 


»  -^  4  COSX 


II.  Un  point  m  <lont  la  niasse  est  2^  est  soumis  à  l'action 
de  deux  forces,  à  savoir  : 

I"  Un  poids  p  ; 

2"  Une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe  O  ayant  une 
intensité  constante  égale  à  celle  du  poids. 

1.  Montrer  c/ue  la  résultante  des  deux  forces  dérive  d  une 
fonction  de  forces  U  qu'on  supposera  nulle  au  point  O. 

^.  Déterminer  et  représenter  les  surfaces  de  niveau. 

Y-  Calculer,  dans  le  système  C.  G.  S.,  le  travail  total 
effectué  par  lu  résultante  des  deux  forces  quand  le  point  m 
passe  de  la  position  A  située  à  i"  au-dessus  de  O  sur  la 
verticale  de  ce  point,  au  point  B  situé  ci  o"",  5o  de  O  sur 
une  horizontale  issue  de  ce  point. 


(   43o  ) 

0.  Le  mobile  m  i-xt  hincr  <lu  /mini  \  clniis  une  directian 
tfuetcomjue  tnec  une  vitesse  initiale  de  (\"'.i)\  a  ta  seconde 
et  smi/nis  à  l'action  des  deux  forces.  Ap/diquer  au  nioin'e- 
nient  le  théorème  de  la  force  vive  et  calculer  la  vitesse  du 
point  dans  une  tjuelcont/ue  de  ses  positions,  on  ne  cher- 
chera pas  la  trajectoire  du  point. 


Note.  —  On  appellera  r  la  distance  du  mobile  au  point 
O  et  z  sa  hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal  passant 
par  O.  On  prendra  ,£r  =  Ç)Hn.  (Juillet   190').) 


SOIITIOVS  M  (JtESriO.\S  l'KOPOSEES. 


2029. 

I  1905,   p.  .S7O.I 


On  projette  un  point  M  d'une  ellipse  en  V  et  Q  sur  les 
diamètres  conjuf,'ués  éffau.r.  .Montrer  que  le  milieu  I  de  l'Q 
est  situé  sur  la  normale  à  l'ellipse  en  M,  et  que  le  point 
de  Fréfiier  relatif  à  M  est  le  symétrique  de  M  par  rap- 
port à  I.  (  K.-N.  Hakisiën.^ 


soi.i  rioN 
l'df  M.  Lktikhck. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellipse  et 
soient  a  co?<o,  6sino  les  coordonnées  de  M. 

Les  équations  des  diamètres  conjugués  égaux  sont 

bx  —  £  ay  =  o         (  avec  i  =  ±  i  ). 


(  4:^.  ) 

Les  équation»  «le  !MP  t-i  .Mi^>  -uni 

e  ux  —  hy  —  £  a-  coso  —  b'^  sinç  =  o. 

L'équatiuii  générale  des  droites  passant  par  P  ou  Q  est 

),  (  b.r  —  e  ay  )  -h-  e  ar  -+-  hy  —  e  <^/*  co*  'i  —  /;■'  si n  (p  =  o 

et  ilétoiininons  X  de  façon  que  cette  équation  représente  la 
parallèle  à  MQ  menée  par  F  et  la  parallèle  à  Ml'  menée 
par  Q.  On  trouve 

c- 

et  par  suite  les  équations  de  ces  deux  parallèles  sont  comprises 
dans  la  formule 

ta  l —  T  —  a  C'osc^  1  —  />  [^ y  —  0  sin  çp  1  =  o. 

Leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 

T  =    —- T-  COSO, 

«2  -+-  (j- 

bc-^ 


a^  -  b-^  '■ 

qui  sont  celles  du  point  de  Fréi,Mer  F  relatif  à  M. 

Par  suite,  le  point  L  point  de  rencontre  des  diagonales  du 
parallélogramme  MI'FQ,  satisfait  bien  aux  conditions  de  l'é- 
noncé. 

Autres  sulutiiHis  par  >LNL  \  alkue  Maks  et  J.  Rose. 


2033. 

(  1901;.     p.    i!t. 

Si,  dans    le  trianirle  s/Jtért'que   ABC.  /'an^/e    A  est   de 
grandeur  constante,  et  si  l'on  a 

tan-iAB 

; — -—j^  =  const.. 

tan  g  AL 

on  a  aussi 

/\ 
cos  B 
^  =  const. 

cos  G 

(H.  B.i 


(.  43u  ) 

son  TION 

l'itr  l'N    Vronm;. 
Kcrivnns  les  fonmili-s  foixlniiicntales 

cosa  =  cc»s6  cosc  -+-  sinft  sine  cosA, 
cos/>  =  cosc  cosa  -+-  sin c  sin«  co> B, 
cosc  =  co'»  fi  ctish  ■+-  sina  sin /y  oos  C; 

si  l'on  porte  dans  la  secnniic  d  dans  la  lioisicini'  l'cxincssiuii 
de  cosa  fournie  par  la  première,  on  obtient 

cos/y  sine  —  cosc  «in  f>  cos  A  =  sin  a  cos  B  , 
cosc  sinh  —  cos/>  sine  cosA  =  sina  cosC. 

On  i-n  ciincliit.  •-n  di\i->aiit   iii<-iiilii  r  à  rnciiittie, 

tangc  —  tango  cos  A        cos  B 

lani;/;  —  lnn;;e  cos  \         cos(J 

ce  qui  dciiiontre  la  |ii  ii|io,sition  t'noncce. 
Autres  solutions  «K-  MM.  «Ilyau.  Lktikhce,  J.  Rosk,  Mktai.i. 


OlKSilOV. 

\/  20lo.  Soient  (A,  A'  ),  (  B,  B'),  (  G,  C)  trois  couples  de  semi- 
droites  d'un  même  plan,  les  semi-droites  d'un  im-me  couple 
étant  parallèles  et  de  même  sens.  Les  cycles  inscrits  dans  les 
quatre  triangles  (A,  B.  G),  (A,  B',  G'),  (A',B,  G'),  (A',  B',  G) 
sont  tangents  à  un  même  cycle.  Il  en  est  de  même  des  cycles 
inscrits  dans  les  triangles  (A',  B,  G),  (A,  B',  G),  (A,  B.C'), 
(A-,  B',G'). 

Le  théorème  est  encore  vrai  si  les  semi-droites  «l'un  même 
couple  sont  |)aralleles  et  de  sens  contraires.  On  obtient 
comme  cas  particuliers  de  cette  dernière  proposition  le  tliéo- 
réme  de  Feuerbach  et  le  théorème  suivant  : 

Soient  ABG  un  triangle,  A',  B',  G'  les  milieux  de  ses  côtés. 
Les  cercles  inscrits  dans  les  quatre  triangles  .\'  B'  G',  A  B'  G', 
A'  B  G',  A'  B  G  sont  tangents  à  un  même  cercle. 

La  première  prcqiosition  donne  des  théorèmes  où  inter- 
viennent des  cercles  e\in*criis.  (  R.  B.  ). 


(  43:^  ) 


[P6b] 

siK  LA  GEOMHiKii:  iiK  niiti:(;Ti(»\  nws  i/ksimce 

Pau  m.   h.  BRICARD. 


\.  Jal  inonlrô  dans  im  [H'c'cédoiil  iuliclc  (  '  )  com- 
ment la  géométrie  de  direction  dans  le  jjjan  se 
rallaclie  naturellement  à  la  géométrie  de  l'espace.  En 
particulier,  les  transformations  par  semi-droites  ré- 
ciproques de  Laguerre  dérivent  des  transformations 
homographiques  involutives,  qui  changent  en  lui- 
même  un  cône  du  second  ordre,  ou  bien,  en  modifiant 
légèrement  le  point  de  vue,  des  transformations  invo- 
lutives de  Fespace  qui  n'altèrent  pas  les  longueurs 
d'une  figure  (ces  opérations  sont  la  sjmétrie  par  rap- 
port à  un  point,  par  rapport  à  une  droite  ou  par 
rapport  à  un  plan). 

On  peut  de  même  rattacher  les  transformations 
par  semi-plans  réciproques  de  l'espace,  auxquelles 
Laguerre  a  consacré  une  courte  ^îote  (-),  à  certaines 
transformations  de  l'espace  à  quatre  dimensions.  Je 
me  propose,  dans  le  présent  travail,  de  développer 
cette  indication  que  j'ai  donnée  à  la_  fin  de  mon  pre- 
mier article. 

2.  Je  rappellerai  d'abord  (pielques  définitions  et 
projiositions  relatives  à  la  géométrie  de  direction. 

Une  surface  (qui  n'est  pas  à  un  seul  côté)  partage 
l'espace  en  deux  régions,  et  l'on  peut  donner  arbitrai- 

(')  Aouvelfes  Annales  de  Mathématiques,  1906,  p.  lôg. 
(')  Comptes  rendus,  1881  ;  Œuvres,  t.  II,  p.  604. 

Ann.  de  Matliémat.,  4*  série,  l.  VI.  (Octobre  1906.)  28 


(  ^'^i  ) 

rciMCiit  à  ruiif  (le  (■(•>  it'-^ioii-^  le  doiii  do  i(''^i(in  posi- 
tive, à  laiilie  le  nom  ilf  rt-j^ion  nri^adve  (');  on 
dé.sij;nei'ii  sons  li-  nom  dt-  srnn-siirfid,'  mio  snrfiice 
ainsi  (KWinic 

I';ir  (>\fm|)l»>  un  phin  porto  deux  semi-|iliin-<  ([ne  1  on 
jxiii  ;in|)(ler  o/y^oACA"  cl  ([lie  l'on  doil  regarder  couune 
d(  ii\  scini-siirfaces  dislincles.  Do  même  une  sphère 
porle  deux  semi-sphères  opposées, 

l'our  (pic  deux  senii-snrfaees  se  louchent  en  un 
point,  il  faut  non  seulemeiil  (piellcs  aienl  n)ème  [dan 
langent  en  ce  point,  mais  (jue  les  régions  positives  par 
rapport  aux  deux  semi-surfaces  soient  les  mêmes  dans 
le  voisinage  de  ce  point.  De  là  lésulienl  immédiate- 
ment les  propositions  suivantes  : 

On  ne  peut  mener  à  une  senii-splière  qu'un  semi- 
plan  parallèle  à  un  semi-plan  donné;  il  existe  une 
semi-sphère  et  une  seule  touchant  quatre  semi-plans 
donnés;  il  existe  un  semi-cône  de  révolution  et  un 
seul  touchant  trois  semi-plans  donnés  ;  il  existe  une 
semi-sphère  et  une  seule  inscrite  èi  un  semi-cône  de 
révolution  donné  et  tangetite  èi  un  senii-jdan  donné. 

Ce  fpii  précède  est  extrait  presque  textuellement  de 
la  Note  de  Laguerre.  Je  ferai  encore  les  conventions 
suivantes  :  la  distance  d'un  point  à  un  semi-plan  sera 
considérée  comme  j)Ositive  si  le  point  est  dans  la 
région  positive  par  rapport  au  semi-plan,  et  comme 
négative  dans  le  cas  contraire;  le  ra}on  d'une  semi- 
sphère  sera  considéré  comme  positif  si  la  r<''gion  posi- 
tive par  rapport  à  cette  semi-sphère  en  contient  le 
centre,  et  comme  né'gatif  dans  le  cas  contraire. 


(')  Laguerre  emploie  les  mois  de  rcqion  extérieure,  région  inté- 
rieure; celte  terminologie  peut  donner  lieu  à  des  confusions. 


(  435  ) 
On  \()il  imiiit'(li:ilemL'nl  f|iie  la  cnnditinn  nécessaire 
et  sujjîsanh'  [louv  iju'un  seini-phin  et  une  sr/ni- 
sphère  soient  tiin<rents  est  (jue  la  distance  au  semi- 
plan  du  centre  de  la  semi-sphère  soit  cgale  en 
grandeur  et  en  signe  au  rayon  de  la  semi-sphrre. 

3.  Reprcsentalion  dans  l  étendue  (')  des  semi- 
plans  et  des  semi-sphères.  —  (Considérons  un  plan 
réel,  représenté  en  coordonnées  carlésiennes  reclangu- 
hiires  par  ré(|iialion 

(  I  )  :  -^  -H  ■'; j'  -^  w  c  -+- 1  =  o, 

où  ç,  r,,  "Ç  sont  les  coeflicienls.  Le  plan  (  i)  porte  deux 
semi-plans.  Je  dirai  (jiie  le  premier  a  pour  coordonnées 


■s)  'n  i:  '       V    ■>  'l      ^^  <;    ! 

et  le  second 

Ainsi  à  tout  système  de  nombres  ;,  y,,  I^,  t,  satisl'ai- 
sanl  à  la  relation 

correspond  un  semi-plan  (P^  bien  déterminé. 

Etant  donné  un  semi-plan  (P)  de  coordonnées 
H,  T,,  V,  T,  nous  conviendrons  de  prendie  pour  région 
positive  relative  an  semi-plan  la  région  des  points 
x,y,  z,  tels  que  I  expression 


(')  J'emploierai,  pour  parler  de  l'espace  à  tjualre  iliinensions,  le 
mol  (['étendue,  introduit  par  M.  Joullret  dans  son  Traité  élémen- 
taire de  Géométrie  à  quatre  dimensions  (Paris.  Gaulhicr- 
Villars,  1904). 


(  436  ) 
soit  |Hi>iii\t'.  Imi  Nt'ilii  (le  roltc  («tiivcniiun,  cl  de  relie 
ijtii  il  ('té  laite  plus  liant  rtl.itiv  cnioiit  au  Ni;;iit'  dr  la 
disl.mce  dun  poinl  à  un  sciul-jdan,  l'expression  pré- 
cédente représente  en  grandeur  et  en  signe  la  distance 
au  senii-|)lan  (P)  du  poinl  d\  v,  z. 

Soient  maintenant  )>,  a,  v  les  coordonnées  du  mitre 
d'une  stiiii-spliére  (S),  p  son  rayon  (positif  ou  né-galif). 
Pour  (pie  le  semi-plan  (P)  et  la  seini-splière  (S  )  soient 
tangents,  il  faut  et  il  suffit  cpie  l'on  ait  la  relation 

)-;  -t-  jar,  —  y;  -^  I 

=  p, 


OU 

(3)  ).$-(-  ;xr,  -+-  jZ  —  p-  -h  \  =  o. 

Les  relations  (2)  et  (3)  peuvent  être  interprétées 
dans  l'étendue. 

La  relulion  (2),  si  l'on  considère  ç,  r,,  '^^  -  comme 
coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  l'étendue,  re- 
présente un  liypercône  du  second  degré  [H]. 

Ainsi,  à  tout  semi-plan  (P)  correspond  un  point  ttj  de 
rhvperct')ne  [H].  Je  dirai  que  m  est  le  point  représen- 
tatif du  seiui-plan. 

Considérons  en  second  lieu  r«''(pialion 

).  j"  -t-  a  >-  -t-vc  —  ;-:-t-i  =  o; 

elle  représente  un  espace  linrai/e  (jui  coupe  l'iiyper- 
cône  [H]  suivant  une  quadrifjue  (S).  Je  dirai  que  cet 
espace  et  celle  (jiiadrirpie  sont  représentatifs  de  la 
sphère  (S). 

Ainsi  les  poinls  de  l'hjperccjne  [H]  sont  représenta- 
tifs des  divers  semi-plans  de  l'espace;  les  cjuadriques 
tracées  sur  cet  Inperccjne  sont  représentatives  des  di- 
verses senji-sphères. 


(  4.^7  ) 
L'(''(]ualion   (3)   admet  dès  lors  cette  interprétation 
immédiate  : 

Pour  (fil' un  S('/)ii-p////i  lourlw  une  sr/fti-s/f/ière,  il 
faut  et  il  sufjit  (jue  le  point  représentatif  du  pre- 
mier soit  sur  1(1  quadritjuc  représentative  de  la  se- 
conde. 

Faisons  encore  les  remarques  évidenles  (jiie  voici  : 

Les  deux  semi-j)lan  s  portés  par  le  plan  de  l'injlni 
ont  leurs  points  représentatifs  confondus  au  som- 
met O  de  [II]. 

Des  semi-plans pa/allèles  ont  leurs  j>oints  repré- 
sentatifs sur  une  même  génératrice  de  [H].  La 
correspondance  entre  les  semi-points  et  les  plans  est 
homo  graphique. 

Les  divers  semi-plans  tangents  à  un  même  semi- 
cône  de  révolution  (F)  ont  leurs  points  représentatifs 
distribués  sur  une  même  conique  C  tracée  sur  [11]. 
Réciproquement,  à  toute  conique  tracée  sur  [H]  cor- 
respond un  semi-cône  de  révolution.  La  correspon- 
dance entre  un  semi-plan  mobile  qui  enveloppe  (F) 
et  son  point  représentatif  qui  décrit  G  est  homo- 
graphique. 

La  première  partie  de  ce  dernier  énoncé  résulte  de 
ce  que  les  semi-plans  en  question  sont  tangents  à  une 
infinité  de  sphères.  Leurs  points  représentatifs  appar- 
tiennent donc  à  une  infinité  d'espaces  linéaires  et  par 
conséquent  à  un  plan.  Ils  sont  donc  répartis  sur  l'in- 
tersection de  ce  plan  et  de  [H],  c'est-à-dire  sur  une 
conique. 

Quant  à  la  seconde  partie,  elle  résulte  immédiate- 
ment de  ce  que  la  correspondance  entre  le  point  et  le 
semi-plan  est  univotpie. 


(  4:^8  ) 

i.  'l'iiinsfniniiitions  /ioiH(>i:r>//)/iir^t/rs  i/n'o/uti\'es 
t/r  l' liy/n'icûne  |  Il  |  '//  liii-nirinr .  —  Les  liansforma- 
liDiis  |ioin();;r:i|)lii(|iii-^  de  It-lendiu'  soiil  en  uotnhrc  x'-'. 
Un  li\  |>crri"nic  )iii  mcoihI  (l('<;r(''  (IrpciuiaDl  do  \'.\  pa- 
ramrlrr-.,  (cllcs  df  ces  IraDsdn  iiiatioii-^  i|iii  clian^riil 
fil  lui-iucmi'  rii\  |»crcnii('  [H]  soiil  au  iioiidx'c  de 
X -*-'■''—-  y: '' .  A  cliariine  tic  ces  lraii>lbrmalioiis  cor- 
respond une  transloi  nialion  de  conlacl  de  l'espace  f|iii 
change  les  semi-plans  en  s(Miii-|dans  cl  les  seini-splières 
en  scini-splières.  .Je  dirai  pins  loin  nn  mol  de  ces  Irans- 
iormalions  gf-ncralcs.  Nous  ferons  ici  une  élude  ap|)r(»- 
londie  tic  celles  qui  présenicnl  nn  cai-aclcic  iti\  ni iittf. 

Toulc  IranslornialKMi  in\olnli\t;  de  r/lciidur  appai- 
licnt,  c(jmme  on  le  sait  el  comme  il  es!  aisi-  de  !<•  di';- 
niontrer,  à  l'un  des  deux  Ivpcs  suivants  : 

1"  /y/ionidlogii'  ccnirdlc  îfH'olutive,  dclinie  par  nn 
jioinl  r,  le  centre  de  Tliomologie  el  un  espace  li- 
néaire [E|,  C espace-base  de  l'Iiomologic  ;  m  élanl  un 
point  (pMdcorupie  d<;  l'clenduc,  riiomoloi;ie  centrale 
involulivc  lui  fait  correspondre  le  |)oinl  ///'  construit 
de  la  façon  suivante  :  (  )n  joint  It  point  ///  an  centrée; 
la  droite  cm  rencontre  [E]  en  nn  |)oint  '}.,  el  I  (ui 
t:onslrnil  le  point  ///'.  conpii^Mié  liarinoiiKpie  de  ///  p;ir 
ra|)port  an  seginenl  >').. 

2"  L' liniiinlogie  axiale  irnoluliK'e^  délinie  jjai-  une 
droite  IJ  c-t  un  plan  (^P)  tpii  sont  respeclivemenl  la 
droite-axe  et  \it  plan-axe  de  i'homologie.  Au  point/// 
riiomologie  axiale  involutive  fait  correspondre  le 
jioinl  ///'  »)bleim  de  la  (acon  suivante  :  (Jn  construit 
la  droite  nnitjuc  pa>saiit  par  le  point  m  el  (jui  rencontre 
D   cl  \y )  ('^,  resjiectivement  aux   points   ia  el   u.'.  Le 


(')    Celle  droite  est  l'intcrseclion  du  plan  délcrmin»-  par  m  et  D 
el  de  l'espace  déleriiiinc  par  m  cl  (!')■ 


(  4.^9  ) 
point  ///  (Si  le  c()iijiij;iié  liarinoni(juc  de  m  |)ar  rapport 
au  seginciii  a 'x'. 

Pour-  (iniiiK"  Iriinsloiiiialioii  de  \,\  prcrnii'ic  on  de  la 
second»?  cspùcr  Iraiisfornu-  en  lni-nièni(;  riiyporcône  |  M  ], 
il  laiil  qne  le  sommel  de  cet  liypcrconc  soil  un  point 
douMi;  de  la  transformation.  Or  les  points  doubles  de 
la  transformation  sont,  dans  le  cas  de  l'homologie  cen- 
trale, le  centre  et  Ions  les  |)()ints  de  l'espace-base  ;  dans 
le  cas  de  riiomoloj;ic  axiale,  tous  les  points  de  la 
droite-axe  et  tous  les  points  du  plan-axe.  On  se  trouve 
ainsi  en  présence  de  quatre  cas  possibles,  dont  l'examen 
conduit  aisément  aux  conclusions  suivantes  : 

Il  existe  quatre  espèces  de  transformations  liomo- 
graphiques  involulives,  qui  transforment  en  lui-même 
un  hvpercône  du  second  dej;ré  [H].  Ce  sont  respec- 
tivement : 

a.  Une  homologie  centrale  imolutive,  dont  le 
centre  est  le  sommet  de  l'bvpercône,  l'espace-base 
étant  quelconque  ; 

b.  Une  homologie  centrale  ùnoluliie,  dont  le 
centre  est  un  point  quelconque  de  IV-tendue,  et  l'es- 
pace-base, l'espace  polaire  de  ce  point  par  rapport  à 
riivpcrcône  ; 

c.  Une  honiologie  axiale  involutiKe,  dont  la  droile- 
axe  est  une  droite  quelconque  de  l'étendue,  et  dont  le 
plan-axe  est  le  plan  conjugué  de  celte  droite  par  rap- 
port à  l'hypercône  ; 

il.  Une  homologie  axiale  involf/ti^e,  dont  le  plan- 
axe  est  un  plan  (pielconque  de  retendue,  et  la  droite- 
axe,  la  droite  conjuguée  de  ce  plan  |)ar  rapport  à  l'iiv- 
percône  (  '  ). 

(' )  Le  lecteur,  non  familiarise  avec  les  conceptions  de  la  géomé- 


(  i  i^'  ) 

I),!!!^  I  I  Icmliic,  un  point  <t  nii  es|)acc  tl(|)i'ncl<'nl 
i  liiiciin  lie  (jiialir  pitranirlros,  iinr  ilroite  <'l  un  phin 
(li''j)«'n»icnl  chacun  de  six  parainclrcs  (').  On  en  conclut 
(/ne  1rs  Iransfarniatians  (d)  et  (b)  dr (tendent  de 
ijitdi rr  piiiuiniètres  et  les  t rdiisfinnuitions  (o)  et  [d) 
de  si'j-  fiti/dniètres. 

5.  Transformations  par  semi-plans  réciproques. 
—  Les  {|ualrc  Iransfornijilions  («),  (/;),  (c),  {d),  de 
riiypcrcone  [H]  en  lui  même  sont  représenlalives  de 
«[ualrc  ttansfoi'Dialions  de  l'espace,  associant  un  semi- 
plan  à  un  seini-j)lan,  et  (jui  seront  dites  transforma- 
tions par  senti-plans  réciproques.  Je  les  appellerai 
respectivement  (a),  (^|j),  (v),  lo), 

Irie  à  quatre  dimensions,  coinprcndr;i  faciieincnl,  je  pense,  le  sens 
des  expressions  employées  dans  ic  texte,  sans  que  de  longues  ex- 
plications soient  nécessaires  :  bêlant  donnée  une  liyperquadrique, 
représentée  par  l'équation  homogène  du  second  degré  <t  cinq  va- 
riables 

f{x,y,  z,  l,  u)  =  ». 

l'espace  /lolairc  du  point  x^,  _>'„,  z„,  /„.  u^  par  ra[>porl  à  riijper(|ua- 
driquc  est  l'espace  ayant  pour  équation 


m.-m/- 


Si  un  pipjnl  décrit  une  droite,  son  espace  polaii-c  tourne  autour 
d'un  plan  qui  est  le  //laii  conjugué  de  la  droite  par  rapport  à  l'Iiv- 
pt  rquadrique.  De  même,  si  un  point  décrit  un  plan,  etc. 

Si  riiypcrquadriquc  se  réduit  à  un  liypercone,  l'espace  polaire 
d'un  [loint  (|uelconque,  le  plan  conjugué  d'une  dmitc  quelconque, 
la  droite  conjuguée  d'un  |ii.iii  qui-iconquc  roiitictiiicnl  le  sommet 
de  l'Iiypercône. 

Les  points  et  leurs  espaces  polaires,  les  droites  et  les  plans  con- 
jugués donnent  lieu  à  des  théorèmes  que  l'on  établit  aisément  en 
se  guidant  sur  les  théorèmes  analogues  et  bien  connus  de  la  géo- 
métrie plane  cl  de  la  géométrie  de  l'espace. 

M)  En  effet,  une  droite  est  définie  par  les  deux  points  où  clic 
rencontre  deux  espaces  donnés  (!l-j-3=  G  paramètres);  un  plan  est 
corrélatif  d'une  <lroite  cl  dépend  du  même   nombre  de  paramètres. 


(  vu  ) 

Toutes  ces  lr;in.sfi)nnalions  joiiisscnl  (TutH;  iiu'-mc 
propriété  :  à  des  semi-plans  lan};ent.s  i\  une  même 
semi-sphère,  elles  font  correspondre  des  semi-[)lans 
tangents  à  une  même  semi-sphère.  Autrement  (lit,^'//r.î 
changent  les  sc/ni-s/i/iè/rs  en  scini-splirres.  (>ela 
résulte  immédiatement  de  ce  que  les  transformations 
(a),  (^),  (c),  (f/),  étant  homographiques,  changent 
une  quadrique  tracée  sur  [H]  en  une  autre  quadrique. 

Il  faut  maintenant  chercher  à  définir  (a),  (^),  (y),  (2), 
en  l'estant  dans  l'espace  ordinaire.  C'est  ce  que  je  vais 
faire  successivement  pour  chacune  de  ces  transfor- 
mations. 

6.  Transformation  (a).  —  Dans  la  transforma- 
lion  (a),  deux  points  correspondants  sont  sur  une 
même  génératrice  de  [H].  Donc,  dans  la  transforma- 
lion  (a),  deux  semi-plans  réciproques  sont  parallèles. 

En  second  lieu,  il  existe,  dans  la  transformation  («), 
une  infinité  de  points  cpii  se  correspondent  à  eux- 
mêmes  :  ce  sont  les  points  de  la  (juadrique  (Sq),  inter- 
section de  [H]  et  de  l'espace-base  de  Thomologie.  Il 
existe  donc  dans  la  transformation  (a)  une  semi- 
sphère  (Sq)  qui  se  correspond  à  elle-même. 

Soient  enfin  p  et  p'  deux  points  de  [H],  se  corres- 
pondant dans  la  transformation  (a),  p^  le  point  où  pp' 
rencontre  l'espace-base  de  l'homologie,  c'est-à-dire  la 
([uadrique  (So).  Si  O  est  le  sommet  de  [H],  les  points 
p  el  p'  divisent  harmoniquement  le  segment  O  po-  On 
peut  donc  énoncer  le  résultat  suivant,  en  tenant  compte 
des  deux  remarques  faites  à  la  fin  du  n"  3  :  Soient  (H) 
et  (n')  deux  semi-plans  réciprocjues  dans  la  transfor- 
mation (a),  (Ilo),  le  semi-plan,  parallèle  à  (FI)  el  à  (11'), 
qui  touche  la  semi-sphère  (So);  les  plans  (H)  el  (II') 
sont  équidislants  du  plan  (FTo). 


(  44v-  ) 

Eli  raisoiiiiaiil  conmic  (lim«>  iiioii  |irfiiiit'r  ailicle 
[\).  i(>7),  on  rccKimaîl  «jik;  la  traiisloniiiition  (a)  n'est 
autre  chose  <|iie  la  eunihinaiooi)  ddiie  liaiisformalion 
j)arall«''le  et  d  iiiu-  svniétrie  par  rapport  à  un  p(uiit  : 
ctiint  iloiuii'  un  sfmi-[>htti  (II).  on  construit  le 
ftlan  (II,),  jKiiiilh'h'  à  (IIj,  situé  a  unr  ilistitnce 
donnée  et  d'un  côté  donné  de  ce  semi-plan,  puis  le 
senii-phm  (H),  sy/nél/ir/ue  de  (II,)  par  rapport  à 
un  point  fixe  to  et  orienté  comme  le  semi-plan  '  II). 

7.  Transformation  (|j).  —  Dans  la  trau>l'oiiua- 
lion  {If),  deux  points  correspondants  p  et  p  de 
riivpercone  sont  en  iigrie  droite  avec  le  centre  de 
riionioloy;ie.  Si  ilonc  on  désigne  par  (ç,  r,,  i!^,  t  i, 
{\\  r/,  ;',  t'),  (;„,  r.o,  't^,,  t^)  les  coor<loutiées  respec- 
tives des  points  p^  p',  />^,  on  peut  lrou\<i  deux 
nombres  A  et  u  tels  (lue  l'on  ait  les  relations 


A;  ^  lA 

=  $0, 

Àr,  -4-  ijLr/ 

=    ''^lO) 

K  +  < 

r 

—  SOI 

AT  ^  ht' 

=  'o» 

À  -^  |X 

=  I. 

Mais  les  trois  pieinières  et  la  cirupiiènie  de  ces  i-eia- 
lioiis  peuvoiil  s"inter|)réter  ainsi  :  les  trois  plans  avant 
pour  éijuations  dans  l'espace  ordinaire 

tj--4-  T.J-  -+-  ^C   -4-1  =0, 

$'x-(-  r/^H-  ;'^  -+- 1  =  o, 
îo-'"  -^  f,oy  -^  !lo  5  —  I  =  o 

passent  j)ar  une  inèuu.'  droit*-.    i)one  : 

Ih-u.r  srnii-plans  (  II  j  et  (Hj,  réciprot/urs  dans  la 
transformation  (jii"),  se  coupent  sui^r/nt  une  droite 
appf/rtenant  à  un  plan  //.r^MlIo)- 


(  413  ) 

Soient  «'Il  oiilrc  sur  [H]  deux  [toiMl-.  (|iiol((ji)(|iics 
p  él  /J|.  cl  les  (Jeux  points  //  cl  //,  (|ui  N'ur  corres- 
ponilcnl  lospecli veinent  dans  la  Iransfoiinalion  {h). 
Les  quatre  |)oinls  p^  /;,  ,/>',  ji\  scjnt  (laM>  un  même  plan, 
puisque  les  droites  pp'  et  p\p\  sont  concourantes. 
Les  semi-plans  concourants  de  l'espace  (fl),  (II,), 
(II'),  (II,)  sont  donc  tangents  à  uu  même  semi-cône 
de  révolution  (n"  i). 

L'analyse  précédente  permet  (rc-noncer  le  résultat 
suivant  : 

Une  transformation  (^j)  est  définie  par  an  plan 
fixe  (Hq)  et  par  un  couple  donné  de  semi-plans 
réciproques  (fl)  et  (II'),  se  coupant  suivant  une 
droite  du  plan  (Ho).  5"^' (II,)  est  un  semi-plan  quel- 
conque, on  obtiendra  comme  il  suit  son  semi-plan 
réciproque  :  on  construira  le  semi-cône  de  révolu- 
tion tangent  à  (II),  (II')  et  (0,),  et  par  la  droite 
commune  à  (0,)  et  à  (IIq)  o«  mènera  le  second 
semi-plan  tangent  au  semi-cône.  Ce  sera  le  semi- 
plan  (IT)  cherché. 

On  voit  bien  qu'une  transformation  (|i)  dépend  de 
quatre  paramètres. 

La  transformation  (^)  est  la  seule  qu'ait  définie 
Laguerre  dans  la  Note  rappelée  plus  haut.  Elle  fait 
l'objet  d'une  étude  approfondie  dans  la  Théorie  des 
surfaces  de  M.  Darboux  (t.  l,  p.  aM  et  suiv.). 

8.  Transformation  (y).  —  Les  points  de  IMivper- 
cone  [H]  qui  se  corres|)ondent  à  eux-mêmes  dans 
l'homologie  axiale  involutive  (c)  sont  le  sommet  O  de 
cet  hjpercone  et  les  deux  points/;,  et /Jo  où  la  droite- 
axe'  de  celte  homologie  le  rencontre.  Soient  mainte- 
nant  p  et  p'  deux   points   de   [H],    se   correspondant 


(  l\\  ) 

(l.iiis  la  iiicinr  ll•.ln■^l()I•lllall(l^.  I'iiis(|iii'  le»  ilniilcs  pp 
*'l  P\l>i  ^t'  H'iicdiilri'Ul,  It's  i|iKili-(j  points  /y,  />  ,  J>\-  l>i 
Muut  dans  un  inruic  plan  cl  a|)parlifnnonl  à  la  conitpi*-  <  1, 
inlerseclion  de  ce  plan  t-t  de  [HJ.  Soil  en  outre  ///  Ir 
point  d'inlersertion  du  mémo  plan  et  du  plau-a\e  d<; 
riiomolof^ie  (c),  |)lan  qui,  on  se  le  rappelle,  est  le  plan 
c(iii)iij;u(''  par  rapport  à  [11]  de  la  droilc-axe  p\pi'  Le 
point  ///  e>l  le  p»Me  (\v  p^p,^  par  lapport  à  la  conique  C  ('); 
mais  le  point  m  appartient  à  la  droite  pp\  puiscpie 
celle  droite  dt»it  rencontrer  le  j)lan-axe  de  l'iionudogie. 
Par  conséquent,  les  points  p  et  p'  sont  conjugués 
harmoniques  sur  la  coni(jue  C  par  rap|)orl  aux  points 
/'.  el/;a. 

Aux  points/?,  p\  />,,  pi  correspondent  quatre  semi- 
plans  tangents  à  un  même  semi-cône  d«;  révolulif)n,  et 
les  deux  premiers  sont  conjugués  harmoni(|ues  [.ar 
rapport  aux  deux  derniers.  JN'ous  pouvons  donc  for- 
muler les  conclusions  suivantes  : 

La  Iransfornialion  {^'■')  est  définie  par  deux  senu- 
plans  (n,)  et  {{{2)  qui  se  correspondent  à  eux- 
mêmes;  ce  sont  les  semi-plans  doubles  de  la  trans- 
formation. Pour  ai'oir  le  semi-plan  rtciprof/ue 
d'un  semi-plan  (n).  on  procédera  de  la  façon  sui- 
\ante  :  on  lonstruira  le  semi-cône  de  révolution 
tangent  à  (II),  (FI,)  et  (ll^)-,  pi' is  le  semi-plan  (H'), 
tangent  à  ce  semi-cône  et  conjugué  harmonique  de 
(II)  par  rapport  c/  (II,)  e/  (Hj).  (II')  est  le  semi-plan 
cherché. 


(  ')  Kn  vcrlu  de  ce  llicorèmc  :  Si  dans  l'étendue  un  plan  tourne 
autour  d'une  droite,  le  pôle  de  cette  droite  par  rapport  à  la 
conitjue  d'intersection  du  plan  et  d'une  hyperquadrique  fixe  dé- 
crit le  plan  conjugué  de  la  droite  par  rapport  à  l'hyperqua- 
drir/ue. 


(  i^>  ) 

(  )ii  pciil  {\\n-  encore  (|iie  le  plan  i|ui  eunlienl  l(;s 
génératrices  de  conlacl  des  plans  (H)  cl  (II')  conlient 
aussi  la  droite  commune  aux  plans  (H,)  et  (Ha). 

La  Iranslorniation  (y),  (jélinic  par  deux  semi-plans 
arbitraires,  dépend  de  six  |)aramèlres. 

1).  fransfoi  niddoii  [Z).  —  Les  points  de  Ihvpcr- 
conc  [H]  (jui  se  correspondent  à  eux-mêmes  dans 
l'homologie  axiale  involutive  {d)  sont  le  sommet  O  et 
tous  les  points  de  la  conique  C,  intersection  de  l'hj- 
percùne  et  du  plan-hase  de  l'homologie. 

Soient  p  et  p'  deux  points  correspondants  quel- 
coMf|ues  dans  l'homologie  {d).  Ces  deux  points  et  le 
plan  de  la  conique  (^  sont  dans  wn  même  espace 
linéaire  [E],  puisque  la  droite  pp'  rencontre  le  plan 
dont  il  s'agit.  Autrement  dit,  les  deux  points  /?,  p'  et 
laconique  C  appartiennent  à  une  même  quadricpie  (S), 
intersection  de  [H]  et  de  [E].  Soit  maintenant  m  le 
point  d'intersection  de  [E]  et  de  la  droite-axe  de  l'ho- 
mologie. Le  point  m  est  sur  la  droite  pp' .,  puisque 
cette  droite  doit  rencontrer  la  droite-axe;  d'autre  part, 
le  point  ni  est  le  pôle  par  rapport  à  (S)  du  plan  de  la 
conique  G  (').  Ainsi  la  droite  pp'  passe  par  le  pôle  du 
plan  de  la  conique  C  par  rapport  à  la  quadrique  (S). 

On  peut  dire  aussi  que,  si  D  est  une  conique  quel- 
conque tracée  sur  (S)  et  passant  par/>  et  />',  les  deux 
points/)  et/?'  sont  conjugués  harmoni(|ues,  sur  D,  par 
rapport  aux  deux  points  communs  à  C  et  à  D. 

Interprétons  ces  résultats  dans  l'espace  :  à  la  co- 
nique C  correspond  un  semi-cone  de  révolution  {V)\ 

(')  En  vertu  de  ce  tlicorènn-  :  ^j  un  espace  linéaire  tourne 
autour  d'un  plan,  son  pôle  par  rapport  à  une  hyperquailrique 
décrit  la  droite  conjuguée  du  plan  par  rapport  à  cette  hyper- 
quadrit/ue. 


(  i1<>  ) 

si  (n)  el  (n)  sont  iK'iix  >(iiii-|i|yii^  i  t''(i|>ii>(|iK>  dans  lu 
Il  iiii>f(tnii;ilii)n  (o),  il  cxislc  une  s«'nii->-|.lit''re  (S)  lan- 
gcnlc  il  (in,  (II')  <'t  iiiscrile  un  scnii-cônc  i  T  .  Kiifin,  si 
l'on  imagino  un  soini-ci'inc  (!«•  rcvolulion  (A)  circoii- 
scril  à  (S)  fl  liiiim'Ml  à  (lli  l'i  à  (II"),  i-cs  deux  senii- 
plans  sont,  relntivemenl  au  senii-cono  (A),  conjujinrs 
harnioni(jnes  par  rappurt  .uix  scnii-plans  lan^'cnls 
communs  à  (V)  cl  à  (A  i. 

(  )u  en  coucliil  (|uc  tlli  cl  (II')  se  coupciil  mm*  le 
plan  (lu  cercle  «l(.'  eoiiliicl  de  (  \)  el  de  (  ï!  ),  ci  l'du  par- 
vienl  au  résultai  suivani  : 

/.'■/  tnuisfofination  (o)  esl  tli'luiic  par  un  sc/ni- 
cône  (le  reKoliition  fixe  {V).  Pour  cn/isfri/i/r  h- 
semi-plnn  n'ciprixiue  <Vun  srmi-phin  donné  (II),  on 
conslvuira  la  icnii-s/j/trre  [ï.)  insfiitf  à  (F)  et  tan- 
gente à  (n  );  piiix,  par  la  droite  eommune  à  (H)  el 
an  plan  du  ii-rrir  île  c<aitart  'le  (T)  et  île  (S),  on 
mènera  le  seeonil  senu'-pla/i  ((dirent  à  (Si.  C'est  le 
semi-plan  cherché  (H). 

On  voil  aussi  que  les  points  de  conlacl  de  (II)  el 
de  (II')  sont  ali<;nés  sur  le  sommet  de  (F). 

La  lran>f»)rmalion  (o>,  flcdnie  j»ar  un  serni-(i')nc  «h; 
r<'\ oliilion,  dépend  de  six  parainèlres. 

10.  Autre  point  de  l'ue.  —  (Jpérons  sur  I  Inper- 
c»')ue  [HJ  une  Iranslormalion  par  polaires  n'-eipro<jucs, 
de  manière  à  transformer  cet  lijjjcrcône  dans  la  sphère 
imaginaire  de  l  infini,  dont  l'érpiation  langenlielle 
est 

,/î  _  çi  -^  ,r2  —  /»î  H-  /.-•  =  (). 

Nous  pourrons  dire  <pie  toutes  les  transformations 
|)ar  semi-plans  ri''eipro<|ues  représcnicnl  dans  l'espace 
lc>  tra nsjnrnialtuns  hnnio'^ra phiijufs  in\  <duti\  es  de 


(  H;  ) 
l'étendue,   qui  conservent  la  sphère  ima^iiuiirr  de 
l'infini. 

Je  dôsif^nerai  ces  transformations,  corrélatives  des 
transformations  («),  (^),  (c),  (<:/),  respeclivcnionl  par 
(rt'),  (^'),  (c'),  (f/').  Il  est  facile  de  les  délinir  direcle- 
nienl.  Ainsi  la  transformation  («)  est  une  hoinologie 
centrale  involulive  dont  le  centre  est  le  sommet  de 
l'hjpercone  [H];  («')  est  donc  aussi  une  hortiologie 
centrale  involutivc,  ayant  pour  espace-base  l'espace 
de  l'infini,  c'est-à-dire  une  symétrie  par  rapport  à  un 
point.  La  transformation  {b)  est  une  homologie  cen- 
trale involulive,  dont  l'cspace-base  est  l'espace  polaire 
du  centre  de  riioniologie  par  rapport  à  [H];  (6')  est 
donc  une  homologie  centrale  involutive,  dont  le  centre 
est  rejeté  à  l'infini  perpendiculairement  à  l'espace-base, 
c'est-à-dire  une  symétrie  par  rapport  à  un  espace  li- 
néaire. La  transformation  (c)  est  une  homologie  axiale 
involutive,  dont  le  plan-axe  est  le  plan  polaire  de  la 
droite-axe  par  rapport  à  [II]  ;  (c')  est  donc  une  homo- 
logie axiale  involulive,  dont  la  droile-axe  est  rejetée  à 
l'infini  perpendiculairement  au  plan-axe,  c'est-à-dire 
une  symétrie  par  rapport  à  un  plan.  Enfin,  la  Irans- 
forniaiion  [d')  est  une  symétrie  par  rapport  à  une 
droite. 

Les  quatre  transformations  (rt'),  (^'),  (c'),  {d')  sont 
les  similitudes  involulives  de  l'étendue.  On  voit  donc, 
en  résumé,  que  : 

Les  transformations  (a),  (6),  (c),  (d)  peui'ent  être 
considérées  comme  représentant  dans  l'espace  les 
similitudes  involutiics  de  l'étendue  (c'est-à-dire  les 
opérations  qui  transjorment  une  Jii^ure  en  une 
figure  semblable,  et  qui,  deux  fois  répétées,  ra- 
mènent la  figure  en   coïncidence  avec  elle-même). 


(  44.^  ) 

Les  tr<insj'iiini(it{(ins  (</),  (^),  (c),  {d)  conmjionilcnt 
iiux  symétries  ilf  Irtendiie,  rcsfiectn'cnti'ni  /mr  vdji- 
l>orl  à  u/i  point ,  à  un  espace  linéaife,  à  un  pUui  et 
à   une  droite. 

Ainsi  qii.'  je  lai  riijtjx'l»'-  ;"i  la  lin  de  mon  promicM"  ar- 
ticle, M.  Hiili  11  avait  déjà  rallaclii'  la  tian^loiiiiiiiKtii  (h) 
à  la  synu-tiif  par  ra|)[)oit  à  un  espace  linéaire  ('). 

On  voit  (|iie,  |)lns  généralcnicnl,  les  simililndes  de 
l'étendue  (ont  connaître  les  translormalions  de  l'espace 
(non  iiivoliili ves  en  général)  (jui  associciil  un  semi- 
plan  à  un  semi-plan  et  une  semi-splière  à  une  S(Mni- 
splière.  La  Iransfornialion  la  plus  générale  de  cette 
nature  dépend,  comme  je  lai  dit  jilus  iiaut,  de  onze 
paramètres. 

Le  groupe  ainsi  (constitué  pourrait  donner  lien  à  des 
recherclies  d'un  certain  intérêt  :  on  clierclierait,  par 
exemple,  à  définir  le  sous-groupe  des  transformations 
(à  dix  paramètres)  qui  correspondent  aux  de/ddce- 
ments  dans  létendue;  on  définirait  aussi  les  sous- 
groupes  finis  ou  non  qui  correspondent  aux  sous- 
groupes  de  déplacements  (groupes  de  rotations  aiitoui 
do  droites  ou  de  plans  concourants,  groupe  des  po- 
lyèdres réguliers  de  l'étendue).  Je  laisserai  complète- 
ment de  côté  les  questions  de  cette  naliii-e. 

11.  Une  transformation  par  semi-plans  réciproijues 
étant  une  transformation  de  contact,  il  est  important 

de  résiiiidir   le   |)r(»l)ième   suivant  : 

Const mire  l'elenu-nt  de  contact  corresjKindant  a 
un  élément  'le  contact  donné.  Autrenient  dit,  soient 
(II)  un  semi-j)lan,  (11')  le  semi-plan  réciproque  dans 

(')  liultetin  ili  s  Sciences  ritii(/irrii<i/ii/ucs,  içi'iti,  p.  19. 


(  \\\)  ) 

l'it/if  (tes  lidiisfoniKitions  (a),  (|j),  (v),  (o).  On 
tlonnr  U-  poini  a  où  (FI)  limchr  une  surface  donnée. 
Conslruii e  (c  pdint  <j.'  m)  If  plan  (FI')  toiulir  la  sur- 
face rèciprotinc  de  la  ineinière. 

J'élaMirai,  en  premier  lieu,  une  projxtsitiou  qui  s'ap- 
plicpie  à  chacune  des  liansfonnalions  (a),  (jj),  <^v),  (o). 

Si  le  point  ul  varie  dans  le  senii-|)lan  (n),le  j)oinl  'jl' 
varie  en  même  temps  dans  le  semi-plan  (11').  Cher- 
chons la  nature  de  la  correspondance  qui  relie  les 
points  tx  et  [x'. 

Il  est  tout  d'abord  évident  que  cette  correspondance 
est  algébrique  et  rationnelle.  Remarquons  en  second 
lieu  que,  si  le  semi-plan  (H)  varie  en  enveloppant  une 
développable,  il  en  est  de  même  du  semi-plan  (H'),  et  les 
caractéristiques  des  deux  semi-plans  se  correspondent 
évidemment.  Autrement  dit,  si  le  point  u  se  déplace 
dans  le  semi-plan  (II)  sur  une  droite,  il  en  est  de 
même  pour  le  point  \j1  dans  le  setni-plan  (FI').  On  en 
conclut  que  la  correspondance  entre  les  points  'jl  et  ix' 
est  homo graphique . 

En  outre,  si  le  point  ul  décrit  un  cercle  dans  le  semi- 
plan  (n),  le  point  a'  décrit  aussi  iir)  cercle  dans  le 
semi-plan  (H').  En  effet,  un  cercle  j)eut  être  caractérisé 
comme  étant,  de  deux  manières  dillérentes,  enveloppe 
d'une  famille  de  sphères  :  les  sphères  de  l'une  des 
familles  sont  celles  qui  passent  par  le  cercle,  les 
autres  sont  les  sphères-points  dont  le  lieu  est  ce  même 
cercle.  L'une  (|uelconque  des  transformations  que 
nous  considérons  fait  donc  correspondre  à  un  cercle 
une  surface  enveloppe  de  sphères  de  deux  manières 
difTérentes,  c'esl-à-dire  une  cvclide  de  Dupin.  Donc, 
quand  le  poinl  'j.  décrit  un  cercle  dans  (II),  le  point  'x' 
décrit  la  courbe  de  contact  de  (FI")  et  d'une  cjciide  de 
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(  45o  ) 

l)ii|iii).  l  ne  ulli;  iH)iiil)0  t'sl  m^cfssairfriHiil  un  ccicle, 
comme  il  <'«<l  hion   cdiimi. 

<  )||  \iiil  donc  (|ii  il  (•\i>l('  ciitic  les  piiiiilN  ■;.  cl  'i 
une  coii'onomlaiice  lMim(>^r:i|)liii|iic,  telle  (iii  ,i  un 
cercle  (|nelcoM(|ne  dt-cnl  |);ir  le  [loinl  |jl  c^^^e^|)()nll  un 
cercle  :  celle  c(»rres[i(inil;inie  e-^l  «l'inc  wuc  siniilit  loh;  ; 
enfin,  en  raison  <lii  <;aracl«"Tc  invnlniil  des  Iransloirna- 
lions  con.sKii'Tc'cs,  le  rappoil  /.  <|iii  dcfinil  celle  simi- 
litude doit  satisfaire  à  la  i-elalion 

Aî=l.  (l'oil  /.=±i. 

Ainsi  la  siinililiide  dont  il  sa:;il  esl  une  ('j^aliK'  iltrcrlc 
on  inverse  (  '  ). 

l'.n  i<''suiii(''.  I('S  /'(iints  de  rontact  du  scm i-fdiin  {  Il  ) 
in  ce  diverses  sur/aces  et  les  points  de  contact  du 
semi-pian  (  II'  i  a^ee  les  sur/aies  f/ui  cnrrespDn/ie/it 
an./  jtreniières,  datis  l'une  tjueleninitie  des  t/a/is- 
fniniations  (a),  (jiJ),  (y),  (o),  forment  drs  fi:: lires 
directement  on  inversement  égales  (2). 

(]ela  ctal)li,  alutrdons  le  prohiènie  posé  siicc<'ssi\o- 
menl  pour  cliaciine  des  ini.ilre  I  ran>fn!-iiial  ions. 

i"  l'ransjDiinat  Km  (a).  —  Les  considérai  ion>>  les 
pins  simples  cundui>enl  iiiiiiieilialeinenl  à  la  solution  : 
on  conslrnil  dans  le  semi-plan  (II,)  le  point  ;.,,  I<'l 
<jne  'l'Xy  s<»it  perpendiculaire  à  (II)  cl  (II,):  pui.s  on 
con-.liuil  dans  le  semi-plan  i  II  i  le  point  jo.',  svmétri(jue 
du   point   y.,   pal    rapport  >hi   point  (■). 

On    voil    ainsi    <|ue,    dans   le    cas   de    la    Iraii^rorma- 


(')  Comme  il  î'iigit  ili;  (imiirs  tracées  iltiiisiles  |iliiii>  orieiili-s,  les 
mots  en  ilalii|iie  oui  un  sens. 

C)  Les  ligures  f<innérs  par  les  |Miints  île  ronl.nt  ««(iiil  srriilt-iiienl 
seinltlalilcx,  i-X  non  |iliis  ('■•;,-iles,  si  i'»»ii  eoiisidenr  les  transforiii. liions 
géiiériiies  dont    il   esl  dil  un    mol  .1   la   lin  du   11"    10. 


(  4^1  ) 

lion    (a),    les    poiiils   'x    et    |a,    ('(li^ciKlrcnl    des    (i;,'iirc'S 
directcinon t  ridules . 

•>."  Transformalion  (|i).  —  (^oiislruiscMis  la  .siiiii- 
splirre  (S),  tan<;onlc  à  (FI)  en  <x^  el  lanj^enle  à  (II'). 
Celle  seini-S|tliri  (•  se  corTcsiiond  évidriiimciil  ;"i  clh;- 
luème  par  la  I  laiisfonnalion  (^[j)  [  |)iiis{|iic,  si  clic 
louclie  un  semi-plan  cpielconipie  (II,),  elle  louelie 
aussi  le  scnii-|)lat)  K'cipnxpie  (FI,)].  Son  point  de 
conlacl  avec  (II')  est  donc  le  point  a'  clierehé. 

On  voil  (pie  le  poinl  a'  est  la  position  prise  par 
le  point  <x  lorsqu'on  fait  tourner  le  semi-plan  (0) 
autour  de  l'arélc  du  dièdre  (^fl,  IT),  de  manière  à 
l'amener    en    co'incitlence    avec    le    semi-plan    opposé 

à  (n')._ 

Ainsi,  dans  le  cas  de  la  transformalion  (,j),  les 
figures  enj^endrées  par  les  points  \j.  el  <x'  sont  i/nerse- 
ment  égales. 

3"  Transformation  (y).  —  Hcmar(|uons  lout 
d'abord  que,  dans  le  cas  de  la  transformalion  (*'),  les 
points  |j.  et  u'  en';endrenl  des  figures  dirfclenient 
égales.  En  ellet,  la  nature  de  l'égalité  doit  être  la  même 
pour  lous  les  couples  de  semi-plans  réciproques,  par 
raison  d(^  conlinuité.  Or  le  semi-plan  (H,)  se  corres- 
pond à  lui-même  et,  de  plus,  toute  semi-splière  tou- 
chant les  semi-plans  (II,)er(n2)  se  correspond  aussi  à 
elle-même.  Si  donc  les  semi-plans  (FI)  el  (FT)  viennent 
se  conlondre  avec  (  n,  ),  les  deu\  points  -j.  et  'jl'  viennent 
se  coniondre  en  un  même  poinl,  ce  cpii  exige  (jue  I  éga- 
lité soit  directe,  en  ce  (pii  concerne  le  couple  [(FI,),  (FI,)], 
el  par  conséquent  en  ce  qui  concerne  un  couple  (|uel- 
conque. 

U  existe  une  infinité  de  semi-s|)hères  qui  touchent 
(FI,),  (FTo),  (FI)  et  (H).  Chacune  de  ces  semi-sphères 


(  r»->.  ) 

se  correspond  à  rllc-iiu'^mc  dans  la  Iransforniallnn  (  *'i. 
Si  donc  le  point  -j.  csI  le  |)()inl  de  contact  u„  avec  (  II)  do 
1  Une  (le  ees  >enii-s|>hèrcs,  <x!  csl  le  punit   de  contiiel  <x 
•  le  II  niènic  scnii-s|)li«M*e  a\t'C  (M). 

(^ii.ind  on  fait  vari«M'  la  scnii-splicrc  en  (|uc>lH)n,  les 
points  -jL,,  cl  Uy  d«'crivenl  respectivenienl  dans  les  senii- 
phiiis  (II)  et  (  ir  I  <le-^  >cnii-(lroiles  Ox  et  Ox\  se  con- 
pant  sur  l'arèle  du  dièdre  (II.  \\')  el  faisant  le  même 
angle  avec  celle  arête  ijli:.   i). 

l■•i^.  .. 


I^es  points  à  même  distance  du  point  (),  snr  ces 
semi-droites,  se  correspondent  entre  eux  (Oiji'„  =  Ojjlq). 

Si  niainlenanl  le  poiiil  de  contact  de  (II)  avec  son 
env(doppe  occupe  une  position  fpiciconque  a,  on  con- 
struira aisément  le  point  'o.',  tel  cpie  le  triangle  OjjlUjl' 
soit  directement  égal  au  triangle  Ouol^i^* 

\"  IrtiiisfUnudlinn  (o).  —  (  !on-«lrui-»oiis  un  >enn- 
cône  de  leNolution  (  V  )  (pndcon<pie  circonscrit  .i  la  ^eiui- 
splière  {ï,)i  fig.  2)  el  ayant  son  sommet  sur  la  droite  I) 
commune  à  (FI)  el  à  (II')  :  ce  semi-cône  se  correspond 
à  lui-même  dans  la  Iransformalion  (0)  [car  tout  semi- 
plan  langent  à  {V  )  est  transformé  en  semi-|daii  |ouis- 
>anl  de  la  même  |)ropriêté].  Soient  S  le  sommet  d  un 
le|  ri'nie.    'j.,i    el   •/„   les  poiuls  de  contact  avec  (1)  des 


(  i  •■•  ) 

semi-plans  (FI)  cl  (II').  Les  ciroilns  Su,,  ri  S -jl^  »c  (m»i- 
rospoiulonl  dans  les  (if^iiros  (;n<;en<lr(''es  par-  ■;.  (;l  a'.  On 
en  concliil   (pic    la   seconde'  li<^(irc   s'uhlicnl    en   iaisanl 


tourner  le  semi-plan  (II')  autour  de  D,  de  manière  à 
l'amener    en    coïncidence    avec    le    semi-jîlan    opposé 

à  (nu;). 

Ainsi,  dans  le  cas  de  la  transformation  (o),  les 
points  u.  et  a'  engendrent  des  figures  ùncrscment 
égales. 

En  terminant,  je  signalerai  encore  les  faits  sui- 
vants : 

Les  transformations  (a),  (p),  (y),  (o),  étant  de 
contact  et  changeant  les  sphères  en  sphères,  conservent 
les  lignes  de  courbure  des  surfaces.  De  plus,  une 
sphère  principale,  c'est-à-dire  une  sphère  tangente  à 
une  surface  et  ayant  son  centre  en  l'un  des  centres  de 
courbure  principaux  de  la  surface  au  point  de  contact, 
est  changée  en  sphère  principale  relativement  à  la 
surface  réciproque  de  la  surface  considérée.  On  a  ainsi 


(')  C'est  exaclement  la  inùme  consliucliuii  que  dans  le  c;is  de  la 
transfuniialiuii  (  ,3  ). 


(  1M  ) 

I(>  imivfn  «l(!  «Ii'lci  iiijiu'f  \rs  rU'ini'iils  ^]^^  la  coiii'Wiiro 
tl  iiiii-  >iirl;ic(',  i'(''(:i|iri)(|ii(-  iriiiic  smliKu;  iloiiiiéc  tians 
I  une  (|in'linii(HK'  (1rs   I  r.iiisluriii.il  loiis  ((iiishIiiim's  . 


[D4bJ 


si'K  ii\  TiiKouniK  \n:  WHIKIISTIUSS; 

I'au   m.    II.    I.AI   lU-NT. 


Copsidi-niDs  iinr  loiiclioii  /[z)  synectiqiie  dans 
toute  I  «'•IftidiK-  du  I  lia  II,  soiciil  «,  aj  .  .  .  il/,  ses  zéros  de 
iiKidiili-  '..  A,  h,  .  .  .  Oi  ses  /.«'tos  d<'  module  o',  elc,  et 
sii|t|)os()iis   /'(  (I  )  dilltrtiil  de  /.('ni  et 


/•i  <  P  <  'î <  P' <  '"j < 

(^onsidéroii.s  la  soimiic 

./     flZ)    z    z  —  ./■        ./     f(z}    z    z       X 


ir.V  \^—  1    r=       /     •'-; f-       / 

I        t  {  Z)    z  —  X  ./ 


v,y<-) 


J,.   /(c)   c»  ::    -:r        ./    f(z)    z*  z-. 

/■  f'iz)  x^      (/z  r  /'(z)  J^      f/z 

J      f{Z)~z^  z  —  .r  I     f{  z  )    c'  z  — 


liiidicc    /•/,    j)lac(''     au     lias    d Hue     mlc^ralc    indi(|(iaiil 

(luillc  doil   èlic   jiiix'  le  lonj^  d'une   circonléreiiee  de 

raNoii  /"A  d('(:iit  de  Toii^ine  comme  centre. 

Si  I  on  n;m|ilace  les  difiérences  successives  par  leurs 

valeurs,    on   trouve  dans  l'une  d  elles  mi   dans  la  pre- 

II'  , f'(^)  1 

iiiicrc  m  Ici- raie  I  ex  pression  a"  i/  —  i  "-: »  iiuis  des  cx- 

^  '  ^  A  (  ./■  I    ' 

pressions  de  l,i  lormc 

x''        I 


a"  a  —  X 


.rW-^ 


(  1^>^>  ) 

|(|iii  (Icvroiil  /lir  i  i'|>('l<'cs  7.  lois  si  il  csl  r;iciiM'  irocflrc 
x.  (It-y  (./•)  -    (I  |.  <  )ii  ;i  (lorif 

f'{x)        v*  ■'■        '  V  •'■■        ' 

(I)  s  zzz-'-. 1    -H      > y.     y  

^  J{:r)  Aai  a  a  —  x         Jk^  b'-  h  —-  x 

V;r»         I 
— h.  .  . 

^^   r^   c  —  X 

<riiii  iiuli'f  cùU',  s  d'îiprès  ctilr  fdi  iiiiilc  csl  mio  f<mr,- 
lioii  syncc.liqtic  9(-c)  de  x,  cl  IHii  [«cul  hi  (l(''S('l()|)|icr 
par  la  loiiniilc  tle  Maclantin,  car  on  a 


7.  TT  /  -  I    -; =  /»  !       /     *'-= 

r  /'  c;  I  r     X  I  "1 

et  pour  X  ^  o 

On  on  (l«''cluil  le  dévelo|)|)Cinenl  de  '^(^x)  par  la  formule 
(le  Maclaurin.  La  formule  (_i)  ou  .s  ^  o(.r)  donne  alors 
en  intégrant 

-V,,,„,(,-^)..., 

P,,  Po,  ...  désignant  des  polynômes  du  degré  i,  2,  ... 
et,  par  suite, 

I        pi.»-)  d.i 

(2)    f{x)=f{n)e^'  ll^!'.(,_  ^^n^PWi-|)..  , 

c'est  la  formul(>  de  W  eierstrass,  et  nous  avor)s  une  ex- 
pression de  la  fonction  ^  {x)  (jui  était  restée  inconnue 
jusqu'à  présent. 


(  1^^  ' 

llr>l  Itou  d'oh^ciN cr  (|iu'  l;i  mt-llimlr  |ir<''((''il(Mi Ic  ne 
suppose  p;ir  les  zéros  de  /(•^')  simples,  on  peut  les 
supposer  d'un  orilre  de  niullipln-ih- (pudconque,  même 
n<''i;;(lif,  ee  ipii  \fiil  duc  (pu-   a.  />,  r,    .  .     pi;uvenl  élre 

de->  iiiliiiis  de  y(./'  ).  d;ins  ee  e;is   jc-^   lu  nomes  (  i  —  -  |  , 

:)■■■■ 


1  —  ,-)'•••    liiiurcr  (iiil  jdors  (Mi  dénominaleur>. 


\(il{K(i\TIO\    l»KS   SCIKVCES    M\rilhl\riOrFS    (COVCOIIIS 

m:  \mi).  somtiov  \n:  la  ()u:srio\  \n:  mxwmï 

UAilOWELLK  (  '  )  ; 

l'\K  M.  LK  CoMTi:  DE  SPARRK. 


1.  Soient  : 

OH  la  trace  du  plan  xOy  sur  le  plan  iOri; 

0(^  la  perpendieuliiire  ;"i    OH  dans    le  plan  .rO>',  (pii 

est,    par   suite  aussi,   la   trace  du    plan   ^O^  sur  le 

plan  xOy; 
•l  Tanj^le  de  OH  avec  O;: 
'Z>  celui   de   Ox  avec   01»    et  0   celui   de   O;:  avec.  Oî^, 

comptés  de  gauche  à  droite,  par  lapporl  à  O^,  OZ 

et  OH. 

Désij^nons  de  plus  par  /y,  «y,  /•  les  coniposantes  de  la 
rotation  OH.  OO  et  OZ(2). 

OH,  OQ,  OZ  étant  axes  principaux  d  inertie,  si  C 
désigne  le  moment  d'inertie  axial,  suivant  OZ,  et  A  le 


(')   yoir  icnoncé  dans  le  iiuiiktk  de  scpleml)rc  (p.  /jio). 

(')  Dans  l'énoncé  on  désij;nait  par  p  cl  </  les  composantes  de  la 
rolalion  suivant  Ox  et  O^,  mais  il  n'y  a  aucun  intérêt  à  intro- 
duire ces  conipfisanlcs,  el  il  v;iiit  mieux  considér<T  i  <llts  suivant 
OH  el  OQ. 


(    i'7  ) 

momenl  d'inerlie  é(|ii;il()ri;il,  siiivanl  011  cl  O(^),  nti  ;«, 
|)<iiir  la  force  vive  Udale, 

D'ailleurs 

/>  =  0',         <jr  =  <|y' sinO,         /•  =  o' -f- <]/' fosO, 

de  sorlc  que 

21  =  A(0'-''  -+-  «|/'2  sin'-O)  H-  C(o'-H  -y  cosOf. 

On  a  CDSiiile,  pour  la  foiielion  des  forces, 

U  =  —   I  X-  VI  p  (/p  =  -  -  AM  ?2  =  —  -  A-M  ^-i  sin'O. 

Si  roii  désigne  par  co  et  A  les  valeurs  initiales  de  /■ 
et  d»',  on  aura  alors,  en  vertu  des  équations  de  Lagrange 
en  C3  et  «i», 

(i)  (p'-H  <\i'  cosO  =  (X), 

(a)  A  sin-9({/'  =  Ctu(cosBo  —  cos6  )  h-  AX  sin-Oo 

A  ces  deux  équations,  on  joindra  celle  des  forces  vives, 
qui,  en  tenant  compte  de  (i),  s'écrira 

j  A(6'2  -i-y^-  sin^O)  =  A([Ji2  -f-Xisin^Oo) 

j  —  AMc^Msin^e  — sin^Ôo), 

où  [J.  désigne  la  valeur  initiale  de  9'. 

Les  équations  (i),  (■>,)  et  (.S)  déterminent  0,  es  et  '| 
en  fon(;tioii  de  t,  et  résolvent  par  suite  la  première 
partie  du  problème. 

En  tirant  de  {■i)  la  valeur  de  -V  et  la  portant  dans  (3), 
on  aura 

!A0'2  =  AdJi^-H  X^sin^Oy  )  -h  A  M  ^^^(cos^O  —  cos^Bo) 
[AX  sin'Oo-4-  G(o(cos6o—  cose)]^ 
Asin^O 


(  .\'>x  ) 

L«;  secoiiil  iiionihrc  <le  ft-llt;  ('-(iiiatiDn  f>l  positif  |)(uir 
0  =  Oq,  il  i'sl  ail  Ih'ii  lU."  i:rla  iK-j^iilif  |)our  0 -—»»,  il  moins 

(|IIC     litll     .lll 

IAX  >>in»0„ —  i'.u>(  I  —  c«>sO„  ) 
=  isin*  —  I   ». /\AC(JS* L(o  1  =  o. 
V.  \                     •>.  / 

Il  est   ('j;alcrn('iit    H(';;.ilil'  poiii-  0  — ^  t:,   à   moins  (jiir    l'on 
ail 

/   A  À  sin^Ou -H  Cto(i -+- cosO,,) 

I       =  V.  ros-  —  I  7.  A  A  sin* 1-  Cto  1  =  o. 

(  )n  \i>il  (iircu  ^^éiuTai  0  varn'ia  d  iiii  iiiaxiiiiiini  à  un 
minimum. 

Toiilefois,  si   la  condilion  [i))  esl  salisfaile,   on   aura 

/   AO'ï  =  A(|jl2-(-  X»  sin«Oo) 

(  V }                                                                          C«(o»  0 

/  -(- A-M  ^/î(  ros^O  —  rns*0«  ) —tant,'*  -, 

el  0  variera  tic  0,  à  — 0,  (  '  )  en  passant  pai'  zéro. 

Si,  au  lifu  (le  cela,  c'f'lait  la  condition  (6)  qui  était 
salisfaile,  [(5)el(6)  no  pcu\<iit  cire  satisfaits  on  même 
temps j.  on  aurait 


AO'2  ^  A(  1^2  -t-XîsinïOoj 

-- —  col*  - 

A  2 


I  ■+-  A  M  (/*(ci>st(i  —  cos»Oo)—  ^^^  cfil*  -f , 


el  0  \aricrail  de  0^  à  -.i-  —  0^  (*)  en  passant  j)ar  -. 

!2.   Si    l'axe  du   ■^olldc  est    place    perpeniliculaircnicnl 


(  '  )  6,  élanl  la  ra<inc  roriiprise  «'iilrc  o  cl  iz  du  second  iii<-iiiijr<- 
dc  (4')  égalé  à  zéro. 

(' )  0,  étanl  la  racine  coniprisc  mire  o  cl  -  du  second  mciiilnc 
de  (  j")  égalé  à  zéro. 


(  4^M)  ) 

il  ()w  «'l  <|iic  Ton  liiipriinc  ;iii  solide  imc  rohilloii  ;iiiloiir 
de  OZ,  on  uiiia 

^  =  90°.         {X  =  X  =  o. 
et,  par  siiilc,  (  \  )  devient 

A  0'*  =  cosî  0  (  A-  M  d^  -  ,^'"''.  ) 
\  AsinîfJ/ 

=  ^fîi!!!  (  /,  M  d-i  A  -  G2  co2  —  A-  MA  ./^  eus''  0  ), 
A 

el  la  valeur  iniliale  de  0  ^  qo"  ;  celle  équiilinn  ne  peiil 
èlre  salisf;iile  (|iie  pour 

0  =  go»,         0'  =  o. 
Si  l'on  a 

A-Mr/2A 

(7)  co^>-ci— ; 

donc,  dans  ces  conditions,  on  aura  indéllninirnl,  j)cn- 
danl  toute  la  suile  du  mouvement, 

6'  =  0,         f)  =  90». 

On  peut  d'ailleurs  lacilemenl  vérifier  que,  si  Ion  dé- 
range légèrement  l'axe  en  donnant  à  u.  el  ).  des  valeurs 
1res  petites,  et  prenant  de  plus  0^  ==  90"-+-  £0,  <>ù  Sq  est 
très  petit,  0  restera  toujours  très  voisin  de  90"  j)endant 
toute  la  suile  du  mouvement. 
Posons,  en  elîel, 

9  =  90°-+-  £. 

Si  nous  négligeons  les  termes  en  £*,  ainsi  rpie  ceux 
en  AS-,  on  aura 


Cf    (jlll     |HMll     STCIII)' 


(8) 


a  Geo 


/,       Cw      V  /G«to»       X.>W/«\    . 


Si  nous  supposons  la  coikIIiIom  (^)  salislaile,  le*;  i-a- 
cines  du  second  njcmhre  sonl  réelles,  car  ce  serond 
mciiil)io  f^l  Mosilif  |ti>iii'  £  =  Eq,  fl,  ;ni  lieu  de  ('cla,  nr- 
galil  pour  e  =  di  ex. 

Si  donc,  1)0  désigne  par  y,  cl  t,,  cts  deux  lmiiics. 
■f,  élaiil  la  plus  ^^randc,  on  devra  avoir 


de  plus,  si 
(9) 


T,  >  s>T,,; 


A» 


n'est  |»a^  lui-mèuio  1res  pelil,  le>  laciiics  y,  cl  r,,  se- 
ront ellcs-uièines  très  peliu-s,  c.if  nous  supposons  t„.  \j. 
et  ).  aussi  très  petits.  Eu  cllcl,  pDiir  jjl  ::=  A  :=  Sq  =  *^ 
r,  cl  Tj,   sotil  tous  deux   nuls. 

I)uiii.  0  reste  1res  voisin  d»-  (jo"  l()rs(jii  du  Irouhie 
très  peu  le  niiuivenient. 

Si  d'ailleurs  on  iM''{.;li{^e,  ainsi  (|ue  nous  l'avons  (ail, 
les  termes  en  s'',  on  aura,  en  vcrlii  de  (8)  el  (y), 

±dt 


ndt  = 


/(T|  — e)(e  — T,,) 


</e 


i/C-^/-0-^')" 

d'où  l'on  <Jédiiil,  en  supposant  t  ^  (^   |iour  £  :=  r,, 


ni  t  —  /q)  =  arc  ros 


T. —  Il 


(  46.  ) 
ou 

(i(.)  e  = -^ ^-  -h '-  co^n(t  —  t^). 

■i  ■>. 

On  aura  cM-iiitc,  avec  la  mémo  a|)|)r«)ximali()ii . 
C'est-à-dire,  en  Irnant  compte  de  (lo), 
Mais 


TQ 

-4- 

7)1 

Coj 

2 

\n*- 

le 

sorte  q 

lie 

X 

-1- 

■^ 

2 

—  Eft        = 


\   _  A- M  ^2  A  /Gco£n   _    ,  \ 

^-'^"=G^co^-A-Mrf^A(-X"-^j' 


■2/1  A 


On  voit  que,  si  le  solide  est  dérangé  lant  soit  peu  de  sa 
position  d'équilibre,  (jui  correspond  à 

Zq  =  X  =  1^  =  o, 

h  restera  très  voisin  de  90",  mais  Taxe  aura  un  mouve- 
meiil  de  rotation  très  lent,  le  mouvement  de  précession 
mojen  ayant  lieu  toujours  dans  le  même  sens,  à  moins 
que  l'on  ait 

A     ~    ' 

auquel  cas  il  v  aurait  un  simple  mouvement  d'oscil- 
lation, la  condition  (j)  étant  supposée  remplie. 


(  \<y^ 

Si,  ;ui   Ikmi  ilr  cola,  on  avait 


(jjî  < 


k  M  ,1-  A 


C» 


on    tniiihcrail    s(ii-    Ic^   |()ii('li(iii>   i-xiiniirnl  irllrs    ,iii    Ikmi 

(les    roii(-li()ii>   (  irriilaircs,  cl,    par  siiilc,   t  m;  r«'slcrail 

pas    Irrs  pclil.    (pichpn'    faildc  (pic  fùl  li'   déplaccinciil 

initial,  cl  la  rolalittn  ne  srrail  par  snilc  pas  slahlc. 

On    (luil    rcmar<picr   daillciirs  cpi  il    l.iiit    non   scnle- 

nicnl  (pic 

Cîio»  — /..Mf/-A 

soil  positif,  mais  que  de  plus  ce  ne  soit  pas  une  cpian- 
lilé  très  petite  de  Tordre  de  A,  u  et  e„,  car,  s'il  en  était 
ainsi,  y,  cl  t,,  ne  seraient  |»lus  très  petits. 

W.  l'oiir  ipic  0  tende  vers  cjo".  poni  /  infini,  il  fanl 
que  0  =  ()o"  -oit  racine  doiihle  du  second  nicmlire  de 
l'c-rpiation  (/j). 

D'abord,  pour  que  ce  second  membre  soil  nul  pour 
0  =  90",  il  faut 

1    A  (  |JL*  -4-  A*  si  n  -  Oq  )  —  k  M  fl-  C(j>  *  Oq 
(II)    '  (  A),  sin*Oo-t- Gwcosftfl)* 


Rn    tenant   compte  de   celle   relati(»n.  r('(jiialion  {\) 
s'écrira 

"/,  M//'  cosO 

(AX  sin*Oo-(- <i(ocosOo)*cosO  t 

—  uCdjfA).  sin*Oo  -+-''t«JcosOo)-+-C*(o»((>sO  \ 


(i-j.)  A  O'ï  =  cos 0 


Asin»e 


1 


Mais  0  =  (>()"  devant  ('Ire  racine  donlile  de  la  valeur 
de  0'^,  la  (piantilé  <'nlre  cid(liet>  (bnl  (•Ire  nnll<-  pour 
H  =  r)o",  ce  rpii  exige 

ix'i  )  S-  f  '"in*  On  -f-  (^(»  (OS  On  ^  o. 


(  Ifi'^  ) 

Mais,   si   l'on   lient  coinplc  «le  colle   rrlnlion,  l'i'fjn;i- 
lion  (i  i)  deviciil 

(l4)  jjiï-i- Xî  sin2  0„ — —  c.s-'O,,  ^  o. 

Si   Ton  suppose  d)   cl    0„  donin's,  (>n  il(''<liiif.i  de  (l3) 

el  ( 1 4  ) 

CtorosOo 

ha)  A  = r — ■    -..     > 

A  siii^Op 


(17) 


l\)iii'  ([ue  c<'Ue  valeur  de  <x  soil  aeeeplahle,  d  faut 


w2  < 


G* 


Si  celle  condiiion  est  leniplie,  on  aura  deux  \aleurs 
de  a  égales  el  de  sii;i)es  contraires  répondant  à  la  (|ues- 
lion  et  une  seule  valeur  de  A. 

Si  Ion  lieiil  compte  des  relations  (i3)  et  (i4)  la  va- 
leur (12)  de  0'-  peut  s'écrire 

A  siii-i  0  0'2  r^  cos2 0  [  k  M  d^  -  *-^  —  k  M  d'-  cos^  0  i , 
ce  t|ui  peut  s'écrire 


(18) 


MiiO  </0 


.„     //kMa-        Gîw2\       1  kWdi 


=  dt. 


formule  dans  kupiello,  en  vertu  de  (17),  on  a 


Pos.ons  mainicnant 

kMd-^A  —  CUù^ 
Aï 


séc^O, = 


k\\  d'-\  —  CUo* 


la  fi)itn  iilf  I  I  S")  (lc\  icndra 


<"<.)) 


a  r//  = 


/séc»0  — séc^O, 


lonmilc  il.i  11-'  l.i([iitllf  il  laiiilia  |H('nilrc  le  Nigne -h  î^' 0 
croîl  avec  /,  dune  si  -jl  csl  posiiil  ci  le  signe  —  >i  0  di'-- 
cr<»îl  l(ti>(|ii('  /  (iitît,  (idiic  si  'j.  est  iiégalil.  ()ii  aura 
donc 


(20) 


±  a/  =  L 


séc  0  ■+-  v^séc*  0  —  s«''r'  0| 


sécOo  -f-  y/séc^Oo —  5éc*6i 
On   a  d'ailleurs,  on  verlii  de  (17). 


sin»Oo  > 


C*w» 


A  M  d^  \ 


el   i'<ui  fil  déduit 


donc 


/.  iM  ,/î  A  -  C»  to» 
'^"^^'^''<  /M./^A  ="""^" 

Posons  niamlrnaiiJ  de  nouveau 


a/,  =  L 


séc  Ou  -+-  v^séc  Oo  —  sec*  Oi 
sécO, 


ts  claiil  par  siiilc  j)o>ilil  en  \crLu  de  (19). 
Nous  aurons  alors 


a(/,  ±  /)  =  I. 
d'où    l'on    df'fliiii 


sécO  -t-  /séc^O  —  st'c'0| 
sécOj 


(■}.\) 


iO  = 


?.  cosO, 


(  i<i''  ) 

Si  a  est  pnsilit,  iiui|(i)-l  cas  ||  f.iiit  picinlic  le  -.i;,'nr  -h, 
loi'S(iii('  /  croîlia  lit'  I»  à  x,  cosO  d^'croîlia  «le  <(»sO„  à 
zéro,  cl,  par  siiile.  0  croîtra  de  Oo  à  90".  Si,  an  lieu  de 
cela,  u  esl  n('j;alif,  il  faudra  prendre  le  signe  — ,  et 
lorsque  t  croît  de  o  à  /,,  cosO  croît  de  cosOq  à  cosO), 
el,  par  suilc.  0  dccroîl  de  0,,  à  0,,  |)nis,  lorstpic  l  croît 
de  A,  à  XI,  cosO  décroît  de  cosO,  à  (j,  et  0  croît  par 
suite   de  9,   à  yo". 

On  aura  ensuite,  pour  l(^  calcul  de  -!/,  en  tenant  compte 
de(i3), 

,,  Cu)  cosO    , 

^  Asin^O        ' 

ou,  en  vertu  de  (19), 


^^    sinO  /i  —  séc^O,  cos-0 
Mais 

r.  CCO 

tangO,  =  —, 
de  sorte  (jue  Ton  peut  écrire 


rf.>  =  rptangO, 


ou 


s'n^'M/-^-r7;  —  séc»0,  cot^O 


dl  =  ± 

V' 

on  en  déduit 

'I  —  •!>,  =  z^  arc  cos(  lani;'),  cotO)  (  >; 
OU 

(22)  lani;')|  colO  =  cos(  6  —  6,  ). 

Supposons  maintenant  (pie  Vou  ait    pris,   pour  plan 

(')  «^1  étant   par  siiito  la  valeur  de  "^  qui  corrcspoiul  à  6  =  6,. 
Ann.  de  Mathcmal.,  \'  séiie,  t.  M.  (Octobre  njoG.  )  3o 


(  1««"'  ^ 

rO;.  (cliii  (liiiis  K'(jiu'l  -Si-  Iroiivr  \'n\c  OV.  pour  0  —  0,, 
aïKjiii'l  (.1-^  1)11  :i 

I/i!'i[ii;ili(in  (2.4)  dcvniil 

Si  diiillcdi-s  ;,  •/•,,  Z  soril   1rs  (■(lorddtiiirr';  (l'un    point 
tic  ()/,  on  ;i 

;  =  p  sinO  cos((^  —  go";  =  p  siiiO  ?in'y, 
T,  =  p  sin  0  sin((l/  —  90°)  =  —  p  sin  0  cos»} 
r  =  pcosO, 

avec 

pî  =  ïî  ^  r.î  -+-  î^ 

et  r('(jiialion  (22')  iTvicnt  ;') 

i  =  langO,, 

■a 

on 

(23)  :-  =  riangO,. 

I  ,r    lieu    de    (  >/   t'^t    (jonc    llll    pliUI  . 

()n  a   tjii>iii ti' 

<f'  =  fij  —  -y  cosO, 

donc 

tangO,  cosO  rfO 


r/o  =  <<)  dt  —  co>0  (l'I  —  (0  ^//  rt 


«in  0  y/i  —  scr*Oi  cos*  0 

OU 

,  langO,  rffcosécO  ) 

r/s  =  (■)  al  rp  1 

/coséc*'»  —  séc*0,col^O 

on   onrin 

sinO,  d(  cosocO  ) 


</'i  ■=  (!)  <//  m 


V^r  —  sin*0,  coséc*'! 


(  i^'>:  ) 

Donc,  en  délinilive, 

'i  —  Oi  =  oj(t  —  ti)±  ;iir,  cos  (  ^^  )   (>) 

\  sinO  / 

1.    I);ins  \c  c;is  particulier-  on  a 

G  =  2»J/Î, 

A  =   2  /  -   W  /-'  -f-  /«   —  j    =  ■>.  /Il  /2   =  C, 

M  =  2m. 

L'ellipsoïde  d'inertie  pour  le  poinl  O  est  donc  dans 
ce  cas  une  splière. 
De  plus 

d-  =  — ,        A  (i-  =  /2  co  =  — } 

de  sorte  que 

et  l'on  en  déduit 

3t-  =  ->         scc-Oi  =  •>,         0,  =  45'. 

L'équalion  du  plan   lieu  de  OZ  est    donc^   avec   le 
choix  que  nous  avons  fait  du  plan  l!^0;, 

De  plus,  on  a 

cotO  =  siii6, 


COSÛ  = 


^  =  (lût  ±  arc  cos 


V^i  sinO^ 


/-  ,   sec  Oq  -t-  /séc-  Oo  —  •> 
tx  =  v'.i  1- p . 

V'- 


(')  9,  élaiil  la  valeur  de  j  pour  0  —  0,  et  /,  la  valeur  correspon- 
dante de  t. 


(   1<>8  ) 
On  vnil  «Il  (liliiiiliN  f  (|iic  ce  cas  ne    |)réscnlo  rien  do 
rtMn;ir(|iiiili|c  ;  loiilclui^.  rt'lli|)M»ï(lf  (rincrlio  élanl  une 
siiIk  rc,  If  t  Intiniiii'   tl<--   nmiiv  iiii<iil  •<  <li'«i  iiiMMlitcs   i\r 
riinii vrnicnt   ii|i|ilit|ii<-  |mi'  r:i|i|)(>i't  a  i)^  (luiiiic 


donc 


A  (  ^'  -+-  '^'cosO;  =  c()Il^l., 

t^'  -4-  '^'cosO  =  cimsi.  =  o  (  '  ). 

Il  t>l  lacil»-'  di-  vtTilicr  ce  lail,  on  a  <ii  tlicl  dans  ce  cas 

cosO 


'^  ~  si  11*0  ' 

tt'  =  a»  —  'Y  crt^  0  = 


sin'O' 


d'où    I  on    di'iliiil 


.0  =  0. 


Donc,  si  Ton  d<'-conipuse  la  rotation  inslanlanée  sui- 
vant les  trois  directions  fixes  O;,  ()/,,  O"^,  la  compo- 
sante suixant  (Jwcst  nulle.  (Jn  conclut  de  là<|uel(î  lieu 
de  Taxe  instantané  par  rapporl  aux  axe-^  lives  O;,  (Jt,, 
(  )  "C  est  le  j)lan  OçTj. 

Il  scinl>l(î  (jue  ce  soit  la  seule  particularit»' (jui  se  pré- 
•Mfiir  dans  ce  cas  particidier. 

o.  Si  I  on  impi  iDic  au  solide  une  peicusMon  pcrpiM)- 
diculaire  au  plan  'AO'C,  iloiic  parallèle  à  OR,  la  somme 
des  nioinrnls  des  «pianlili-s  de   inouveiiienl    |)<ii'  ia|iporl 


(')  On  a  en  edcl 

Vi  =  ^'i         f  i  =  w  —  X  cosO,, 
cl.  |)ar  suite, 

•y,  -^  ttj  cosO,  —  A  sin'O,  -+-  li)  CosO,  =  o, 

ru  \rrlii  fif  l°(i|ii.iii<in  (i3jqui,si  A  =  C,  se  réduit  l>ien  à 
A  «iin'O,  -t-  «o  C056,  —  o. 


(  4<M>  ) 
à  (  )|{  lie  (■li;iiit;('r;i  |);is,  et ,  (  imiiiic  cclh'  somme  (•>!  \  0', 
In  valeur  (le  0  ne  elian^eiii  |ia>  |ieiiilaiil  la  |iereiissiiMi. 
Or  nous  poiiNDiis  |)reii(li-e  eomme  iiiNhinl  imlial  ilii 
inoiivcmeiil  |ire(  ('(l.iiil  la  |ier'eiissii)ii  un  munniil  (|nel- 
con<jno  lie  ce  monvtMnenl,  el,  si  nous  [iicnons  celui  (|ui 
piécède  iinm»''<lialemenl  I  inslanl  où  la  jjerciissn)ii  se 
protliiil,  on  aura,  au  inoinenl  de  la  percussion, 

0'  =  IJL,  <{/'  =  X. 

Or,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  0' ne  clian<i;e 
pas  pendant  la  percussion.  On  aura  donc  encore,  après 
celle  percussion, 

0'  =  u. 


Si  d'ailleurs  /,,  désii^ne  la  \  aleur  de  )>  el  (o,  celle  de  (o, 
après  la  percussion,  on  devra  avoir,  d'après  ce  rpienous 
avons  vu,  pour  que,  dans  le  mouvemenl  subséquent, 
OZ  tende  vers  une  position  parliculière  perpendicu- 
laire à  Os  ( '), 


>M=- 


Ct»i  cosO,) 


lj.-^  = 


A  sin^O 
cos- Oo 


A'- 


VAMrf2 


C2 


n-Oo/ 


(^). 


Ces  équations  doivent  ici  servir  à  déterminer  (o,  et  A,. 
D'ailleurs  w  elA  (valeurs  avant  la  percussion )  vérifienl, 
en  vertu  des  relations  (i5)  el  (i6),  les  équations 


X  =  - 


A  si  „••;')„ 


^^^'^'•^AM,/^-^' 


A  2 


sin-0„ 


(')  Équalioiis  (i5)  et  (i*i). 

(')  6„  désigne  ici    la  valeur  de  6  au  moment  où   la  percussion  se 
produit. 


(  4:-  ) 

(  )ii  ili'iliiil  par  snilc  <lc  là 

tO|  =  ±  «O,  X|  =  ±  X, 

les  sif^nes  se  cnnr^iiondiiDi. 

(Corinne  on  no  |>cnl  |»ien(lre  (o=o),,  a  =  "a,,  car  il 
tiindrait  filors  <jii'il  n'v  cùl  pas  de  |)crcussion,  on  devra 
prendre 

10  ^  10 1 ,  /.  =  —  X I . 

Dési«j;nons  alm'^  p.ir  I'  l;i  pt  rciissnni  d  p.ir  //  cl  r  1«n 
conrdonni'es  de  •^on  |)oinl  d  application  dans  le  plan 
Q(  )Z,  par  rapport  anx  axes  OC)  et  OZ,,  le  lln'orcnie  de-, 
moments  des  «pianlités  de  monvemenl  par  rapport 
à  (  )(J  cl  (  )'/,  donnera,  si  l'on  dt-sif^ne  par-!/,  et  /•,  les 
valeiiis  de   'V  et   /•  après  la  pcren>'^ion, 

A  ^iii  ')„(  -y  —  6,  )  —  l'e  —  o  (  '  ;, 

<;< /•  —  /j  )  -f-  Vu. 

Jj  ailleurs,  d  après  ce  (pn;  nons  venons  de  dire,  on  a 
<y  r-;  A  =  —  '1/', ,         /•  =  (o  =  —  r,. 

On  airra  donc 

j.  A  À  si  11  ')„  —  I*  e  =  o, 
v.  C  to  -i-  I*  u  =  o, 
et   1  on  en  déduit 

(  24  )  C 10  i-  -+-  A  À  si  11  ')„  u  =  it. 

Mais  les  roniposanles  de  larijlalion  iii.^laiitaiice  dans 
le  phili   /.(  )i)  .ont 

to         cl         X  siiiOo, 
suivant  O'/  f  t  (  X  ). 


(  '  )  6,  désiKnaiil  toujours  ici  la  valeur  de  0  au  moment  où  l:i  per- 
cussion «r-  |>roiluil. 


(   17'   ) 
De  soric  (|uc  r<'(|ii.ili(»ii  <li,'  l;i  jvniii'cluni  ili-  \'.i\c  iii- 
slaiilaiK'  sur  If  pi, m  /.<  H  )  c^i 

(25)  v=  .     ■'        u; 

A  SIM  ')o 

de  plus,  l\'([Uiilioii  de  la  soclion  de  rellijjsuïde  d"i- 
nerlie  par  le  plan  ZOK  esl 

(■;'6)  \//2-4-  Cr^  =  1, 

«■I  r('"(|ualion  (lu  tlianirlro  eonj u^ué  (.le  la  diieelion  (vtj) 
dans  Telllpse  {'i^)  sera  précisénienL  la  dn)llt.'  (24)' 

Donc,  pour  (pic  le  niouvemcnl  qui  se  produit  après 
la  percussion,  OZ,  tende  vers  une  ()osilion  limite  per- 
pendiculaire à  O^,  il  faut  que  celte  percussion  soit 
appliquée  suivant  une  ligne  d'action  qui  est  le  diamètre 
conjugué,  dans  la  section  de  l'ellipsoïde  d'inertie  par 
le  plan  /^O^^  de  la  composante  de  la  rotation  inslan- 
taïu'c  dans  ce  plan,  au  moment  où  la  |)ercussion  se  pro- 
duit. 

Quant  au  mouvement  subsé(pient  cjui  se  produit 
après  la  percussion,  comparé  à  celui  qui  se  serait  pro- 
duit sans  l'intervention  de  la  percussion,  il  en  diflère, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu,  par  le  changement  de  t.) 
en  —  (0,  et  de  A  en  —  ),. 

Or,  dans  l'expression  de  0',  w  ne  ligure  que  par  son 
carré  ('),  donc  les  valeurs  de  0  seront  les  mêmes  dans 
les  deux  cas,  puisque  h  part  de  la  même  valeur  ini- 
tiale. 

Au  lieu  de  cela,  les  valeurs  de  di'  seront  égales  et  de 
signes  contraires,  et  il  en  sera  de  même  de  celles 
de  C5'. 


(  '  )  Il  faut  iriiilleiiis  prciulrc  ilans  les  lieux  cas  le  inènie  sij;nc  (Jan< 
l'expression  de  0',  puisque  la  percussion  ne  modifie  pas  celle  quan- 
tité. 


(  -iT'^-  ) 

Il  ii-iihc  (If  l.'i  (jiic.  si  •!/„  c^l  l.i  \,iliiir  iiiili.ili'  (le  'l 
ail  iiioiiK'iil  ou  la  |HM'«'iissii)ii  se  |)i'i)(l(iit ,  dm  (Icn  la.  pour 
passiT  (I  iiii  inou\  ('1110111  à  l'aiitir,  rcmplaciT  y  —  y„ 
nai'  'lo  —  '-•<  ♦■'•  '''■  l'I""*-  1'"^  tomiMis.iiilcs  de  la  lol.ilioii 
suivant  OZ  soronl  ôf^aies  cl  tl<!  s«'ns  coiilrairr. 

On  c<iu<"lut  (le  là  que  le  nouveau  déplaci  lucnl  ilf 
l'axe  ()/,  apit  >  la  percussion,  seia  svnK'lricpie  |»ar  rap- 
port au  plan  pa^«<anl  p.ir  <  )  ~,  el  la  position  «le  ()/,  .m 
luonieni  où  la  percussion  se  proiliiii,  di'  celui  tpie  <  )/ 
aurait  pris  sans  la  jjcriMission. 

lieinanjur.  —  Je  crois  devoir  faire  suivre  celle  so- 
lution (le  la  remarque  suivante  :  ce  |)r(>hlèmc  est  sans 
anciin  doute  1res  liicn  choisi  el  intéressant,  mais  on 
ne  s'c\|>li<pie  pas  très  bien  pounpioi  Ion  a  ajouté  le 
n"  '( .  en  dciii.iiidaiil  r('-tiide  du  iiioii\  l'ineiit  dans  ce  cas 
particulier,  cl  en  se  Ijornant  à  en  demander  ses  circr)n- 
stanccs  principales  dans  le  cas  f^t'-néial  (n"!iV  Le  cas 
général  «-e  traite  en  ellcl  t(uil  aussi  sim|)leiiieiil  i|iiece 
cas  part  il  idii'i-,  el  les  r(''sullats  sont  tout  aussi  simpl<;s. 
Il  scndde  (piil  n"v  ail  autre  chose  à  faiie  (|ue  de  trai- 
ter d'une  façon  complèle,  ainsi  que  je  l'ai  fait,  le  cas 
gén(''ial  (  n"  I^),  cl  d  .ip|ili(pier  eii>-uile  les  rt-siillals  au 
cas  particulier  (n"  i),  en  se  hoinant  à  constater  <pi  il 
ne  présente  rien  de  spécial. 

Si,  au  lieu  de  cela,  on  sni\ail  la  marche  «pie  sciuhlciil 
iiidiipier  les  doum'cs,  en  se  hoinanl  à  une  •'•lude  som- 
maire du  cas  général,  et  en  traitant  complèlenienl  le 
cas  parlicnlier,  on  serait,  j)our  celle  élmh'  du  cas  pai- 
licidier,  conduit  aux  mêmes  calculs  que  l'on  aurait  eu 
à  faire  pour  traiter  complètement  le  cas  général,  et  l'on 
aurait  été  conduit  à  traiter  successivement  deux  ques- 
tions qui  n'en  font  au  fond  (lu'une. 

Il  \  a  lieu  aussi  de  rcniai(pier  (pie  la  noie  (pu  sui- 
vait   I  ('•iioiie('   indupiait   de  consKh'icr  les  coniposanlcs 


(  \1^  ) 

(If  l;i  rolalion  suivant  Ox  et  Oj',  tandis  qu'il  élait  |)liis 
simple  (le  considijrer,  ainsi  que  je  V;\\  \;\\\.  les  eonipo- 
saiiles  siii\  ;iiil  ()|{  (•l()(^,  (I  ;iiil;iiil  plii^  (iiii-  l'on  ('-lail 
pai'  1,1  plii>  iinliircllcnicnl  cihkIiiiI  .'i  ii-coii oiiît ic  (pie, 
dans  le  n"  o,  la  iij^Mie  d'acliitii  de  la  percussion  d(ïil  ('lie 
le  diain('lre  (•onjiii;iié  de  i;i  composanle  de  la  rolalion 
dans  le  plan  7A)(). 


COitKKSPOMlWCK. 


Un  abonné.  —  Voiciquclipir-i  icmarcpicssinla  ipicsliini  20l".t 
rés(ilue  à  la  page  334  Je  ce  Volume.  Soient  b-  el  c-,  c- 
el  rt'*,  a-  et  b'^  les  carrés  des  deini-axcs  des  coniques  U, 
V,  W  situées  dans  les  plans  _^'0j,  zOx,  xOv.  Va\  partant  «le 
la  conique  W  pour  arriver  à  la  conique  \ ,  on  trouve 

(  V,  W )  li=i,-i^ci,  ^'  -^  -^  =  I : 

c-         b  - 

cette  dernière  relation  est  la  condition  à  laquelle  doivent 

satisfaire  les  rapports  —->  —  >  pour  que  les  deu.r  coniques 

V  et  W  admettent  une  injînitc  de  normales  communes. 
On  a  de  même 

(W,  U)  m2=  (-'■■î-^a2,  ÉJ  +  4^=,. 

a-        c  2 

L'élimination  du  rapport  -rr  «lonne  iHcoiséinent  la   rel  ition 
'  b  ^ 

qui  assure  une  infinité  de   normales  commune?  aux  deux  co- 
niques U  et  V;  on  a  ainsi 

(U.  V)  n^- =  a''- -^  bK  î^^£i=i. 

b-         a  - 

La  relation  i  \.  W  i  peut  s'écrire 

a'^b'-^  _  b'\ 

a-c-  a*' 


(  1:4  ) 

•  >ii  a  (loiir,  en  tenant  (nmiiic  «l.-  i  W.  U  ), 
tt*  ù-v-  -r-  a'^b-c'*  =  o; 

les  conique."    L  ,    \  .    \\    lu-    |icijvciit  |).is  ètir   t<»uli.'>    trois   des 
ellipbt'S. 


SOLUIONS  l)t  OltMIOXS  TIIOrOSÉES. 


2031. 

(  1903,   J(.    i:C.) 

Démontrer  lu  rr  hit  ion 
/'"(a) 


•^    lia)  _^  ^  _i 

2é  fi  (a)  ^  Zk  Jï^)  "  ''■ 


La  première  somme  s'étemlunt  à  toutes  ivs  rminrs,  siifi- 
posccs  distinctes,  de  l'équation  al f^ébriquc 

f(x)  =  () 

et  la  scco/ide  soni/m:  à  toutes  les  racines,  suji/josées   dis- 
tinctes, de  l'éf/uatin/i 

f(x)  =  o: 

f'{x)  et  J"{x)  désignent  les  dérivées  première  et  seconde 
du  polynôme  fi  X).  H.  Uiucahi). 

l'HKMIKttK   SOLUTION 

Par  M.  I'ahhod. 
Soit 

(  .r  —  a  )  ; 


f'iX)  ^  X  —  ff 


|)ur  suite, 


V  /''"^  _  V  V  ' 

^/'*(a)       .m^  2Là/'(a){a  —  7. 


(  47^  ) 


I  >';niln'  |>.M  l 


«IdlK- 


_i_=y 

f{x)       Adf'ia 


)(x  —  a)' 


_  V  _!_  -  V  V  ___!___. 

jL^J^i)        .^^    ^u  J'icnia  —7.) 

Les  (li'iix  sommes  doiihlcs  éliint  ••;,'al<'s,  Id  rolatiun  c>t 
«•tablie. 

I)i:i  MÊME    SOLUTION 

Par  M.  Ninoi.As  Kuyi.ofi'. 

I.a  question  se  résout  élcgamiiiciit  à  laiilc  du  llit'-nrruir  .sui- 
vant (  Cours  de  Herinite,  .{"éd.,  j».  17-^)  de  Caucliy.  Si  ¥  i  z) 
esl  finie,  continue  et  unil'ornie  à  l'intérieur  du  contour  S,  Tin- 
te 1:  raie 

V{z)^r'(z)dz 


f 


g{z) 


est  égale  au  produit  do  ii-  par  la  somme  des  valeurs  de  F(w), 
qui  correspondent  aux  racines  de  g{z)  =  o,  comprises  à  l'in- 
térieur du  contour  S,  en   tenant  compte  de  leur  multiplicité. 
Or,  en  supposant,  en  premier  lieu, 


V{z)  = 


/'^) 


et 


r(z)=f(z); 


^    ,„,^ ., „w  ^...     ,     — est  esal  a 

11-              .    .  XT'   /"(  «)  .      , 

de  1  autre  cote    >   •— est  eiral,  en  prenant 

.-■d  /  *(  a)  ^  ' 


Fi-)- ^Ciâl 


et         ,ir(z)=/iz), 


à  l'intégrale 


I 


r(z)f'(z)ciz 


's     /'Hz)fiz)    ''  .'^f{z)fiz) 


fj 


r(z)dz 


(  4:6  ) 

r'cst-;i-<liii'  ijiH^  hi  -Mmiin'  tMialo  est  égale   .111    piodiiit    île    iiT 


pai 


1 


leqiiol  esl  bien  cmil  à  o,  comnic  •'•tant  r^jal  à  moins  l'inU-grale 
riirviligne  d'une  fonction.  lic>li>iii.)r|(lie  évitleinnienl  à  l'oxlé- 
rieur  des  courbes  SS|,  et  par  suite  ej;al  à  zéro. 

Autres  solutions  de  MM.  Lktii;hi:k  et  Sicaud. 


2032. 

On  considère  une  cardioide  dont  le  sommet  est  S,  dnnt 
le  point  de  relirimssement  est  0  et  dont  les  /mi/its  de  con- 


tact de  la  tanf^ente  perpendiculaire  à  OS  sont  A  et  B.    On 


OS 


On 


prend  le  point  I  situé  entre  O  et  S  et  tel  que  O  I  = 

1 
décrit  le  cercle  G  de  centre  I  et  de  rayon  I.\. 

Soient  T  le  point  de  contact  d'une  des  tanj^entes  au  cer- 
cle C,  issues  d'un  point  quelconque  M  rie  la  cardioïde,  et  I' 
la  projection  de  .M  sur  la  droite  AU.  Démontrer  que,  t/uel 
que  soit  .M.  on  a 


MT    =0S    X  .MF, 


c'est-à-dire 


"mF 


=  const. 


fE.-N    Haiusien). 


(  -l::  ) 


Posons 


SOM  TION 
P;ir  M.    \.-  II.  (loL'VKHT. 

os  =  '^.0; 


le  point  1  ol  If  icnlii'  du  cercle  géncralcur  de  la  caidi(jïde 
considérée  comme  une  conchoïde  de  cercle;  on  trouve  aisé- 
ment que  la  dioiie   Ali  coupe  (>S  en  1']  tel  que  OE  =  -  •  Joi- 

4 

gnons  I.M.  IT.  [losons  SOM=0;  nous  avons 

(i)  MT'  =  ÎM*— Tt.' 

Or,  dans  le  triangle  01  M,  on  a 

m    = r-  a2(n-  cos0)2— a2cosOCi-4-cosO) 

4 


— 2       a'i 

IM    =  _(5-i-  {cos6). 
■I 

D'un  autre  côté 

Ït'  =  TÂ"  =  ËA"  -^  Ëï^  =  Ë\'  -4-  /-  -4-  ^ 


Mais  on  trouve  aisément  que  la  tangente  double   AB  a  son 
)int  de  contact  A  tel  que  EA  =  — -— •   Dès  lors 


--2       ortî        3rt«        3a2 

IT    =  ~  H —  —  —r-' 

1 ()  I  b  j 


Remplaçant  IM     et  IT      par    leurs    valeurs    dans    (i),    on 
obtient 

..'-       <i-                      ^          in-        a-  ,, 

MT    =— (3—  jcosO) =  — (I  ^icosO); 

MU    étant    la    |)eriMMidiculaire    abaissée    de    M    sur   OS,    nous 


(  -1:8  ) 


MP  =  IIE  =  a(i-!-4  cnsO)cosO  -+-  -, 

MP  =  ^(i-+-  4  cosO  -T-  i  cos»0)  =  -(I  —  9.  cosO)«. 
4  i 

En  rom|>aranl  Ifs  vali'u»  ilf  .MT    cl  Ml*  mi  en  li/duit 

,        a* 

Ml-         .^  " 


OS 


et  comme  «  =  ,  il  vient  fiiLilement 


MT         US 
MP  ~      8 


=  const. 


Autres  solutions  par  M.M.  Lktierce.  Lkz,  Valkrk  Maks,  Uktai.i. 
J.  Rose. 

2034. 

' 1S06.  p.    18.1 

Soit  d(tns  un  cercle  une  corde  W  jx'rjii'nilicnltiire  (tu 
diamètre  BC.  On  prend  une  parabole  de  foyer  V  tangente 
aux  côtés  du  triangle  ABC  et  un  cercle  de  centre  A  tan- 
gent à  BC;  en  dehors  de  BG,  les  tangentes  communes  à  ce 
cercle  et  à  cette  parabole  forment  un  triamrle  éi/uila- 
téral.  M  AN  Ml  Kl. M. 

>(>l,l  TION 

I'ht  m.  l'.Miiion. 

La  corde  AF  rencontre  BC  en  un  point  H  qui  est  le  point 
de  contact  du  cercle;  «oient  K  et  G  les  points  où  »leu\  tan- 
gentes communes  rencontrent  la  droite  BC;  il  suffit  de  iiiuii- 
irer  que  l'angle  .M  qu'elles  forment  est  égal  à  6o°. 

Le  quadrilatère  FEMG  est  inscriptible  ;  donc 

\\^  EAG  =  i8o  . 


•M  -f-  90"  ^  '—  —  iSo" 


(   i-Q  ^ 

Donc 

\1  .=  lut". 
Autres  solutions  de  MM.  Hisolf,  Iîviusif.n  et  Lackicaux. 

2037. 

I  1911..  |i    9i).' 

Soi(  AiiCD  it/i  ti-traèdrc  orthocentrique  dont  l'oilho- 
centre  est  \\.  Si  un  point  M  est  tel  que  ses  projections  sur 
les  plans  des  quatre  J'acei  du  tétraèdre  soient  dans  un 
même  plan,  ce  /dan  /tartage  le  se/entent  MH  dans  le  rapport 
de  I  à  ■>.  (G.  FoNTENÉ.) 

.SOMTION 
Par  M.  R.   Mouvaist. 

La    proposition   à   démontrer   est    analoj^ue    à   la   suivante  : 

La  droite  de  Simson  d'un  point  M  du  cercle  circonscrit 
à  un  trianfi'le  d'orthocentre  passe  II  par  le  milieu  de  la 
droite  M  H. 

On  peut  la  démontrer  par  des  considérations  analogues. 

Si  l'on  considère  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD,  le  lieu 
des  points  M  tels  que  les  projections  de  ce  point  sur  les  faces 
du  tétraèdre  soient  dans  un  même  plan  n'est  autre  que  le  lieu 
des  foyers  des  paraboloïdes  de  révolution  inscrits  dans  le 
tétraèdre,  les  plans  précédents  étant  les  plans  tangents  au 
sommet  de  ces  paraboloïdes. 

Or  on  sait  que  le  plan  orlhoptique  d'un  paraboloïde  inscrit 
à  un  tétraèdre  ortliocentri(|ue  passe  par  l'ortliocentre  de  ce 
tétraèdre  (voir,  par  exemple,  Dii'orcq,  Premiers  principes 
de  Géométrie  moderne,  p.  ii8),  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition. 


011KSTIO\S. 


^  2016.  SoilA(ÀfjLv)  la  droite  de  Simson  relative  à  un  point  O 
du  cercle  .\BG.  Les  parallèles  à  OA,  OB,  OC,  menées  par 
l'orthocenlre  0'  de  ABC,  coupent  BC,  CA,  AB  en  À',  ijl',  v' 
et  l'on  a  la  droite  A'(y' ijl'v' ).  Les  droites  A,  A'  se  coupent  sur 
le  cercle  d'Eulor  au  milieu  de  00'.  (P.   Sonuat.) 
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:J(liT.  Siiiciil  (l,,  (^j,  ('3,  (".■,  ciniilii'  cyilc-  diiii  im'im'  |iliiii, 
L),y  cl  V'ij  li's  taii^'cnlfs  coiiiinuru'S  ;iii\  (  yolrs  (1,  i-t  ^'.j. 

Si  les  ijiiatre  seiiii-droitos  I>iï.  ''u-  I'jIi  '^ii  ^f''  taM;,'cntcs 
.1  un  mcinc  cycle,  il  on  est  île  nirme  (lt;s  «|iiiilr<'  scini-ilruiies 
II',,,  !)„,  D^,,  d;,.  .  K.   H.) 

■H)iH.  Ktaiil  (loniii-  un  trian;;le  AHC,  on  mono  par  le  milieu  x 
(le  la  liiiuleur  A.V  une  «loini-diniie   faisant  avec  a.\'  un  angle 

égal  à  la  «lillViem-f  des  angles  HA.V,  A'AC  cl  silmc  dans  le 
plus  grand  de  ces  deux  angles.  Celle  denii-dioile  el  les  deux 
denii-ilioiles  analogues  se  coupenl  en  un  même  poinl. 

(  A.    HoGOFF.  ) 

^  2<lt!l.  On  jiiinl  un  poinl  0  au\  point»  I,  H,  K  où  une  sé- 
canle  X  coupe  les  cùlés  BG,  GA,  Ali  d'un  iriangle  AHG,  el 
dans  le  faisceau  O  on  inscrit  un  Iriangle  quelconque  A|BtCt 
dont  les  côtés  H|C|,  C|Ai.  A|l{|  lenconlient  la  sécanle  en 
I,.  II,.  K,. 

I.  Le»  droites  Al|.  lîili.  <;i\,  sont  concourantes  en  un 
poinl  O]. 

II.  Si  les  droites  AO,  BO,  CO  coupenl  les  côtés  correspon- 
dants de  Al  Bt  G,  en  Pj,  Q,,  Bi,  el  si  les  droites  Aj  O).  Bi  Ot, 
Cl  Oi  (ouiniit  les  côlés  de  ABC  en  Pj,  Qi,  R|,  les  six  points  P, 
Q.  H.  1*1,  n,,  R,  sonl  situés  sur  une  droite  Xj. 

III.  I.e>  droites  X,  Xi  el  O'.)]  sonl  concourantes. 

(P.  SCNDAT.  ) 


2030.  Soient  fi).  D  et  A  les  aires  d'une  ellipse,  de  ^-a  première 
développée  el  de  sa  seconde  développée. 
Un  a  entre  ces  trois  aires  la  relati<m 

•j.i:(A  — .',  D;  =  5D». 

(  K.-N.   I;\ui>ii;n.) 

-JU.'ll.  Les  angles  d'un  quaili  il. itère  gauche  ont  cliacun  deux 
bisseclrices,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure.  Quatre  his- 
Tctrices  issues  de  sommets  dillérents  sonl  sur  un  même 
li\  perholoïdt;  >i  le  nomhre  «les  bisseclrices  iiidi  iiure>  est 
pair.  (  B.    B.) 
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[Qla] 

\\\mm  \m  vuwums  imskf  sni  i,\  tiuvslvuov 

Par  m.  Caiilo  BOUHI.KT. 


F.cs  InstrucUons  fjui  accomj)ai;ncnt  les  programmes 
officiels  {■!-  juillel  igoS)  de  l'enseignement  de  la  Géo- 
métrie, dans  le  |>remier  cycle  de  l'Enseignement  Secon- 
daire, recommandent  aux  professeurs  de  «  faire  un 
appel  constant  à  la  notion  de  mouvement  »  et  de  «  lier 
le  parallélisme  ù  la  notion  de  translation  ».  Beaucoup 
d'enire  eux  se  sont  émus  de  ces  Instructions,  et  à 
bon  droit,  en  se  demandant  si  dorénavant  on  ensei- 
gnerait dans  nos  lycées  deux  Géométries  :  l'une,  au 
premier  cycle,  où  les  parallèles  seraient  définies  par  la 
translation;  l'autre,  au  second  cycle,  où  l'on  conser- 
verait l'ancienne  méthode. 

La  question  qui  se  pose  est  alors  de  savoir  si  l'on 
ne  pourrait  pas,  en  définissant  les  parallèles  par  la 
translation,  construire  une  Géométrie  aussi  rigoureuse 
que  celle  que  l'on  enseigne  actuellement  et  qui  puisse 
être  conservée  d'un  bout  à  l'autre  de  l'Enseignement 
Secondaire.  C'est  pour  y  répondre  que  j'ai  rédigé  ce 
petit  travail  qui  n'est,  en  somme,  que  le  premier  Cha- 
pitre d'une  nouvelle  Géométrie  où  l'on  ferait  un  appel 
conslanl  à  la  notion  de  déplacement  et  où  l'on  donne- 
rait à  la  méthode  des  groupes  de  transformations 
une  place  |»répondéranle. 

C'est  M.    Charles   Méray  qui,  à  ma  connaissance  du 
moins,  a   pour  la   première  fois,   dans  ses  Nouveaux 
Eléments   de   Géométrie,    dont    la    première   édition 
Ann.  de  Mathemat.,  ,',•  série,  t.  VI.  (Novembre  1906.)  3l 
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renionle  à  |S"|,  fail  iis;if;c  de  la  Iranslatiun  pour  dcli- 
iiir  les  parallèles.  En  lisant  TOiivra^^e  de  M.  .M<'i-av, 
j'avais  élé  frappé  de  la  place  <jii'_)'  leiuiil  Ir  f)i)slnl<tf 
•  pTil  V  u  inlrodiill,  à  savoii"  (|«ie  deuj'  translations 
pensent  cl/e  rentp/acées  par  une  troisième  ;  mais 
rérnineiil  j)rofesseiir  de  l'Universilé  de  Dijon,  ayant 
surloul  en  vue  la  fusion  des  deux  Géométries  plane  et 
de  l'espace,  ne  s'était  pas  préoccupé  de  réduire  le 
nomlirc  de  ses  postulats  et,  à  côté  de  celui  (|ue  je  viens 
d'énoncer,  \\  vu  admet  lucii  d  autres.  Il  admet,  par 
exeniple.  l'existence  d'une  infinité  de  glissières  dans  la 
translation  recliligne;  il  admet  aussi  que,  lorsque  deux 
plans  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  translation,  toute 
droite  (|ui  leiuontre  lun  rencontre  1  autre.  Je  me  suis 
alors  demandé  si,  eu  se  j>laçanl,  c<;  (pie  n'avait  pas  lait 
M.  iMéray,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  groupes, 
on  ne  pourrait  pas  hàlir  une  Géomé'trie  élémentaires 
dans  la(pielle  le  postulat  de  M.  Méray  srrait  \'uniqut; 
postidat  (ondamenlal  remplaçant  celui  d'Euclide. 

Reprenant  ainsi  la  cliose  de  fond  en  comltle,  je  suis 
parvenu  à  etal>lir  la  llii'dne  (|ui  ^uit,  (pu  diilère  totale- 
ment de  celle  de  M.  Méraj  (juant  à  respiii  cl  s'en 
écarte  notablement  (pianl  à  I  oidre  et  à  la  nature  des 
propositions.  Il  est  clair  (pie.  dans  un  Traité  complet 
de  (  i(''ométrie,  (pic  |e  |teiise  pouvoir  laire  paraître 
l)ienl(jt,  on  étudierait  les  angles  et  les  rotations,  I  ho- 
motlntie  et  la  similitude  dans  le  même  esprit. 

Je  siii>  a(-luell(-ineiit  convaincu  (pic  !  introduction 
d'une  telle  Géométrie  dans  notre  Knseignement  Secon- 
daire constituerait  un  réel  progrès. 

Cette  nouvelle  mélliode,  suhstitiianl  aux  (h'-mons- 
trations  artificielles  actuelles  d'autres  plus  naturelles, 
est  plus  intuitive,  car  elle  fait  l'oir  à  réludiaiil  les 
(l('|ilacemeiits  (pu  peiiiietlent  de  comparer  les  ligures. 
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DtWinissaiiL  les  lif,'iux's  f^(';oinélri(|iie.s  par  les  cons- 
iruclions mêmes  par  lesquelles  on  les  olilieut,  elle  donne 
lieu  à  des  applications  graplii(|iics  innMédiales.  Dès 
qu'on  y  a  défini  le  parallélisme  de  deux  droites,  on  sait 
tracer  deux  droites  parallèles.  On  n'est  pas  obligé 
d'exposer,  comme  cela  a  lieu  mainlenanl,  deux  Livres 
entiers  de  Géométrie,  avant  de  pouvoir  justifier  la 
moindre  construction  élémentaire. 

Enfin,  et  ce  n'est  pas  là  l'un  de  ses  moindres  avan- 
tages, cette  nouvelle  Géométrie  se  prête  admirable- 
ment aux  simplifications  nécessaires  pour  les  débutants, 
et  cela  sans  en  nwdi/ier  ni  l'esprit  ni  l'ordonnance. 
J'ai  pu,  en  elFel,  en  conservant  l'ordre  exact  des  pro- 
positions de  ce  petit  Mémoire,  rédiger  un  Volume  tout 
à  fait  élémentaire  à  l'usage  du  premier  cycle  ('),  en 
me  contentant  de  le  dépouiller  de  sa  forme  abstraite  et 
de  substituer,  aux  démonstrations  trop  délicates,  des 
vérifications  expérimentales  au  moyen  des  instruments 
ordinaires  du  dessin.  L;.  comparaison  des  premiers 
Chapitres  de  ce  Volume  avec  le  présent  travail  mon- 
trera les  ressources  de  cette  nouvelle  Géométrie. 

Elle  descend  plus  bas  et  monte  plus  haut  que  celle 
qui  a  cours.  Présentée  sous  une  forme  expérimentale 
aux  enfants,  elle  leur  est  plus  accessible  et  est  plus 
attrayante.  Présentée  avec  tous  ses  détails,  sous  une 
forme  abstraite,  dans  les  classes  élevées,  elle  initiera 
nos  jeunes  élèves  aux  méthodes  fécondes  de  Sophus  Lie 
qui  ont  droit  de  cité  dans  notre  enseignement. 

J'ai  volontairement  donné  à  l'exposé  qui  suit  une 
forme  abstraite,  en  employant  la  notation  symbolique 
habituelle  des  groupes  de  transfonnaiion.  On  peut  évi- 
demment se  passer  de  celle  notation,  mais  les  démons- 


Ci)  Cours  abrégé  de  Géométrie,  chez  Huciielle  et  C'';  1906. 
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hîilions  ser.iienl  mciins  iii[)i(los  et  peiil-f'lre  moins 
claires.  D'îiiitre  j):irt,  pour  monlrcr  la  rlf^nciir  et  la 
j^t'iM-ralili' (Jii  raisonnement,  je  n'ai  lail  iiilciilioniiflle- 
rneiit  aucune  ligure.  Le  lecleur  putirca  aiséuieiil  en 
consiruire,  s'il  le  juge  niile.  J'ai  ('-galemenl  réduit  cel 
exposé  au  slrict  uiiniiiiuni,  en  éJHgnanl  les  applications 
nonilireusi's  «lunl  il  l;iii<li:iil  I  illii>-ti cr  dans  un  cours 
lie  Kcce.  Il  ne  suppose  (l'aillruis  (pie  \n  r)()lion  préa- 
lable du  point,  de  la  droite,  du  plan  et  de  leur  d«''ter- 
iniiiiilioii  ;  en  d  aulro  termes,  les  piiliiiiiiKiiics  ordi- 
naires (pu  servent  d'inlrodiK  tion  à  toute  Géométrie 
él('mentaire. 

l'our  |)lus  de  rapidité,  j'ai  r(''tlii;(''  à  la  fois  la  tli(''<)ric 
dans  le  plan  et  dans  l'espace.  Hien  n  est  plus  facile  (pie 
de  séparer  la  Gt''()m(''trie  plane  de  celle  de  lespacc  si 
on  le  (Jésire  :  maison  dt'truit  ainsi  la  |)arfaile  liarmonie 
des  parties  11,  III  et  l\  ,  où  Ton  i cm-iiMpieia  certaine- 
mrnl  l'exacte  correspondance  de  I  ordre  des  proposi- 
tioiis  dans  les  tr(3is  parties. 


I.  -  TRANSLATIONS  RECTILIGNES. 

1.  \  .(•  ili'/iliiccuii'Hl  dune  (ii;iire  invariable  peut  être 
envisag(''  fie  ileii\  iiianieres  dilierenles  :  ^oil  >i  iii|)lenienl 
au  point  de  vue  du  rt'sullal  produit,  soit  dans  son  en- 
semble. Dans  le  premier  cas  on  n'envisage  (pie  les  deux 
positions  initiale  et  finale  de  la  ligure  mobile,  sans  se 
préoccuper  des  positions  intermédiaires  ;  dans  le  second 
cas  on  envisage,  en  outre,  l'ensemble  des  positions 
intermédiaires  de  la  ligure,  c'est-à-dire  les  trajectoires 
de  ses  divers  points. 

En  nous  plaçant  successivement  à  ces  deux  point>  de 
vue,  nous  il  irons  (pie  : 


(  .i«:)  ) 

i"  Deux  dépldCcnK'iil.'i  sont  rot  i\  ai.ims  .v'//\  fntns- 
portent  une  nu'/ne  /ii^uro  mobile,  lutrtanl  fie  la 
même  position  initiale,   à  la   mrme  position  Jinale. 

2"  Deux  déplacements  sont  i.r;At\  s'ils  sont  <ijui- 
valents  et  si  en  outre  les  trajectoires  décrites  par 
un  point  mobile  quelconque,  dans  les  deux  dépla- 
cements, sont  identiques. 

2.  Définition.  —  Soient  I'  un  plan  fixe  dit  plan 
de  glissement  et  D  une  droite  fixe  de  ce  plan  que 
nous  appellerons  glissière  fixe  Considérons,  d'autre 
part,  un  plan  p  et  une  droite  d  de  ce  plan,  dite 
glissière  niobile.  Si  nous  plaçons  le  plan  p  sur  le 
plan  P  de  façon  que  la  droite  d  coïncide  avec  la 
droite  D,  nous  pourrons  faire  glisser  le  plan  p  sur 
le  plan  P  de  sorte  que  d  glisse  sur  D.  iVous  réalise- 
rons ainsi  un  molvemk>ï  dk  translation  rectiligne 
de  plan  de  glissement  P  et  de  glissière  D. 

Tout  point  m  de  l'espace  supposé  lié  invariablement 
au  plan  mobile  p  sera  eniraîné  avec  ce  plan  et  subira 
ainsi  un  déplacement,  ei  il  en  sera  de  même,  d'une 
manière  plus  générale,  de  toute  figure  invariable  f 
(plane  ou  non)  liée  invariablement  au  plan  p. 

Soient  alors  M|  et  F,  les  po>itions  initiales  d'un 
point  m  et  d  une  ligure  /;  et  soient  Mo  et  Fo  leurs 
positions  (inales  lorstpron  leur  a  l'ail  subir  une  cer- 
taine translation  rectiligne  T.  Nous  dirons  que  .M^  se 
déduit  de  M,  et  que  la  (igure  Fj  se  déduit  de  F,  par 
la  translation  rectiligne  T.  Les  points  Mo  et  M,, 
ainsi  que  les  figures  F2  et  F,,  seront  dits  homologues 
dans  la  translation  rectiligne  T. 

Dans  la  suite,  comme  il  s'agira  toujours  de  transla- 
tions rectilignes,  nous  nous  contenterons,  pour  abré- 
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ger  1<'  l;iii^;ij;('.  ilf  iliic  siiii|)lfmiMil  i/nr  (raitahition^ 
en  soiis-piiiriidiiiit  I  «'ijiilirlc  reriilii^nc . 

3.  Traksj.atioîvs  Ér.Ai.Ks.  —  D'après  ce  qui  procède, 
deux  II  .irisl.ilioriN  T  el  T'  seioiil  diles  égales.  i*l  l'on 
écrii'H 

T  =  T'. 

si,  non  seulenienl  les  posiiions  (inalrs,  niiiis  encore  les 
trajecloires  déeiili's  par  Imit  point  niohilc.  piirlani  de 
la  même  position  iiiiliitlf,  sonl  idenlMpics  dans  les 
deuv  Iranslalions. 

•i.  Tr.vîcslations  inveksks.  —  Soil  T  une  transla- 
tion qui  am«'ne  une  figuri;  ntobile  /  de  F,  en  F.j.  La 
translation  de  int-ine  i;lissière  et  de  même  plan  de  glis- 
sement, (pii  ramène  /  de  V^  <-'"  F,  en  faisant  décrire  à 
tous  les  points  de  la  (iguie  m(djile  /"  les  mêmes  che- 
mins que  la  translation  T,  mais  en  sens  inverse,  est  ce 
que  nous  appellerons  l.i  lr<inslalion  inverse  de  la 
translation  T  el  nous  la  désignerons  pai  la  nolalion  T^' . 

6.  Translation  inr.NTioiE.  —  Un  nioiivcment  de 
translation  recliligne  est  maiiir(:>i<'mcnt  un  mouvement 
à  un  paramètre,  car  la  position  du  plan  mohile  p,  et 
par  suite  de  tout  point  lié  invariablement  à  ce  plan, 
dépend  d'un  seul  paramètre,  par  exemple  l'abscisse 
d'un  point  de  la  glissière  mobile  d  sur  la  glissière 
lixe  I).  Dès  que  la  valeur  de  ce  paramètKr  est  donnée 
les  jtosilions  de  tous  les  points  mob:les  sont  bien  déter- 
minées :  ce  (pii  rev  ienl  à  dire  que,  si  l'on  fixe  b»  position 
d'///i  seul  point  lié  invariablement  au  plan  /?,  celles  de 
tous  les  antres  points  entraînés  avec  p  sont  bien  déter- 
minées. 

En  d'autres  termes,  si  dans  une  translation  recliligne 
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lin  seul  pdiiit  reste  fixe,  a  un  déplaccinent  nul,  Ions  les 
autres  pouils  iMobJles  resleul  fixes,  e'osl-;"i-diie  oui  des 
(léplaceinetils  nuls. 

L  ne  tra/isld/ion  de  ce  i^enre  qui  ne  déplace  aucun 
/>oint  est  ce  qu'an   ajqiclle    une    tuanslation    idion- 

T  I Q  II  K  . 

Il  uy  a  évidemmenl  i\»une  translation  icienlique. 
car  deux  translalioris  idenlii|ues  sont  égales,  confor- 
mément à  la  df'dinition  du  u"  3. 

Ce  (jui  précède  prouve  (|ue  : 

Pour  qu'une  t/anslation  soit  identique  il  faut  et 
il  suffi/  qu'elle  laisse  vy  point  fixe,  c'est-à-dire  que 
la  trajectoire  d'vs  seul  point  soit  nulle. 

On  représe/ite  la  translation  identique  par  le 
symbole  1. 

Il  est  clair  que  la  translation  identique  est  égale  à 
son  inverse. 

6.  Proi>ijit  de  deux  tha.nslatioxs.  —  Supposons 
qu'une  première  translation  T  lasse  passer  une  ligure 
mobileyde  la  position  F,  à  la  position  F^  ;  puis  qu  une 
seconde  translation  T  transporle  f  île  F^  en  F3.  La 
(igure  invariable  y  aura  subi  un  déplacement  total  de 
F,  en  F3  qu'on  appelle  le  produit  des  deux  transla- 
tions T  et  T'. 

7.  Postulat.  —  //  existe  une  translation  recli- 
ligne  et  une  seule  équivalente  au  produit  de  di-ux 
translations  rectilignes  et  indépendante  de  l'ordre 
des  facteurs. 

En  d'autres  termes,  nous  admettrons  que,  si  une 
translation  T  anjène  une  figure /"de  F,  en  F^  et  si  une 
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se(M)inlt'  Iranshilioii  T  ti-:iii»|>(irl(>  f  de  F.j  en  Kj,  il 
«'xish'  iiiH-  tiMiioliitioii  n'chligiic  <i  iimsfnli'  tyi\  li'Hns- 
|M»i  le  /'  (Ir  I"",  CM  I'  3. 

Ntnis  tlési;;ii«'roiis  cette  tidiislalion  rectili gne  piir 
le  svinliolc  TT'. 

De  |»lii>,  si  l'dn  rUfcliic  d'alionJ  \:\  I  i;iiis|,iiir»ii  T'.  elle 
liaiis|)nrl«'ia  y^  (le  F|  en  une  cerliiiiie  position  I,.  puis 
la  Iransladon  T  ramènera  préeiséinenl  f  de  1*  j  en  F3. 

Les  deux  Iranslalions  reelilignes  TT'  et  T'T  sont 
égales  (au  sens  précis  du  n"  3),  ce  qui  s'écriia 

TT'=T'T. 

\  oici  le  po^liiliil  tpii,  dans  celle  iiouvcdie  Cîeomélrie, 
remplace  laiK  icii  p<»stiilal  d'Euclide.  Ceci  revieuldiuic 
à  dire  que  Ton  admel  que  les  Iranslalions  reclilignes 
formenl  un  groupe  et,  puisque  ce  poslulat  esl  le  seul 
donl  nous  aurons  besoin  dans  la  suile,  on  en  doil  eon- 
elure  cpiil  caractérise  la  (jéomélrie  euclidienne  lors- 
(pi  on  se  place  au  poini  de  vue  de  Sopluis  Lie  ('). 

8.  pRoni  (T  i)K  vi.isiKi  RS  TKA>sLATio>s.  —  La  défi- 
nition du  produit  de  deux  Iranslalions,  grâce  au  postu- 
lai (pii  précède,  s'étend  immédialemenl,  de  proche  en 
proche,  à  un  nombre  «pielcoiMpie  de  fadeurs.  Les 
piddiiils  de  translations  ainsi  dc(ini>  jouissenl  des 
mêmes  propriétés  commutatives  et  associatives  que  les 
produits  lie  nombres. 

En  j)articulier,  le  produit  d«'  ///  fois  la  mènie  trans- 
lation T  seia  nommé  la  puissance  ni'''"'"  de  T  et  sera 
repré>enlé  par  le  symbole  T"'. 

(')  .Mi>n  i")llt|j;ue  cl  ami  M.  Tresse  rn'a  coniniuniqué  que  les 
travaux  de  Li«'  ont  établi  que  Ip  fjroupc  des  mouvemciils  euclidiens 
est  le  seul  qui  contienne  un  sous-gruupe  distingué  el  que  ce  sous- 
)i;rou(ie  esl  celui  des  iransl.itiuns. 
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Les  deux  proposilions  siiiv;iiilrs  sont  ir;iill»'iirs  «'vl- 
flrnfos  : 

Le  produit  d' une  translation  par  la  translation 
identique  est  êp;al  à  cette  première  translation. 

VjAV  la  Iransl.ilion  11  est  cellr  (»l)trmi<'  m  cnV'cliiant 
d'abord  la  Iraiislalion  T,  puis  la  Iranslaliori  1  ;  or,  celle 
dernière  ne  change  la  posili(jn  d'aucun  point,  fl(jnc 

Tl  =  IT  =  T. 

Le  produit  de  deux  ti-anslations  inverses  est  égal 
à  la  translation  idenliffue. 

Car  si,  sur  une  ligure  /",  on  efTeclue  successivement 

les  deux   Iranslalions  T  et  T~',  d'après    la   dt'finilion 

même  de  T~',  on  la  ramène  à  sa  position  initiale.  On 

a  donc 

TT-i=  1. 

Ceci  montre  que  —  i,  dans  T~',  se  comporle  comme 
un  vérilable  exposant  négatif. 

9.  Thkorème.  —  //  ny  a  qu'une  seule  translation 
qui  amène  un  point  donné  A  en  un  autre  point 
donné  A'. 

Soienl  en  ell'et  T  et  T'  deux  translations  qui  amènent 
A  en  A'. 

La  translation  T'T~'  laisse  A  lixe,  car  T'  amène  A 
en  A'  el  T~'  ramène  A'  en  A.  On  en  conclut  que 

T'T-'  =  1, 

car  (n"  5)  la  seule  translation  qui  laisse  un  point  fixe 
est  la  translation  identique.  On  en  déduit,  en  multi- 
pliant par  T, 

T  T-'T  =  IT 
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ou.  cojniiu'  Ton  a 

T-iT  =  l, 

ol  que  l'on  peul  reujplacer  1  "'  T  |iai-  le  [noduil  eflec- 
tué, 

T'=  T. 

in.  THitoRÈME.  —  Dans  taiitt'  t ranslution.  rrcti- 
Ugne  : 

\°  La  trajectoire  d'un  jtoint  molàle  est  un  se  fu- 
ment de  droite  et  cette  droite  est  une  g!.issièt-e  ; 

•2"  Tout  plan  passant  par  une  glissière  est  un 
plan  de  glissement. 

Soient  M  et  M'  les  positions  initiale  et  finale  d'un 
|)oint  mobile  m  dans  une  liaiislalion  iccliiifîue  T,  vA  P 
un  plan  (pielcon(|ue  |)assant  par  la  dioilc  MM'. 

La  translation  T'  de  glissière  MM' et  de  plan  de  glis- 
sement P  qui  amène  iM  en  M'  est,  d'après  le  théorème 
précédent,  égale  à  T. 

Or,  dans  cette  translation  T',  le  |)oint  ///  a  pour  tra- 
jectoire MM',  la  droite  MM'  est  une  glissière  el  P  un 
plan  de  glissement,  il  en  est  donc  de  inênic  pour  T. 

I^VERSEMENT,  toutc  gUssiè/e  est  évidemment  la 
trajectoire  commune  de  tous  les  points  mobiles  si- 
tués sur  elle. 

On  en  coim  lui  qu'//  n'y  a  pas  d'autres  glissières 
que  les  trajectoires  des  points  mobiles,  et  que,  par 
suite,  par  tout  point  de  l'espace  il  passe  une  glis- 
sière, et  une  seule,  qui  est  la  trajectoire  de  ce 
point. 

()ii  peut  prendre,  comme  glissière  d'une  translation, 
toute  droite  joignant  deux   |)oinls  homologues  dans  la 
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iranslalioii,  oL  pour  plan  de  gllsseinonl  Imil  plan  pas- 
sant pnrdcnx  tris  points. 

//  en  résiiUc  <jn' une  trctnslation  est  par/a itr^rnent 
définie  dès  qiion  se  donne  un  couple  de  points  ho- 
mologues A  et  A'. 

Car  elle  aura  pour  plan  de  glissement  un  plan  (juei- 
conque  P  passant  par  AA'et  pour  glissière  la  droite  AA'. 
C'est  donc  la  translation  obtenue  en  faisant  glisser  un 
plan  mobile  p  sur  [',  de  façon  qu'une  droite  d  âe  p 
glisse  sur  AA',  et  qu'un  point  a  de  p  décrive  le  seg- 
ment AA',  ce  qui  détermine  le  déplacement  de  p. 


II.  —  DROITES  l'AIiALLELES. 

11.  Définition.  —  Deux  droites  de  /'espace  sont 
dites  parallèles  lorsque  l'une  se  déduit  de  l'autre 
par  une  translation  rectiligne. 

12.  Théouème.  —  Deux  droites  parallèles  D  et  D' 
qui  ont  un  point  commun  A  coïncident. 

Soient  en  effet  T  la  translation  par  la<|uelle  D'  se  dé- 
duit de  D,  et  A'  l'homologue  de  A  dans  cette  transla- 
tion. 

i"  Si  A'  coïncide  avec  A,  la  translation  T  est  égale 
à  1  ;  tout  point  coïncide  avec  son  homologue,  donc  D' 
coïncide  avec  D. 

2°  Si  A'  et  A  sont  distincts,  A'  est  situé  sur  IJ'  ho- 
mologue de  D.  Or,  par  hvpoihèse,  A  est  aussi  situé 
sur  D'.  La  droite  D' coïncide  donc  avec  la  glissière  AA'  : 
c'est  une  glissière  deï  et  elle  coïncide  avec  son  homo- 
logue D. 
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\'.\.     riiKORÉMK.    —    Di'nx   ilroiti's    i)ar<illrli's    dis- 
li/ictcs  \)rt  D'  sanf  siturrs  ci<ins  un  nu'im'  pliin  il  ne 
se  rencontrent  pas. 

D'jihord  il  est  pvJjKmiI  qiiP  les  (1(mi\  droites  n'onl  au- 
cun point  commun,  car,  sans  cela,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, elles  nt;  seraient  pas  di>lin('tes. 

Soient  alors  A  un  point  de  U  et  A'  son  honiologue 
sur  D'  dans  la  translation  T  qui  amrne  D  en  X)' .  Dési- 
gnons par  I'  le  plan  déterminé  par  le  j)oinl  A'  et  IJ. 

La  droite  AA'  fiant  une  glissièie,  le  plan  I*  qui  la 
eonlieul  est  ur)  plan  d(;  j^lissemenl;  par  suite,  dans  la 
translation  T,  la  di-oite  D  reste  située  dans  le  plan  F*, 
qui  eonlierii  donc^  Xï . 

14.  Théorèmk.  —  Deux  droites  13  et  \y  jutnillèles 
à  une  troisième  D"  sont  parallèles  entre  elles. 

Soit  T  la  Iranslation  (pu  aiuiMie  D  rn  \)"  «;t  J'  la 
la  translali(ui  qui  amène  D"  en  IJ' ;  la  translation  11' 
amène  D  en   M' . 

V.\.  rnÉoRÈMF..  —  Par  tout  jxiint  O  de  l'espace  on 
peut  nii-ni'r  une  parallèb'  à  une  droite  donnée  D,  et 
Ion  ne  peut  en  nienel-  tjuune. 

\L\\  l'ilV'l,  soit  A  un  point  de  I).  La  translation  de 
glissière  AO,  (pii  amène  A  eu  O,  auïèue  D  en  la  paral- 
lèle D'  passant    par  O. 

Celte  parallèle  est  d'ailleurs  la  seule,  car  tout»'  paral- 
lèle à  D  passant  par  O  est  aussi  parallèle  à  D'  et,  pai' 
suite,  coïnciiie  avec  D'  puis(prelle  la  rencontre  en  O. 

10.  Tmkoiiimk.  —  l)ans  une  translation  rectdlgne 
toutes  les  glissières  sont  parallèles  entre  elles. 
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Soicnl  I)  cl  I),  «li'iix  ^'lissières  d'iiiM'  li-ansl;iLif)i)  T, 
A  et  V  deux  |i(iiiils  df  I)  lictmolofj^iifs  dans  ccMc.  trans- 
liition,  el  li  uti  point  do  L),.  l)ési;^noris  pac  T'  la  Irans- 
lalion  de  j^lissière  Ali,  (|ni  ainèiie  A'  en  li  el  amène  U 
en  une  position  D',  parallèle  à  D  passant  par  B, 

La  translation  Tï'  amène  A  en  B,  car  T  amène  A 
en  A' et  T'  transporte  A'  en  B;  'ÏT'  transporte  donc 
aussi  I)  en  D'. 

Nous  allons  piouxcr  (pic  D' coïncid<' a\ec  IJ,. 

Exécutons,  en  eflei,  les  translations  précédentes  en 
ordre  inverse.  La  translation  T'amène  A  en  ui\  point  C 
de  D'  ;  puis  la  translation  T  amène  C  en  B,  car  comme, 
d  après  le  postulat, 

TT'  =  T'T, 

la  translation  T'T  doit  amener  A  au  même  point  B 
que  TT'.  Or,  C  et  B  sont  tous  deux  sur  D'  et,  comme 
ce  sont  deux  points  homologues  dans  la  translation  T, 
on  en  conclut  tpie  GB,  c'est-à-dire  D',  est  une  glissière 
de  T.  D'  coïncide  donc  avec  i),  puisque  (n"  10)  par 
un  point  B  il  ne  passe  qu'une  glissière. 

17..  Béciproque.  —  Lorsque  plusieurs  droites  sont 
parallèles,  dans  toute  translation  pour  laquelle 
r une  d'elles  est  glissière,  les  autres  le  sont  aussi. 

Soient  D  et  D'  deux  droites  parallèles  et  T  une 
translation  de  glissière  D.  La  glissière  D(  de  ï  tpii 
passe  par  un  point  O  de  D'  est  parallèle  à  D,  donc  elle 
coïncide  avec  D'. 

18.  Sf.gmexts  égaux  et  parallèles.  —  Considérons 
deux  droites  parallèles  indélinies  D  et  D'  et,  sur  ces 
deux  droites,  deux  segments  égaux  AB  et  A'B  . 

Par    une   translation    amenons    A    en   A   :    les    deux 
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(JroiU's  |)  ri  I)  (•oiiicnlt'ruiil .  Si  \\  vicnl  >e  jilaccr 
sur  I)'  (lu  même  côU*  de  A'  (|ii(î  IV,  1rs  (|(mix  sepmenls 
é^'Hiix  AH  vl  A' H'  coïiicitienl  :  nous  (liions  ulors  (prils 
sont  Je  ruf'fue  sens.  Sinon,  nous  dimn*  (|ue  les  d«'ux 
segments  sont  de  sens  contraires.  Imi  «lauircs  icrmes  : 

/h'i/.r  sr:^'^//n'nf.s  (''<^<iiix  sont  ixinillcles  et  (h'  nir/ne 
sens  si  l'on  />t'ut  1rs  faire  coïncider  par  la  (ransla- 
tion  (jiii  amène  leurs  oris^ines  en  coïncidence. 

/Jeux  seij^nients  é<^an.r  sont  parallèles  et  de  sens 
contraires  si  la  translation  ijiii  fait  coïncider  leurs 
orii^ines  les  place  en  jaoloni^enunt  lun  dr  l'autri-. 

m.  I  iiK<»KkMK.  —  Pans  une  translation  rccti- 
ligne  tous  les  points  mobiles  décrivent  des  segments 
égaujc,  parallrles  et  de  même  sens. 

Soient  a  et  m  deux  points  inoMIcs  d.ins  une  trans- 
lation T,  A  el  M  leurs  positions  initiales,  A' et  M'  leurs 
positions  finales.  Les  Irajectoii'iis  de  ces  deux  points 
sont  AA'  el  MM'. 

Les  droites  AA'  et  MM'  sont  p;irallèles  cdiiimc  (}t;iiil 
des  glissières. 

Les  droites  AM  et  A' M'  sont  également  parallèles 
comme  homologues  dans  la  translation  T. 

Si  donc  on  prend  AM  pour  glissière,  A'M'  le  srra 
aussi,  et  la  translation  T',  tpii  transporte  A  en  M,  trans- 
portera A  en  un  cerliiin  point  de  A'M'.  D'autre  part, 
cette  Iranslalion  an)ène  Id  droite  indj-finie  \A' en  c<»ïn- 
cidence  hm'a:  la  droite  iiKJéfinic  parallèle  MM';  par 
suite,  elle  amené  aussi  A'  sur  MM  .  La  translation  T', 
amenant  à  la  l'ois  A'  sur  A'M'  et  sur  MM',  transporte  A' 
en  M':  cllf  fait  donc  coïncider  les  deux  segments  AA' 
et  MM'  (pu,  par  suite,  sont  égaux,  parallèles  et  de 
mèm»;  sens. 
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20.  Ukmauq>l'k. —  Si  l'on  winxwwr  fniialli'liii^n  II rnnir 
un  (juadrilairre  dans  lc(|iiel  les  cAU'S  (»|)[i()«,('s  sonl  dtiiv 
à  deux  paiallrles,  la  dénionsiialion  |jréc«'denle  prouve 
(jue  : 

Dans  un  pandlclograninic  les  côtés  opposes  sont 
égaux. 

Car  elle  prouve  que,  dans  le  cpiadrilalère  AA' M'M 
qui,  pai-  liy|)()llirse,  est  un  parallélogramme,  on  a 

AA'=  MM'. 

21 .  Thkohème.  —  Étant  données  quatre  droites  pa- 
rallèles D,,  Do,  D3,  Di  situées  dans  un  même  plan 
et  coupées  par  deux  sécantes  A  et  \'  respectivement 
aux  points  A,,  Ao,  A3,  A^  et  B,,  Ba,  B3,  Ji^,  si  l'on  a 

A,  A,  =  AjAj, 
on  a  aussi 

8,84  =  8384. 

Supposons  que  les  segmenls  A,  A^  et  A3  A4  soient  de 
même  sens.  Eirectiions  alors  sur  l'ensemble  des  deux 
droites  D,  et  D^,  considérées  comme  formant  une 
figure  invariable,  une  translalion  de  glissière  A  qui 
amène  A,  en  A3;  le  point  A2  viendra  en  A4,  et  D,  et  Do 
viendront  respectivement  coïncider  avec  D3  et  D^.  Les 
points  B)  el  Bo  viendront  se  placer  en  B',  et  B'„  sur  D3 
et  D^,  de  telle  sorte  que  le  segment  B,  B.,  soit  parallèle 
à  A'  el  égal  à  B,  Bo.  La  ligure  B',  B',  B.j  B3  est  alors  un 
parallélogramme,  el  Ton  a 

8,82  =  Iî'iB:,  =  8384. 

De  plus,  les  deux    segmenls    B,  Bo  el    B3  B^  sont    de 
même  sens. 
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H"!.    (  Innoi.i.MUK.  —  Si  dans  In    fii:iirc  jtrici'denlc 
on  a 

A,.\v  =  n..\t\r, 

n  étdni  un  nmnhrf  rntù-r  i/uelcontjue ,  on  o  aussi 

23.  Thkokème.  —  Lorsfjtie  deux  droites  D  rt  W 
sont  parallèles^  toute  droite  A  de  leur  plan  qui  ren- 
cnnlre  l' une  rencontre  l'autre. 

ncmiiiijiions  d'iihord  que,  D  et  D'  iif  se  renconiraiit 
pas,  tous  les  points  de  Tune  sont  situés  d'un  nirine 
côté  de  l'autre. 

Supposons  alors  fjuc  A  coiip«"  1)  vu  A.  Le  ihéoifnic 
sera  évidemment  démontré  si  l'on  jx-ni  prouver  (|n'ii 
existe  un  point  de  A  silut-  sur  13'  on  de  raulrc  côté 
de  D'  cpie  IJ. 

A  cet  eflet,  prenons  un  poinl  H  -«nr  IJ  cl  un  j)oinl  B' 
sur  IJ',  et  traçons  le  segmeni  de  droite  HB'.  Faisons 
elVecluer  à  D  une  translation  de  glissière  A  du  côté 
de  D'.  Le  poinl  A  viendra  occuper  une  position  A, 
sur  A,  du  même  côté  de  D  (pie  D',  et  D  viendra  en  une 
position  1),.  |)ar;(llèle  à  D,  et  passant  par  A,. 

Si  A|  est  situé  sur  D'où  de  l'autre  côté  de  D'  (jne  D. 
la  proposition  est  étal)li(;. 

Siuïui,  le  poinl  A|  étant  situé'  entre  I)  et  I)',  il  en 
sera  de  même  de  tous  les  points  de  D,  ;  et  les  deuv 
points  B  et  B',  étant  de  part  et  d'autre  de  Dj,  la  droite 
D,  rencontrera  BB'  en  un  point  B,  situé  enlre  B  et  B'. 

Choisissons  alors  un  nutniite  enluM'  n.  Ici  (jiie  /i.BB, 
soit  é<,'al  ou  supérieur  à  BIV.  et  ellécluous  sur  la  droite  1) 
la  translation  'l'". 

\.r  |»oint   A  viendra  en  un    poiiil    A„  île   A,  du  niéme 
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côté  de  D  que  D'  el  Ici  que 

AA„  =  n.\.\\. 

Ce  point  An  sera  sllu»'  sur  D'  ou  de  l'aulre  côté  de  D' 
que  D;  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  parallèle  D„  à  D 
passant  par  A,»  serait  comprise  entre  D  et  D'.  Elle  cou- 
perait BB'  en  un  point  B„  compris  entre  B  et  B'  et,  par 
suite,  tel  que 

BB„<BB'. 

Or  ceci  est  impossible,  car,  puisque 

AA„  =  n.  AA,. 
on  a  aussi 

BB„=  n.6B,^BB'. 

24.  Théorème.  —  Deux  droites  D  et  D'  situées 
dans  un  même  plan  et  ne  se  rencontrant  pas  sont 
parallèles. 

Menons  en  effet  par  un  point  O  de  D'  une  paraHèle  A 
à  D.  Elle  coïncidera  avec  D',  car,  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  D',  rencontrant  A,  rencontrerait  D  parâllièle  à  A. 


III.  —  PLANS  PARALLÈLES. 

23.  Définition.  —  Deux  plans  sont  dits  paral- 
lèles lorsque  l'un  se  déduit  de  l'autre  par  une  trans- 
lation rectiligne. 

26.  Théorïeme.  —  Deux  plans  parallèles  P  eè  P" 
gui  ont  un  point  commun  A  coïncident. 

Soient  en  effet  Tla  translation  par  laquelle  P'  se  dé- 
duit de  P  et  A'  l'homologue  de  A  dans  cette  translation  : 

Ann.  de  Mathémat..  4*  série,  l.  VI.  (Novembre  1906.)        Sa 
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1"  Si  A'  conM'ide  ovrr  A,  la  ti  iiiisl.ition  1  «'sl  ('f^alc 
à  1  el  les  Jeux  |)l,iiis  coiiickIciiI  . 

2"  Si  A'  el  A  soiil  disliiicls,  la  droite  AA'  est  une 
fïlissièrc  située  tout  entirre  dans  le  |thm  P'  (]iii  contient 
à  la  fois  A  el  A'.  Le  plan  V  est  donc  un  plan  de  glisse- 
MH  ni  et  coïncide  avec  son   lionioli>;;iic  I*. 

!27.  Tni.oni.MK.  —  Di'UJi  /ihiiis  iHirallclcs  (lisLincts 
nont  aucun  point  commu/i. 

(^ar,  s'ils  en  avaient  un,  ils  coïncideraient. 

2S.  Thkoiîkmk.  —  Deux  j)lnn'i  P  et  P'  para  liâtes  à 
un  troisième  1*"  sont  parallèles  entre  eux. 

Car,  si  T  est  la  translation  <jni  transporte  I'  en  I*"  el 
T'  celle  qui  transporte  V  en  1*',  la  translation  TT'  trans- 
porte P  en  P'. 

^t).  InroHi  MK.  -  Par  tout  fxjiut  (  )  de  l'espace 
on  />eut  mener  un  plan  parallèle  a  nu  plan  donné  P 
et  un  seul. 

On  obtient  évidemment  nu  hl  phin  P'  |)ar  nue  trans- 
lalioii  (jiii  amène  un  point  de  P  en  (J.  C  est  daillenrs 
le  seul,  car  tout  anire  plan  parallèle  à  P  el  passant 
par  O  est  aussi  parallèle  à  P'  et  par  suite  coïncide  avec 
lui  piiisiprii  le  rencontre  en  (). 

'M).  Jiiï.oHiMK.  —  Les  droites  d'i/itersecfion  I) 
et  \y  de  deux  pla/is  parallèles  P  et  P'.  par  un  troi- 
sième II  <pii  les  renonfre,  sont  parallèles . 

Soient  ()  un  point  de  D  el  i)'  un  point  de  D  .  Si  Ion 
fait  eUectner  à  I*  la  translation  de  glissière  OO'  (pu 
aniène  O  en  0',  le  |)lan  II,  contenant  OO',  acra  un  plan 


(k'  y  li>«<('fiiftil ,  l.i  (Iroilc  I  )  l'olciM  (Il  me  iliiii-  II  <| .  (•<  .niiiir 
P  viendra  coïncider  avec  l^,  la  dioilc  I)  viciidii  hnii 
par  celle  Iranslalion  coïncider  avec  linlersecliiMi  !)' 
de  n  et  P'. 


\\\ .  liiLoniMi,.  —  /''tant  doniu's  (fiiKtiP  plans  jm- 
rallèU'S  I*,,  |V>,  P:,,  1*,  I  m  milifs  ikii  ih'ii.r  s.  r.uil   s  A 

et  A'  respectivement  aux  points  A,,  Aj,  A.,,  A4  et 
B,,  B2,  B3,  B4,  SI  l'on  a 

A,Aî=  A3A;, 
on  a  aussi 

B(  B2  =  B.-)  Bj. 

Supposons  les  segments  A,  A2  et  A3  A4  de  même 
sens.  Eflectuons  sur  l'ensemble  des  deux  plans  P,  et  P^, 
considérés  comme  formant  une  figure  invariable,  la 
translation  de  glissière  A  qui  amène  A,  en  A3  :  le 
point  A2  viendra  en  A4,  et  P<  et  P2  viendront  respec- 
tivement coïncider  avec  P3  et  P4.  Les  points  B|  et  Bj 
viendront  se  placer  en  B^  et  B'^  sur  les  plans  P3  et  P.», 
de  telle  sorte  que  le  segment  B',  Bl  soit  parallèle  à  A'  et 
égal  à  BjBa- 

Les  droites  B',  B3  et  B',  B4  seront  parallèles  comme 
intersections  des  plans  P3  et  P4  par  le  plan  des  deux 
parallèles  B',  B;  et  A'. 

La  figure  B,  B2B4B3  est  donc  un  parallélogramme  et 
l'on  a 

B,B,=  b;  b;  =;B3Bi. 

Corollaire.  —  Si  l'on  a 

A3  Av  =  rt.Ai  A2, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  a  aussi 
BjB4=n.B,B,. 


(    .)00    ) 

A"!.  T»\  o\\y\iy.  —  Lorsque  drux  ftlnns  P  et  I*'  sont 
fxirfti h'h's.  fniitr  ilroilr  1  tjni  rencontre  litn  ren- 
contre l'autre. 

L;i  (h'iiioiistralion  est  idenli(|ue  à  celle  du  n"  23. 

On  pourrait  d'ailleurs,  par  tin  renversement  de 
Tordre  des  propositions,  placer  celle-ci  la  premi<>re  el 
alors  en  déduire  le  lliéorènie  du  q°  2'i. 

XA.  Th^.okéme.  —  Lorsque  deux  plans  V  et  V  sont 
parallèles,  tout  plan  II  qui  rencontre  l'un  rencontre 
l'autre. 

Supposons  que  H  coupe  le  plan  iVsiiivant  une  droite  D. 
SI  par  un  point  O  de  D  on  mène,  dans  le  plan  R,  une 
droite  A  distincte  de  D,  cette  droite  rencontrant  le 
plan  I'  en  O  rencontrera  le  plan  parallèle  F'  en  un 
point  (y  apj)artenant  à  la  fois  à  V  et  à  II. 

'À\.  TuFORÈME.  —  Deux  plans  P  et  P'  qui  n'ont 
aucun  point  commun  sont  parallèles. 

Menons  en  eflri  par  un  point  O  <lo  l''  un  plan  H  paral- 
lèle à  P.  Ce  [)lan  II  coïncide  avec  P',  car,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  P',  rencontrant  0,  rencontrerait  le  plan  P  pa- 
raHèle  à  II. 


I\.  —   imoITKS  KT  PI.ANS  rA»\LLi:LKS. 

'X).  Dkmmtio.n.  —  Une  droite  I)  et  un  />la/i  \' 
sont  (lits  |i.irallél('s  s  il  existe  une  translation  qui 
amène  I)  èi  être  contenue  dans  le  plan  V  ou,  ce  qui 
retient  au  même,  s'il  existe  une  translation  qui 
amène  P  èi  contenir  l>. 


(     JO.I     ) 

30.  TuÉouKMK.  —  Si  (/ne  droilc  IJ  pinullclc  à  un 
fxliin  Pa  an  point  A  commun  avec  ce  /tl<in,  elle  est 
située  tout  entière  duns  le  plan  P. 

Soit  T  la  Iranslalion  fjiii  ainriie  l*  à  occuper  une  posi- 
tion V  pussaul  par  IJ  et  soil  A'  l'homologue  fie  A  tians 
cette  translation.  Il  suffit  de  prouver  que  P'  coïncide 
avec  P. 

i"  Si  A'  coïncide  avec  A,  c'est  évident,  puisque 
T  =  l. 

2"  Si  A'  ne  coïucid,e  pas  av«c  A,  la  droite  AA'  e>t 
iout  entière  dans  le  plan  P',  car  A  est  situé  sur  D  con- 
tenue dans  P'  et  A'  est  l'hoinoloj^ue  d'un  poinl  de  P. 
AA'  étant  une  glissière,  le  plan  P'  est  un  plan  de  glisse- 
ment et  coïncide  avec  son  homologue  P. 

3*7.  Théorème.  —  Une  droite  D  parallèle  à  un 
plan  P  et  non  située  dans  ce  plan  n'a  aucun  point 
commun  avec  ce  plan. 

Car.  si  elle  en  avait  un,  elle  serait  tout  entière  dans 
le  plan. 

38.  Théorème.  —  Lorsque  deux  droites  D  et  D' 
sont  /Hirallèles,  tout  plan  P  parallèle  à  l'une  D  est 
parallèle  à  l'autre  D'. 

Car,  si  T  esl  la  translation  qui  amène  D'  à  coïncider 
avec  D  et  T' celle  qui  amène  D  à  être  contenue  dans  P, 
la  iranslatipn  TT'  amène  la  droite  Jd'  à  être  située  dans 
le  plan  P. 

Cas  particulier.  —  Lorsque  deux  droites  sont 
parallèles,  tout  plan  passant  par  l'une  est  paral- 
lèleà  Vautre,  ou,  ce  qui  revient  au  même  :  Lorsqu' une 
droite  est  parallèle  à  une  droite  d'un  plan,  elle  esl 
parallèle  à  ce  plan. 


(    5o9.    ) 

'A\).  (  !iiuoi.i.\n\F..  —  Si  par  un  />oint  i)  <f'  un  /-/'//i  I' 
o/i  niènr  une  droite  1)'  fuirallèle  à  une  nuire  droite  D 
pnralli-le  au  f>Uin  P,  lu  droite  D'  est  tout  entière  si- 
tuée dans  le  f)lan  I*. 

('.ir  \y  esl  «'^aleiiK.'nt  parallèle  au  plan  I'  <l  a  un 
|i(»inl  O  commun  avec  lui. 

40.  Théorème.  —  Lorsque  deux  plans  P  et  P'  se 
coupent,  toute  droite  D  parallèle  à  la  fois  aux  deux 
plans  est  parallèle  à  leur  intersection;  et  réciproque- 
ment, toute  droite  D  parallèle  à  l'intersection  est  à  la 
fois  parallèle  aux  deux  fdans. 

Si  D  est  parallèle  à  I*  el  à  P'  et  qu<'  par  un  point  O 
de  leur  interseclion  on  mène  une  parallèle  A  à  D,  celle 
droite  A  est  située  à  la  fois  dans  les  deux  plans  (n"  39); 
donc  elle  coïncide  avec  leur  intersection. 

La  n'-ciproque  résulte  immédiatement  du  cas  parti- 
culier du  n"  38. 

il.  Théorème.  —  Si  une  droite  D  est  /tarallèle  à 
un  phtti  W  tout  plan  W,  passant  p<ir  \).  qui  coupe  P, 
le  coupe  suivant  une  droite  D'  parallèle  à  D. 

Car  D  est  à  la  fois  parallèle  à  P  et  à  II  ;  donc  elle  esl 
j)arallèle  à  leur  inlorsection  D'. 

i!2.  Théorème.  —  Lorsque  deux  plans  P  l'I  P'  sont 
parallèles,  toute  droite  D  parallèle  à  P  est  paral- 
lèle à  P'. 

Car,  si  T  est  la  translation  (jui  amène  P'  à  coïncider 
avec  Pet  1'  celle  qui  amène  Pà  passer  par  D,  la  trans- 
lation 1  I'  aillent;  P'  à  passer  par  I), 

Cas  PARTiciLiKR.  —  Lorsque  deux  plans  sont  pu- 


(  5o3  ) 
rallèles,  toute  droite  contenue  dans  l'un  est  /mrtil- 
lèle  à  raidie. 

43.  ThisOrème.  —  l*ar  tout  /xtint  O  de  r espace 
on  peut  mener  une  infinité  de  droites  parallèles  à 
un  plan  donné  I*.  Le  lieu  géométrique  de  ces  droites 
est  le  plan  V  parallèle  à  V  passant  par  O. 

Car  loule  droite  passant  par  O  et  située  dans  P'  est, 
d'après  ce  qui  précède,  parallèle  à  P;  et,  réciproque- 
ment, toute  droite  parallèle  à  P  passant  par  O  est  éga- 
lement parallèle  à  P'  et,  par  suite,  est  située  dans  P' 
puisqu'elle  y  a  un  point  O. 

-ii.  Théorème.  —  Toute  droiteD  qui  ne  rencontre 
pas  un  plan  P  est  parallèle  à  ce  plan. 

Soit  en  efTet  P'  un  plan  parallèle  à  P  et  passant  par 
un  point  O  de  D.  La  droite  D  est  située  dans  le  plan  P', 
car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  droite  D,  rencontrant  P' 
en  O,  rencontrerait  le  plan  parallèle  P. 


[D3ba] 
SUR  LA  SÉIIIK  DE  TWLOR  ET  SES  l»OI\TS  SI\GL'LIERS  ; 

Par  m.  Eugène  FABRY. 


On  sait  qu'une  série  de  Tavlor  représente  une  lonc- 
lion  analytique  qui  a,  an  moins,  un  point  singulier  sur 
la  circonférence  de  convergence.  Ce  théorème,  qui 
résulte  des  propriétés  des  fonctions  analytiques,  peut 
se  déduire  directement  de  l'ordre  de  grandeur  des 
coefficients  par  rapport  au  rajon  de  convergence,  et 


(  ào4  ) 

des  rel*itions  bien  counu»;s  sur  l'ordre  de  grandeur  du 
module  inaxiniuin. 
Soil  la  série 

(i)  /(«)  =  ao-+-  ai  c  -+-  ai  j* -+-...-)-  a„:;" -H. . . 

dont  le  rayon  de  convergence  est  supposé  ramené  à  i. 
La  plus  grande  limite  de  v^|««l  est  alors  égale  à  i; 
c'ô6l-à-dire  que,  quel  que  soit  s,  on  a 

'\/|a„|  <  1  4-e, 

à  partir  d'un  rang  déterminé  et 

7|«/»l>i  — e. 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 

Soit 

;;  =  /-ewi^ 

où 

ikTZ 

/-  <  I ,        (l)  =  , 

A"  prenant  les  ]x  valeurs  entières  de  o  à  [jl  —  i .  Formons 
la  gomme 

^~^       ,     211/     /       ,2ni\  "  1^^'    ,  im 


V^     — Aw I         k I  V^  V^     A(/i-m|— — 

où  |JL  >»  m.  Le  coerficienl  de  ««/"  est  une  progression 

Il                                 III                1  —  "* 
géométrique  dont  la  somme  est   nulle   lorsque  

n'est  pas  entier;  elle  est  égale  à  pi.  lorsque  n  —  m  est 
un  multiple  de  [jl.  On  a  donc 


Â=0 


-f-a^^,^r'"^»M--f-...; 


(  5o5  ) 
/•  élanl  fixe,  soil  M  le  maxltmim  du  inu<liil«;  de /(re*^' ) 
lorsque  co  varie  de  o  à  •at..  On  a 


M> 


,     ini    /      ,  27:1  \ 


k  =  0 

>  \a,nr'n\ 


'm+ji.' 


n-î(i. 


pm-t-i\i.. 


ti.   peut  être  choisi   assez  grand,  pour    que  le  derniei" 
terme    soil    aussi    petit   que   l'on    voudra,    puisque    la 

série    ▼  (^/tf"  est  absolument  convergente.  Donc 

M>\a,nr'n\. 

Sur  une  circonférence  de  rayon  /•,  inférieur  à  1  ,  il  v 
a  un  point  tel  que  |y^(/"^'^')|  soit  au  moins  égal  au  mo- 
dule d'un  terme  cjuelconque  a«/". 

Dans  le  cas  où  la  s^rie  ^|««|  est  convergente,  on 

peut,  dans  cet  énoncé,  supposer  r=i. 

Si  les  coefficients  a„  ne  restent  pas  finis,  la  plus 
grande  limite  de  \a,i\  étant  infinie,  soit  A  un  nombre 
quelconque,  aussi  grand  que  l'on  voudra.  Il  existe  des 
termes  tels  que  |a/,|  >»  2  A.  n  étant  ainsi  fixé,  prenons  r 

compris  entre  —  et  i,  alors 

et,   sur  la  circonférence  de  rajon   r,   il   y  a   un  point 
tel  que 

|/(re«')UI««'-"|>  A. 

Il  V  a  donc,  dans  la  circonférence  de  convergence, 
des  valeurs  de  z  telles  qui'  [./"(^-^l  dépasse  tout  nombre 
donné,  lit  il  y  a  au  moins  un  point  singulier  sur  la  cir- 
conférence. 

Si  les  coefficients  a,i  restent  finis,  mais  ne  tendent 


{  5o6  ) 
pas  tons  v«'r.s  zéro,   ritt,,  nr  reste  pas  lini.    Il  ru  résulte 
(|nr  la  dérivée  y'(jj  ne  reste  pas  lime  sur  la  cirtoiifé- 
reiice  de  converfjenre. 

Enfin,  si  nPft,,  ne  reste  jtas  fitii,   p  étant    un    tiilier 
positif, 


(») 


/p(z)  =  ^n{n—\)...{n  — p  -^  Da^z"-  P 


ne  reste  pas  fini  sur  la  circonférence  de  ravon  i  ;  cette 
fonction  a,  au  moins,  uti  point  singulier  sur  la  circon- 
férence, et  aussi  y(5). 
I 


a, 


Si  — ; — —  n'autrmenle    pas    indélinirnenl    avec    toute 

Ln  '^  ' 

suite  de  valnirs  de  n,  c'est-à-dire  s'il  existe  une  suite 

I  I 


F. 


\.n 


reste  litii,    il 


inliiiie   de    valeurs   de    //    telles   que 

existera  un  noniljre  p  t»'l  (pie,  pour  ces  valeurs  de  n, 


—    <  nP 


el  fp^i{z)  ne  restera  pas  fini  sur  la  circonférence  de 
rayon   i. 

L 


Supposons   donc  que 


Ln 


augmente   ind<'riniment 


avec  /?,  pour  toute  suilc  infinie  de  valeurs  de  //.  (^)uel 
que  soit  />,  |rt„|/iA'+^  tend  vers  zéro,  et  la  série  (2) 
est  ah'.olunienl  convergente  sur  la  circonférence  de 
rayon  i.  Il  en  résulte  que  le  maximum  du  module 
de  Jp{c*^' )  est  au  moins  égal  à 

n( n  —  i) .  .  .  (  n  —  p  -h  i  )\an\, 

(1  ne!  (jiie  soil    // . 

Si   la  fonction  /(  z)  n'avait  aucun  point  singulier  sur 


(  5o7  ) 
la  circonférenre  de  rayon  i ,  le  dëveloppement 

hi' 

f(z  -+-  h)  =f[  Z)^  hf'i  z)  -^.  ..-^ p  /,,(  3  )-+-.., , 


On|c| 
à  zéro 


I,  aurait   un  ^a^on  de  convergence  supérieur 
aurait  une  plus  jurande  limite  finie. 


-'v/|-^ 


Il  existerait  alors  un  nombre  fini  A  tel  (|ue,  quel  que 
soit/?,  on  ait 

|/,,(c)|<  Aa'x/?!, 

tant  que  |:;|  =  i;  le  module  maximum  de  /"^(e*^')  serait 
alors  inférieur  à  \.P  x  p\  et  l'on  aurait 

\a,i\n(  n  —  i  ) . . .  i  «  —  yo  -i-  i )  <  M  <  A P  X  /?  ! 


>  -r-  X 


m  n  —  i) . . .{  n  —  /?-+- 


en  donnant  à  p  les  valeurs  1,2, 


n    I 


n{n  —  I)    I 


n  —  ni  1         /  I  \  " 


\/\i\>{'-i) 


I  \-n 
Â 


expression  qui  tend  vers  i  +  -r-  lorsque  n  devient  infini. 

La  plus  grande  limite  de  v/|«/i|  serait  au  plus  égale 

à  — — -  et  le  rayon  de  convergence  de  la  série  i  serait 


>J 


S'il  n'y  avait  juicun  point  siiigidier  sur  la  circonfé- 
rence de  rayon  i,  le  rayon  de  convergence  serait  supé- 
rieur à  I.  Donc,  dans  tous  les  cas,  il  v  a  au  moins  un 
point  singulier  sur  la   circonférence  de   convergence. 


(  5o8  ) 
[K2e] 


SUR  lï  CERCLE  l>KD\L; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Bobillier  a  dcMiné  en  1829,  dans  les  Annales  (h 
Gergonne,  le  lliéi)i(-me  suivant  : 

Pour  une  hyperbole  équilatère,  le  cercle  pédiil 
d' un  point  D  de  la  courbe,  relativement  à  un  triangle 
inscrit  ABC,  passe  au  centre  de   la  courbe. 

Ce  théorème  est  obtenu  en  Irarisfornianl  par  polaires 
réciproques,  relalivenienl  à  un  cercle  de  centre  D,  le 
fait  que  tout  triangle  circonscrit  à  une  parai)(>le  a  smi 
cercle  circonscjit  passajit  au  fo^er  de  la  courbe;  le 
point  D  est  pris  sur  la  directrice.  On  déduit  de  là  la 
propriété  suivante,  suf  laquelle  j'ai  fondé  une  démons- 
tration du  théorème  de  Feuerbach  [Nouvelles  Annales, 
1905,  p.  260  et  5o4)  : 

Etant  donné  un  quadrangle  AHCD,  les  cercles  des 
neuf  points  des  quatre  triangles  auxquels  il  donne 
lieu  ont  un  point  commun  K  ;  en  outre,  le  cercle  pé- 
daJ  de  l'un  quelconque  des  quatre  points  relatif  e- 
nient  au  triangle  formé  par  les  trois  autres  passe 
au  point  K. 

Voici  une  démonstration  élémentaire  de  cette  dei- 
nière  propriété  : 

Soit  un  triangle  AJUC,  dont  les  côtés  ont  leurs  mi- 
lieux en  M,  N,  P.  Le  point  S  étant  quelconque,  et  les 
milieux  des  .segments  SA,  S.B,  SÇ  él^nl  M',  N',  P',  les 
cercles  des  neuf  points  des  deux  triangles  SAB  et  SA(j 


(  •'>^''>  ) 

ont  en  cominnn  le  point  M'  et  un  autre  point  que 
nous  appellerons  K;  on  a  alors 

WK^  =  2"  —  ÎVTPMV  =  9."  —  ^XCl 
et,   par  soustraction, 

(1)  RKI^  =  v."  —  A  =  2"*  —  i^mt: 

le  point  K  appartient  donc  au  cercle  des  neuf  points 
du  triani;le  ABC,  et  une  (h'-nionslration  analogue  s'ap- 
plique au  triangle  SBC.  Ce  premier  point  étant  acquis, 
soit  DEF  le  triangle  pédal  du  point  S;  le  cercle  DEF 
passera  au  point  K  si  les  angles  FRE  et  FDE  sont  sup- 
plémentaires. Or,  le  point  K  étant  sur  le  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  SAB,  dont  SF  est  une  hauteur, 
on  a 

PKF  =  SBA  — SABi:  SDF  — SAB; 
on  a  de  même 

NKE=  SCA  — SAC  =  SDE  — SAC; 
Taddition  donne 

PKF-+-  NKb;  =  FDE-  A; 
on  a  donc,  en  tenant  compte  de  (i), 

^Îe  =  (2''  — A)— (FDE  — A)  =2''— FDE. 

(J'ai  employé  les  notations  de  la  pagie  55  du  Volume 
des  JYouvelfes  Annales  pour  1906.) 


(  5io  ) 

K2c  1 

sut  \.ï  ilIKdlllMK  IIF:  IKIKIimcil; 

Tau  m.   n.   H<»|  \  AIST. 


L  ol)jel  (Je  celle  coiirlc  Noie  est  dedoiiDcr,  en  même 
temps  qu'une  démonslralii)n  nouvelle  du  lliéorème  de 
Feuerbacli,  la  soluliun  de  lu  (jueslion  proposée  2036 
(1906,  p.  96). 

Le  cercle  des  neuf  points  w  d'un  triangle  ABC  est 
le  lieu  des  fo>ers  des  paraboles  conjuguées  au  Iriangle. 
Ces  paraboles  sonl  liarmonicpienient  circonscrites  aux 
coniques  inscrites  dans  le  Iriangle  ABC,  et  sonl  ins- 
crites dans  le  Iriangle  A'B'C  ayant  pour  sommets  les 
milieux  des  côlésde  ABC;  leurs  directrices  passent  par 
le  centre  O  du  cercle  circonscrit  à  AB(^,  qui  est  l'ortho- 
cenlre  du  Iriangle  A'B'C. 

Soient  F  el  F'  les  points,  autres  que  les  puinK 
cycliques,  communs  au  cercle  oj  el  au  cercle  I  inscrit 
dans  le  triangle  ABC;  il  existe  une  infinité  de  triangles 
inscrits  dans  le  cercle  I  el  circonscrits  aux  paraboles 
de  foyer  F  ou  F'  conjuguées  au  iriangle  ABC.  Or,  ces 
paraboles  sont  déjà,  par  construction,  liarmoni(piemeiil 
circonscrites  au  ceicle  l;  l'existence  des  triangles  pré- 
cédents entraîne  alors,  d'après  une  propriété  bien 
connue,  cpie  le  cercle  I  soit  liarmonicpirmenl  circons- 
crit aux  paraboles  considérées,  qui  dès  lors  ont  pour 
directrice  commune  la  droite  Ol  ;  étant  inscrites  dans 
le  Iriangle  A'B'C  el  avant  niême  diieclrice,  elles  coïn- 
cident, et,  par  suite,  le  point  F  est  confondu  avec  le 
point  F'.  \j('  cercle  1  est,  par  suite,  langent  au  cercle  to 
en  F,    loyer  de  la  parabole   de   direcliice  (Jl  inscrite 


(  :n.  ) 
dans  It;  liiiiii^lf  A'IV'(!';  ce  |)oliil  V  n'csl  (railloms  (|iic 
le  jxjiiil  •!■•  coticoiits  (les  SX  nu'l  ti(|iifs  de  la  dioilc  Oi 
par  rapport  aux  cotés  du  triangle  \'\V(J\  la  proposi- 
tion qui  lait  l'objet  de  la  question  ''lO'Mj  se  trouve  ainsi 
démontrée. 


HiltlJOIIIIAIMIie. 


I^ES   NOMBRES   POSITIFS,  EXPOSI^.   DESTHKOUIES   MOnERNES 

DE  l'Aiuthmétique  i^Lit.MENTAïKE,  [)ar  iM .  Stiiyvcicrt. 
1  vol.  in-8°  dexii-i3a  pages.  Gand,  E.  Van  Goelliem. 
Prix  :  3'\ 

L'enseignement  des  mathématiques  élémentaires  subit  en 
ce  moment  une  crise  profonde.  Les  progrés  de  la  philosophie 
des  mathématiques  ont  bouleversé  les  idées  traditionnelles  sur 
les  fondements  de  la  Science,  et  l'influence  des  doctrines  nou- 
velles se  fait  de  plus  en  plus  sentir  sur  les  méthodes  d'expo- 
sition. C'est  ainsi  que  la  notion  d'ensemble,  à  peu  prés  ignorée 
il  y  a  une  trentaine  d'années,  tend  à  devenir,  didactiquement 
comme  philosophiquement,  le  fondement  même  des  mathéma- 
tiques. Il  y  a  de  même  une  tendance  à  prendre,  comme  base 
de  la  Géométrie,  la  notion  des  groupes  de  mouvements. 

Au  nombre  des  livres  où  se  manifeste  la  préoccupation  de 
mettre  les  métkodes  d'enseignement  en  harmonie  avec  les 
idées  modernes  sur  les  principes  des  mathématiques,  il  faut 
signaler  tout  particulièrement  le  petit  Traité  li'Arithmétique 
élémentaire  que  vient  de  public-r  ISL  Stuyvaert. 

L'auteur  nous  avertit  dans  sa  préface  que  1  Ouvrage,  destiné 
aux  professeurs  ou  tout  au  moins  aux  meilleurs  élèves,  est  une 
sorte  de  manuel  ou  de  précis.  On  serait  donc  malvenu  à  lui 
reprocher  une  concision  parfois  un  peu  excessive,  et  le  manque 
presque  complet  d  a|)plicalions  numériques. 

Le-  Chapitre  I  traite  des  nombres  entiers.  Après  les  pre- 
mières définitions,  l'auteur  passe  en  revue  les  opérations  fon- 
damentales,  et   établit   in   abstracio   leurs   propriétés    essen- 


{  ■'"2  ) 

tielles  (a-^b  =  b-ha;  a  —  (h  —  c)=ro  —  6-+-c;  oh  ^  ba\ 
fie).  Ces  |»r<>pri««tô«;  sont  ensuite  «lilisôes  pour  la  tlu-orie  de 
la  numéralii)n  Ji-ciinale  «-t  <I»m  (i|)«'rati<>ii<;  exécutées  <lan«(  ce 
système.  Une  telle  méthode  d'exposition  ne  peut  évidemment 
convenir,  l'auteur  le  déclare  d'ailleurs  tout  le  premier,  qu'à 
des  élèves  exercés  à  la  pratique  du  calcul  numérique,  et  qui 
veulent  accjucrir  des  raisons  précises  de  ce  qu'ils  connaissent 
déjà  par  routine. 

N'iennenl  ensuite  des  paragraphes  sur  les  différents  systèmes 
de  numération,  les  caractères  de  divisibilité  et  les  proposi- 
tions les  plus  simples  de  la  théorie  des  nombres  (les  théo- 
rèmes de  Fermât  et  de  Wilson  sont  dém<mtrés). 

M.  Stuyvaert  n'a  pas  parlé  des  nombres  négatif*,  pour  se 
conformer  à  l'usage  qui  veut  que  la  théorie  en  soit  reléguée 
dans  r.VIgèbre.  H  semble  le  regretter  et  je  le  regrette  avec 
lui.  L'emploi  des  nombres  négatifs  rend  ^exposition  de  plu- 
sieurs matières  à  la  fois  |)lus  simple  et  plus  large.  On  ne  voit 
pas  pourquoi,  dans  un  enseignement  où  l'on  introduit  les 
nombres  fractionnaires  et  les  nombres  incommensurables  pour 
rendre  possibles  dans  tous  les  cas  la  division  et  I  extraction 
des  racines,  on  laisse  décote  les  nombres  qui  donnent  un  sens 
à  toutes  les  soustractions. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  aii\  fractions.  On  «ait  qu'on  peut 
les  définir  en  se  plaçant,  soit  au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
;;randeurs,  soit  au  point  de  vue  de  l'Arithmétique  pure,  qui 

ne  connaît  que  le  nombre  entier.  L'expression  -»  par  exemple, 

a,  dans  le  premier  cas,  un  sens  concret,  et,  dans  le  second  cas, 
••si  un  symbole  auquel  on  ne  peut  donner  iln  sens  que  par  une 
cinvention.  C'est  le  second  point  de  vue  quîpdopte  M.  Sluy- 
vaert,  confoi-mém«nt  d'ailleurs  à  ^a  tendance  aujourd'hui  la 
plus  générale. 

Les  nombres  incommensurables  sont  étmliés  au  Chapitre  III. 
lu  sont  définis  par  les  coupures  faites  dans  rens«;mble  des 
nombres  rationnels,  mais  cette  notion  n'est  pas  introduite  san« 
ménagement.  C'est  seulement  après  avoir  considéré  les  cas 
particuliers  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique  qu'on 
aborde  la  théorie  générale  des  inc«tmmensurables.  Cette  théorie 
me  parait  fort  bien  ex|)osée,  et  je  ne  hasarderai  qu  une  très 
légère  critique,  ne  portant  d'ailleurs  au  fond  que  sur  une  ques- 
tion de  langage.  L'auteur  dit  (  comme  à  peo  près  tout  le  monde)  : 


(    n.l    ) 

«...  la  coupure  di  finit  un  iiutiilirc  iiiroiiitncusurablp  ».  Celte 
plirase  esl-elle  birn  claiio'.'  L'i»  déhutant  cnniprcnd-il  hirn  re 
que  c'esl  que  définir  une  chose  qui  n'existe  pus?  Je  crois 
qu'il  y  aurait  avantage  à  dire  : 

M  Faisons  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels  une  cou- 
pure qui  les  répartit  en  deux  ensembles  A  et  B.  Pour  abrt'aer, 
j'appellerai  nombre  irrationnel  le  système  de  ces  «leiix 
ensembles.  Ainsi,  «  le  nombre  ^t.  n'est  qu'âne  expression 
abrégée  pour  désigner  le  système  de  deux  ensembles,  dont 
l'un  contient  tous  les  nombres  rationnels  dont  le  carré  est 
plus  petit  que  2,  et  dont  le  second  contient  tous  les  nombres 
rationnels  dont  le  carré  est  plus  grand  que  9.  ». 

En  s'exprimant  ainsi,  on  fait  perdre  au  nombre  incommen- 
surable son  caractère  de  symbole  ou  d'imaginaire  :  «  nombre 
incommensurable  »  est  tout  simplement  un  nom  que  l'on 
donne  à  un  ensemble  d'éléments  réels  et  bien  connus.  Encore 
une  fois,  il  y  a  là  surtout  une  question  de  langage.  Mais  per- 
sonne ne  conteste  que,  dans  l'enseignement,  les  questions  de 
langage  aient  une  importance  considérable. 

Remarquons  à  ce  propos  qu'il  suffit,  pour  définir  une  incom- 
mensurable, de  parler  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels 
qui  lui  sont  inférieurs.  On  aboutit  ainsi  à  la  notion  de  seg- 
ment, telle  que  l'expose  .M.  Russell  dans  The  Principles  0/ 
Mathematics  (  '). 

Je  crois  que  la  théorie  des  segments  pourrait  être  substituée 
sans  désavantage  didactique  à  celle  de  la  coupure. 

Dans  le  même  Chapitre  figurent  la  théorie  des  proportions, 
celle  des  limites,  où  l'on  continue  à  trouver  les  mêmes  qua- 
lités de  netteté  et  de  rigueur  que  précédemment.  Le  Chapitre 
se  termine  par  deux  paragraphes  substantiels,  relatifs  aux 
ap|)roximations  numériques  et  aux  opérations  abrégées. 

Le  dernier  Chapitre  traite  de  la  mesure  des  grandeurs.  La 
notion  de  rapport  de  deux  grandeurs  est  très  heureusement 
rattachée  à  la  théorie  des  ensembles.  \  iennent  enfin  des  appli- 
cations à  la  mesure  du  temps,  des  longueurs,  des  poids,  aux 
problèmes   d'alliages,   d'intérêt,   etc.,   et    aux    calculs  sur   les 


(')  Voir  aussi  Coutlr.\t,  Les  principes  des  Mathématiques; 
HuNTiNGTON,  The  Continuum  as  a  type  0/  order  {Annals  0/ 
Math.,  1905).  Une  traduction  en  langue  espéranto  du  Mémoire  de 
M.  Huntington  est  actuellement  sous  presse. 
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iii'inhn'*  complexes,  f)iii  >-i  ivriii  .1  la  iin'*iiii'  <lii  tcuift»  et  poiii 
lc>  iiioiitiaies  ^•ll•;m;;t^t■^.  l^es  mélliodcM  iiilu|»li*(.>  «iaiis  ciîlte 
ilfiniéro  Partie  sont  autant  que  possilde  algébriques.  H  e>t 
inutile  irin>ister  sur  la  concision  ainsi  obtenue. 

L'Ouvrape  de  M.  Stuvvaert   ne  doit   pas  èire  mis  entre  le* 
mains  de  ceux  qui  n'ont   pao   une  nialurili;  d'esprit  sufiisante 
mais  son  ordre   excellent,  le  soin  de  sa   rédaction,  sa  rigueur 
le  recommandent    aux   élé\es    soucieux    d'acquérir   des    liabi- 
tudes  de  précision  intellectuelle.  W.   H. 


CKiniFICATS  m:  «\rilKM\ril)IKS  GtVI-HALtS. 


Caen. 


ÉPRKtVK  ÉCRITE.  —  I.  Construire  ht  tourbe  Utu  rira  points 
dont   /fi  coordonnées  rectangulaires  ont  pour  expressions 


— : »  )'  ^ 


/  —  I 


i  I.  Etant  donnée  lu  parabole  I',  >-  —  ip  t.  former  l 'éijua- 
tion  de  la  parabole  Q  obtenue  en  transportant  I*  parallè- 
lement à  elle-même  de  manière  que  son  sommet  vienne  en 
un  point   .\I(  a,   ?j).   Supposons  que    le  point    iM  décrive   la 

parabole 

_>'*-(-  ipr  =  o, 

les  paraboles  Q  formeront  une  famille  de  courbes  :  trouver 
leurs  trajectoires  orthogonales. 

111.  f'n  point  M,  de  masse  m,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  circonférence  de  rayon  a,  est  attiré  vers  un  point  O 
de  la  courbe  par  une  force  mot'r,  r  désignant  la  dis- 
tance O.M.  1  l'instant  initial,  cette  distance  est  a  y'f.  et  la 
vitesse,  égale  à  a  tu  <fi.,  a  un  sens  tel  que  le  mobile  se  rap- 
proche du  point  O.  On  demande  le  mouvement  du  point  M 
/  /  la  pi  ession  qu'il  exerce  sur  la  circonférence. 


(  ^''^>  ) 

Ursiill'ils  lir  hi  fiOiiXi' 
r/0  . 

— —    =    (O  si  11  0.  i\    :^    ■>  /Il  (1)'^  (I  {    {   SI  11-  0       -    I    I. 

dt 

Calcul.  —  L'tant  liunme  une  s/thère  de  i'"  de  rayon, 
calculer,  avec  cukj  chiffres  exacts,  la  hauteur  d'un  se^- 
ment  à  une  hase  dont  le  voltiine  est  h'  t/intrl  de  celui  de 
las/'hère.  (Juillet  mjoCi.  ) 

Grenoble. 

Ki'KKUVK  KciuiK.   —    i"  lntt''i,'rer  l' é(juatii)n   diffcrenlielle 
dy  , ; 

i"  Montrer  que  la  courbe  intéi^ralc  qui  passe  par  le 
point  X  =  o,  y  =  i  peut  être  représentée  par  les  équations 

f 
X  =  Liane     ,  y  =  sin  t. 

Construire  cette  courbe. 

3"  Calculer  I  aire  comprise  entre  cette  courbe,  l'axe 
des  X,  l'axe  <ies  y  et  la  droite  x  ^=  a.  Limite  de  cette  aire 
lorsque  a  croît  indéfiniment. 

4"  Expression  du  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la 
courbe,  en  fonction  du  paramètre  t  correspondant  à  ce 
point. 

5°  En  conclure  les  valeurs  numériques  des  coordonnées 
des  points  d'in/le.rion  de  la  courbe. 

6°  Volume  du  solide  limité  par  la  surface  qu'engendre 
la  courbe,  en  tournant  autour  de  Ox. 

Epreuve  pratique.  —  i°  Évaluer  l'intégrale 


1 


dx 


■î  /i  —  x-  -f-  1  —  x'^ 
1°  Montrer  que  l'équation 

e-^  —  j"  =  o 
n'a  qu'une  racine.  Calculer  cette  racine  à  près. 
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3°  Etant   (loniu'f  l(t  siirfiicr  représentée  par    l'vif nation 
z  =a-*-r-^*,   on  considère  le  solide  comprit  entre  t<i  sur- 
face, le  plan  des  xy,  le  cylindre  y  =  x^  et  le  /dan  y  ^  i. 
Volume  de  ce  solide.  (Juillet   njoG.  ) 

Lille. 
I.    —    ALGKIUU;.    (.Kd.MKIlUK    A.\A[,VTIQUE.    CALCUL 

i»ii  I  i;ia-Mii  I.  lir  intéghal. 

Éi'MEi  VK  KCHiTK.  —  I "  Etant  donnée,  dans  un  plan  rap- 
porté (I  deux  axes  rectangulaires  Qx,  Oy^  la  courbe  (F) 
dont  l'éijuation  est 

x^y  =  •>.  a^, 

dans  laquelle  a  dt'st:,'ne  une  longueur  donnée,  construire 
cette  courbe  et  déterminer  les  coordonnées  des  points  Mj 
et  y],,  pieds  des  normales  cjui  peuvent  lui  être  menées  de 
l'origine. 

1°  Calculer  l'aire  limitée  par  le  segment  OMj,  la  courbe 
et  l'axe  Ox. 

3"  y  =  mx  -h  p 

étiint  l'équation  d'une  droite  quelconque  du  plan,  trouver 
la  relation  qui  doit  exister  entre  m  et  p  pour  que  cette 
droite  soit  tangente  à  la  courbe  (F);  en  déduire  le  lieu  des 
points  du  plan  d'où  l'on  peut  mener  ii  cette  courbe  deux 
tangentes  rectangulaires  et  construire  ce  lieu. 

4"  X  et  y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe   donnée,   montrer  que  la  sous-normale  correspon- 

danle  est  égale  <i  K  * — >   K  dcstgnant  un  nombre  constanl ; 

X 

plus   généralement,   trouver  toutes  les  courbes  telles  que 

yn  t-l 

l<i  sous-normale  soit  égale  éi   K- 1  n  étant  un  nombre 

*  X" 

donné,  montrer  que  pour  certaines  valeurs  de  n  les  courbes 
trouvées  sont  des  ellipses  ou  des  hyperboles  dont  les  axes 
sont  Ox  et  Oy. 

5»  Calculer  le  volume  commun  au  cylindre  engendré 
par  la  rotation  de  la  droite  M|  M,  autour  de  Ox  et  «  un 
prisme  dont  les  arêtes  sont  perjieniUculaires  au  plan  xOy 
et  dunl  la  buse  est  le  triangle  OM|Mj. 


(  ^'7  ) 

II.    -  MÉCAMQLK. 

Epreuve  kcritr.  —  i"  Travail  des  forces  appliquées  à  un 
solide  indéformable. 

■i"  Un  cube  homogène  \  HGDDi  A|  Fij  Cj,  pesant  %^^,  reçoit 
un  mouvement  Itélicoïdal  uniforme  autour  de  l'axe  Oz 
d'un  trièdre  trirectangle  fixe  Qxyz^  son  arête  AAj  glis- 
sant sur  la  verticale  ascendante  Oz.  Aux  sommets  B  et  L) 
de  la  base  inférieure,  voisins  de  A,  sont  appliquées  deux 
forces  constantes  de  4*'*,  constamment  parallèles  l'une  à 
Ox  l'autre  à  Oy.  Au  sommet  C  de  la  même  face  est  attach<' 
un  fil  élastique  tendu  relié  à  O,  exerçant  en  C  une  trac- 
tion proportionnelle  à  son  allongement  et  évaluée  à  10^ 
par  centimètre  d'allongement.  Enfin  le  cube  est  soumis  à 
un  couple  résistant  d'axe  Oz,  valant  o^*"',i.  Calculer  en 
kilogrammètres  le  travail  des  forces  énumérées  pour  un 
déplacement  d'un  pas. 

L'arête  du  cube  est  de  o",  10.  Initialement  OA  =  o",  10: 
AB  est  parallèle  à  Ox;  la  tension  du  fil  est  nulle.  Lu 
vitesse  de  rotation  par  seconde  est  i-  dans  le  sens  direct 
autour  de  Oz,  et  celle  de  translation  de  o"',  10  dans  le 
sens  O z.  (Juillet  1906.) 

Montpellier. 

Eprelvk  écrite.  — I.  On  considère  une  surface  sphérique 
homogène  qui  attire  unpoint  M  de  masse  1  proportionnel- 
lement à  l'inverse  du  carré  de  la  distance.  En  raison  de 
l'homogénéité  de  la  surface,  la  fonction  des  forces 

\(x,  y  z) 

au  point  M  ne  dé/)end  que  de  la  distance  p  du  point  .M  au 
centre  de  la  sphère,  que  l'on  prendra  pour  origine  des 
coordonnées. 
On  aura  donc 

(0    •  y(T,y,  z)=F(p). 

1°  Partant  de    l'égalité  (r),  on    exprimera    les   dérivées 


(  ^>'« } 

,,      d\     >)\     i)\     it*\'     d»V     0*\         ^         .        , 
'  t).r     Oy     ,>z      Ox'      Oy-'      f>z'-         ''  •^' 

■2"  Montrer  t/iie  l'i'-fjudtion  de  Ldjihtce 
an'         ô'-S         0'-\   _ 

à  laquelle  nn  suit  que  \  \(itis/ait,  se  réduit  ici ù  une  équa- 
tion différentielle  linéaire  entre  V  et  z.  Donner  t' intégrale 
générale  de  cette  équation. 

3°  Montrer  que,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  V,  d'une 
part  au  centre  de  la  sphère,  d'autre  part  à  l'injini,  on 
pourra  déterminer  les  constantes  arhitraires  qui  figurent 
danf  l'intégrale  générale,  et  obtenir  la  valeur  de  \  pour 
un  point  quelconque  situé,  soit  à  l'intérieur,  soif  à  l'exté- 
rieur de  la  sphère. 

4°  Achever  le  calcul  en  il>-lrrniin(tnl  lu  valeur  de  \  au 
centre  de  la  sphère  et  à  l'infini,  à  l'aide  d'une  intégrale 
double  étendue  à  la  surface  de  la  sphère  (suivant  la  défi- 
ni/ion de  la  fonction  des  forces). 

II.   Quelle  est  la  limite  de 


v/x'  -i-  a-  -i-  I  — 


\      sin  ( 


quand  .r  fend  vers  l'infini  /lar  valeurs  positives. 

Ki>RKr>K  pKATiylK.  —  (^hi  cnnsidère  une  ellipse  et  une 
tangente  Jire. 

Parallèlement  éi  la  tangente  fi.re  TT'  on  mène  dans 
l'ellipse  une  corde  AB  ;  on  projette  les  points  A  et  H  sur  TT', 
ce  qui  forme  un  rectangle. 

Comment  faut-il  choisir  la  distance  des  parallèles  AB 
et  TT'  pour  que  ce  rectangle  ail  une  aire  ma  rinium. 

(Juillet    i«|ori.  ) 

Rennes. 

l'^i'RKivK  KCHiri:.  —  fh'terminer  les  courbes  planes  dans 
lesquelles  l'angle  %  qtic  forme  la  tangente  avec  Ot  est 


(  5nj.) 

donné  en  fonction  de  l'ahscinsf  par  Iti  fornmle 


•lax 
sina  =  — 


i"  Montrer  que  ces  coiirhes  peuvent   se   n-prisi- ith-r  pur 
l'une  ou  l'autre  des  ct/ua fions 

(i)  y  =  c±a\.{x-Çy 


(2)  y  =  C±aL(^--x). 

2°  étudier  les  deux  courbes 


et /aire  voir  que  toutes  les  autres  courbes  considérées  (i) 
et  {">.)  s'en  déduisent  par  translation  ou  par  symétrie. 

(  On  déterminera  la  forme  de  la  courbe,  le  rayon  de 
courbure  en  fonction  de  l'abscisse,  les  asymptotes  et  les 
points  d'inflexion  s'il  en  existe.) 

3°  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (i) 
et  (i). 

Epkeuve  PR.VTIQIE.   —  Calculer  les  intégrales 

dx 


J 


I  l  —  cos 


r    "     d.n  I  H-  ci^^x  ) 
'        /  _    (  I  —  (-osa  sin x  )^ 

(Juillet  1906.  ) 


Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Soient  deux  axes  rectangulaires 
Ox,  Oy.  En  un  point  !\1  quelconque  de  la  courbe  E  on 
mène  la  tangente,  qui  coupe  l'axe  des  y  en  P,  et  l'on 
élève  PA  perpendiculaire  sur  P.M. 


(  5'^o  ) 

1°  Calrutff  les  coordonnées  du  pnint  M]  où  la  droite  V\ 
touche  son  enveloppe. 

2°  Déterminer  la  courbe  E  de  façon  i/ue  le  se^'nwnl  MM, 
ait  une  longueur  constante  ?.a.  Quelle  courbe  décrit  alors 
le  point  M|  '.' 

3°  Déterminer  la  courbe  E  de  façon  que  la  droite  MMj 
passe  rorist'itnment  par  l'orif^ine.  Quelles  sont  les  trajec- 
toires ortho/^onales  de  la  famille  de  courbes  ainsi  trou- 
vées ? 

II.  Un  point  matériel  M  non  pesant,  de  masse  éffale  à 
l'unité,  est  attiré  par  un  jtoint  fixe  O  proportionnellement 
à  sa  distance.  Ce  point  est  mobile  sur  une  droite  fixe  1) 
aiec  un  frottement  de  coefficient  f.  Le  point  M  est  primi- 
tixement  en  un  point  A  de  la  droite,  sans  vitesse  initiale. 
On  désif;ne  j>ar  tu  la  projection  du  point  fixe  O  sur  la 
droite  fixe  D,  et  l'on  pose  toA  =  a.  wO  =  /i. 

i"  Le  point  M  se  mettra-t-il  en  mouvement  ? 

•->."  .S'il  V  a  mouvement ,  étudier  ce  mouvement,  et  déter- 
miner le  point  de  la  droite  où  la  vitesse  du  mobile  s'annu- 
lera pour  la  première  fois. 

3°  Que  se  passera-t-il  après  cet  instant,  et,  en  supposant 

aue  l'on  ait  -r  =  -  et  /"=  -»  au  bout  de  combien  de  temps 

^  Il        1       •'        \) 

le  mobile  s'arrêtera-t-il  définitivement? 

Ki'RKi  VK  PBXTiyiE.  —  Calculer  une  valeur  approchée  de 
V  intégrale 


^.r 


.     .     '  '  dx 

par  la  méthode  de  Simpson,  en  divisant  le  champ  d'inté- 
gration en  six  parties  égales  {on  donne  lof^e  =  o,434.i9). 

(Juillet  1906.) 
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SOIX'TIOXS  DE  OIESTIO\S  l'HOl'OSEES. 


1979. 

(I»u3.   p.  4.1Î.) 

On  considère  une  quadrique  et  un  point  O  sur  cette 
quadrique.  Par  O  passe  un  plan  variable.  On  prend  le 
point  de  Frégier  de  la  section  relatij  au  point  0.  Lieu  de 
ce  point  ? 

Ce  lieu  est  en  général  une  surface  du  quatrième  ordre. 
Dans  quel  cas  se  réduit-elle  à  une  surface  du  troisième 
ordre  ou  du  deuxième  ordre  ? 

Quel  est  le  lieu  du  même  point  en  supposant  que  le  plan 
variable  soit  astreint  à  passer  par  une  droite  fixe  ? 

(E.  Gahen.) 

SOLITION 

Par  M.  Letierce. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  normale  en  O  à  la  surface,  pour 
axes  des  x  et  des  y  deux  droites  rectangulaires  du  plan  tan- 
gent en  O. 

L'équation  de  la  surface  est 

A  X-  -^k.'  y-  -+-  A' -z*  H-  ■>.  Byz  -^  iB'  zx  -^  i  ^'  xy  -!-  ^C  ^  =  o, 

ou 

/i^,y,  z)^2Cz  =  o, 

en  désignant  pary"(j',  ^,  z)  l'ensenible  des  termes  du  second 
degré. 
Soit 

ux  -h  l'y  -+-  ivz  =  o 

un  plan  variable. 

La  normale  en  0  à  la  section  déterminée  par  ce  plan  a  pour 
équations 

?  =  2^  =         - 

U  V  U-—  fî 


(     52U     ) 
Un  |><iiiu    M  i|iu'|i-niii|iir  (le  icllc    ihhhkiIc   u  pour  coordfin- 
Ui'es 


(i; 


=  ),  M,  V  =  )  t',  Z  =  —  )> 


OÙ  X  est  un  |)ai'i)niéti°f  variiiblc. 

Ce  jioint  M  sera  le  point  «le  Fré^^ier  «le  la  seriinn  relatif  à  O 
si  l'on  «léltMiiiine  X  de  façon  (juc  le  plan  ut -i- vy -t- w  z  =  o 
coupe  suivant  «leu\  tiroites  rectanj;ulaires  l'un  des  cAnes  de 
sommet  O,  passant  par  l'ieitiTsection  de  la  quadrique  et  d'un 
plan  quelconque />  men«^'par  M. 

.    «'  -^  f  *  . 

Si  l'on  prend  pour  P  le  plan  z  =  —  ).  »  le  cfme  cor- 

'  il' 

respondant  a  pour  équation 

z* 


fi.r.    y.   z  > —    ».  C  «• 


>(  «î-(-  V^) 


Le  plan  u^ -t- l'j' -h  tvz  =0  le  coupera  suivant  deux  droites 
reclaiiL'ulaires,  si  l'on  a 


—  f(  U,  V,    w)- 


■?  G  iv' 


A(  a*-f-  f») 


ou 

(2) 


/.  i'f  »,  c,  w  )  —  9.  <'. ti' 


(3; 


en  posant 
^(u,v.  »«•)  =  (  A -+- A'-i- A") (//*-(- i'*-t- M'ï  ) — f(u.  »'.  i«' ). 

l'éliminant  X,  «,  i\  iv,  entre  les  équations  (1)  et  (7),  on  obtient 
comme  équation  du  lieu 

«l'fxc,  )  .=,  — i x^  -^ y^  )]-\-  2! C 2 Lr* -(-)■*)=  o. 

qui  est  une  surface  du  quatrième  defjré  en  général. 
Développant  r<'qualion  trouvée,  elle  s'écrit 

\  (A  -h  A')(j-»  H-^*;(x*  -(->'*-+-  5*)  -  zï(  A  ar»  h-  A>ï  -4-  i  B'ar^) 

)         -t- s ( a?* -f- _>•*  )  (A'i  -+-  2B^  -H  2B'ar)-(-  2  C5(j"»  -t-  V»  )  =  o. 

Cette    surface  s'abaissera   au   troisième  degré,  si   z  =■  u   est 


(  -^^-^  ) 

en  facteur,  ce  (pii  cxij^'e  ([iie  l'un  ait 
A-+- A'  =  o. 

Dans  ce  cas,  le  plan  z  =  o,  occupe  lu  surface  donnée  sui- 
vant deux  droites  reelanjjulaires  ;  donc  le  point  U  est  un 
point  de  l'intersection  de  la  quadrique  avec  sa  sphère  de 
Monge. 

Le  lieu  se  réduira  à  une  surface  du  deuxième  degré, 
si  (x--hy^)  est  en  facteur,  ce  qui  exige  A  =  A',  B"  =  o,  le 
point  O  est  alors  un  ombilic  de  la  quadrique. 

Considérons  mainlenaiil  le  cas  où  le  plan  variable  est 
astreint  à  passer  par  une  droite  fixe  D.  que  nous  pouvons 
supposer  dans  le  plan  des  xz. 

Les  équations  de  cette  droite  seront 

y  =  o, 

X  —  771   C  =  o, 

et  entre  u,  c,  w  on  aura   la    relation   uni -^  w  =o  qui,   avec 
les  équations  (  i  ),  donne 

(4)  x--¥-y-  —  mxz  =z  o. 

Le  lieu  cherché  est  l'intersection  des  deux  surfaces  (3) 
et  (.'o- 

En  remplaçant  dans  (3)  {x--^y'^)  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (  j  ),  on  voit  sans  difficulté  que  le  lieu  cherché  est 
défini  par  les  équations 

X-  -\-  y-  —  m  j-z  =  o, 
xz^-  ;  [ (  A  4-  A'  )  m"-  -r-  -i.  B'  m  -i-  A'  —  A  ] .r  -:-  2  (  B  m  —  W)y 

-1-  (  A  -f-  A' )  w  2  -t-  2 C  m  ;  =  o. 

Ce  lieu  se  décompose  en  l'axe  des  z.  les  droites  isotropes 
passant  par  l'origine  tlan*;  le  plan  de*  xOy  et  enfin  une 
conique  intersection  du  cône 

X-  -\-  >  -  —  m  xz  =  o 
et  du  plan 

[(A-H  A')mî^2B'm^  A'— A  ijx 

-t-  2(8  w  -  B'')^-i-(  A  H- A")m3-i-2C/?i  =  o. 

C'est  le  lieu  cherché. 
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1995. 

Il»0l,    p     191  I 

Etant  donnés  deux  ternes  Je  /mints  AfiC  et  A'B'C,  si  I» 
est  un  point  de  la  cubique  fi'auche  f/ui  passe  par  ces  six 
points,  les  quadriques,  en  nombre  doublement  infini,  qui 
sont  inscrites  aux  deux  tétraèdres  DABC  et  D'A'B'C 
passent  par  la  droite  d'intersection  des  plans  (ABC)  et 
(A'B'G';(ce  qui  constitue  d'ailleurs  une  condition  simple). 

(G.   FONTENK.) 

SOM  TION 
Par   M.    H.    I«. 

Soit  A  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  (ABC), 
(A'B'C).  Appelons  a.  p,  vies  points  d'intersection  de  la 
cubique  gauche  et  d'un  plan  variable  passant  par  A.  Les 
plans  (  Da^;,  (D^^),  {D-{7.)  enveloppent  un  cône  G  qui,  on  le 
voit  immédiatement,  est  de  la  seconde  classe  et  par  consé- 
quent du  second  ordre.  |)uisque,  par  la  droite  Da,  par  exemple, 
il  ne  passe  que  deux  plan*  t;ini;onts  à  ce  cône,  le  plan  (Daâ) 
et  le  plan  (  Dav). 

Le  cône  (G)  est  évidemment  tangent  aux  plans  (DAB), 
(DBG),  (DCA),  (DA'B'),  (DB'G),  (DC'A'^  et  (DA).  Donc 
toute  quadrique  tangente  aux  six  premiers  points  est  tangente 
au  septième.  Il  en  résulte  bien  que  les  quadriques  dont  il  e»t 
question  dans  l'énoncé  contiennent  la  droite  A,  puisque  par 
cette  droite  on  peut  mener  trois  jilans  tangents  à  l'une  quel- 
conque d'entre  elles,  à  savoir  les  plans  (ABC),  (A'B'C) 
et  (DA). 

2004. 

^  (190V.    p.   i!8   ) 

Soit  une  ellipse  de  foyers  F,  F'.  Ji'/i  chaque  point  M  de 
l'ellipse  on  prend  sur  la  normale  en  M  deux  points  .\  et  \ 
tels  que 

iMN  =  MN'=  /M  F.  INI  F'. 

On  considère  les  cercles  de  centre  N  et  N'  et  de  rayons  N  M 
et  N'M.  Les  tangentes  communes  à  chacun  de  ces  cercles 
et  à  l'ellipse  rencontrent  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  en 


(    520    ) 

quatre  points  P,  Q.   l'',  Q'  dont  le  lieu  se  compose  d'une 
ellipse  et  d'une  hyperbole.  (E.-N.  Barisikn.) 


SOLLTION 
Par    M.    Lktikuck. 

Prenons    pour    axes   de    coordonnées   les  axes   de  l'ellipse 

d'équation  —\-^r\  —  i  =  o   et    soient   (acosç,   ôsin^)    les 

coordonnées  de  M. 
On  sait  que 

MF.  MF'  =  a"-  sin-cp  -+-  b""-  cos'ç) 

et,  si  l'on  désigne  par  N  le  point  obtenu  en  portant  la  longueur 
indiquée  sur  la  normale  vers  la  convexité  de  la  courbe,  par  N' 
l'autre  point,  on  voit  aisément  que  leurs  coordonnées  sont 

a;  =  (a  -t-  £0)  cos'f, 
^  =  e  (a  -H  £0)  sin'f, 

avec  e  =  H-  I  pour  le  point  N,  £  =  —  i  pour  le  point  !\". 

O  étant  l'origine,  les  tangentes  à  l'ellipse,  parallèles  à  OX, 
sont  à  une  distance  de  O,  et  par  suite  de  N,  égale  à 


y/a-  sin^o  -f-  b^  cos^ep  ; 

donc  ce  sont  les  tangentes  communes  à  l'ellipse  et  au 
cercle  (N);  do  même  les  tangentes  communes  à  l'ellipse  et  au 
cercle  (N')  seront  parallèles  à  ON'. 

Le  lieu  cherché  est  donc  défini  par  les  équations 

(  ôarcos'f -t- aj' sinci  —  a6  =  o, 

(I)        ]        .  ■ ., L_ 

(  X  sinç  —  ty  costp  zt  \J a-  sin^cp  -+-  6^  cos^cp  =:  o. 

m  et  m'  désignant  les  coefficients  angulaires  de  ces  deux 
droites,  on  a 

b 

(•2)  mm  =  —  £  -, 

indépendant  de  cp. 

Si  donc  M|  est  le  point  de  contact  de  l'ellipse  et  dune  tan- 
gente parallèle  à  ON,  Ni  le  |i.(inl  relatif  à  .Mi,  la  droite  ONj 


(  5.6  ) 

sera  parallèle  à  la  laiiS'n''"   '""    ^I  'i    le  icrtle  (Ni)  scia  i.ki- 
^eitt  a  celle  deiniore. 


p.  Isa  m  '-   —  m. 


iiial  iiin>.  (  1  )  <.  ('•(Il  VfiU 


O) 


^   o-\  y"-  —  Ij-  )m-  -^  /.abxy  m  -»-  6'(  ^^ —  a^  ;  =  o. 
/  t  T^ —  f/'  1//»*  —  j.  IX  y  nt  -^i  y^  —  ^*  )  =  o. 


qui,    d  a|iit>s  la    leiiiaïque   faili-,   oui,    pour   un    point    du   lieu, 
deux  racines  communes,  ce  qui  e\i{;e 


X*  —  a* 

d'où  pour  é({iiation  du  lieu 


ab 


y' 


ai  a  -r-  tb)  b{a  -^  zb  ) 


—  I  =  o, 


ce  qui  reprcscnle  une  ellipse  el  une  Inpcrhole.  toutes  deux 
circonscriles  au  reclangle  mn-lniit  *ur  li-v  axes  de  l'ellipse 
donnée. 

lieniarque.  —  '-<;  calcul  suppose  que  le>  deux  lanpente*. 
dont  il  a  été  question  dans  la  remarque  faite  plus  liaul,  ne 
sont  pas  confondues.  La  relation  (i)  montre  que  ce  cas  se 
présentera  pour 


soit  £  =  —  I,  on  a  m  =  rh  t  /  —  et  les  équation*  (  3  )  ilonnent 
comme  lieu  sinjr'ilier  le«  quatre  droites 

\ay  zh  y/Tijr  ±  ^ubi  a  —  b  }  =::  o, 

qui  sont  les  droites,  autres  que  les  axes,  obtenues  enjoignant 
deux  à  deux  les  quatre  sommets  de  l'ellipse  lieu;  elles  sont 
parallèles  aux  asym|)totes  de  l'hyperbole  el  tangentes  à 
l'ellipse  donnée  en  des  points  ,\|,  Aj,  \j,  At. 

On  voit  ai>ièiiienl  que,  lorsque  M  se  trouve  en  Aj,  piu 
exemple,  le  point  \'  est  le  centre  de  courbure  de  lellipse 
en  A|  el  par  suite  le  cercle  (.N'»  a,  avec  l'ellipse  donnée,  troi* 
lan^'enlcs    confondues  avec    la    tangente    en    A,.    La    normale 


(  •^'>-7  ) 

on  A|  c<;t  i\  nrn- distance  <le  O  égale  à  (a  —  /■»  r,  donc  incidem- 
iiieiil  on  vdil  i|in'   le  cercle  de  centre   O   et  de   rayon  (a  —  b) 
est  tangent  en  quatre  points  à  la  développée  de  l'ellipse. 
Autre  soiiitioii  àc  M.  I'ainvix. 

2011. 

Sur  la  normale  au  />(>int  m  d' une  ellipse  de  centre  o,  et 
extérieurement  à  cette  courbe,  on  porte  le  seffnient  mp 
égal  au  ilemi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit 
en  m. 

Démontier  (jue  les  droites  pni.  po  sont  également  incli- 
nées sur  les  tangentes  à  l'ellipse  issues  de  p. 

(Mannhkim.) 

solution 
l'ar  iM.   Kl.  10. 

Construisons  le  cercle  qui  pa>ise  au  point  p  et  dont  le  centre 
est  le  |)oint  de  rencontre  de  la  tangente  en  m  à  l'ellipse  et  du 
])elit  axe  de  cette  couibe.  .\|)pelons  respectivement  7,  r,/,  g 
les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  les  droites  pm,  op  et 
avec  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

Les  deux  axes  sont,  comme  l'on   sait,    les  bissectrices   des 

''^-     ^^ 
angles  poq,   roq,   et  l'on   a  de  plus,  avec  les  notations  liabi- 

tuelles, 

op  =  a  -h  b,         oq  =:  or  =  a  —  b, 

d'où  l'on  tire 

0/*  =  og^  =fo.og  =  op.ro  =  a* —  h-  =  c*. 

Par  suite  les  points  /  et  g  sont  les  foyers  de  l'ellipse.  Les 
droites /)o, /?/7i  sont  également  inclinées  sur  les  droites />/", /?^ 
et  par  suite  sur  les  tangentes  issues  du  point  ni  à  l'ellipse. 

C.  Q.   F.  D. 

Autres  solutions  do  MM.  B.viusien  et  11.  Lkz. 

2027. 

i  1905.  p.    .7  . 

Le  lieu  du  centre  des  ellipses  surosculatrices  en  chaque 
point  d'une  ellipse  donnée,  et  ayant  une  aire  constante, 
est  une  ellipse.  (E.-i\.  Bvri.«;ikn.) 


(  5s>.8  ) 

SOI.l  TH)N 
Pnr  M.   I'ahhod. 

I/flli|ise  donnée  est  la  projection  d'un  cercle  C,  l'ellipse 
surosculatrice  en  un  point  M  est  la  projection  d'une  ellipse  K| 
surosculatrice  au  point  du  rorcle  »lonl  la  projection  est  M,  ce 
point  .M|  est  un  sommet  de  reiiipsiî  K,,  l'aire  de  l'ellipse  E| 
est  constante;  donc  cette  ellipse  est  constante  en  grandeur  et 
son  centre  décrit  un  cercle  concenlri<jue  au  cercle  C;  le  lieu 
cherché  est  la  projection  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  une  ellipse 
homothétique  et  concentrique  à  l'ellipse  donnée. 


QiKsnoxs. 


2032.  Soient  a,  b,  c,  d  des  fonctions  d'une  variable  x  :  a 

,,  az  -^h 

priori    on    peut    mettre   I  expression   •.  sous    la    forme 

^  '  '  cz  -^  a 

m' z  -^  n         ,      ,,  ...  , .  •    .  1 

X  A',    I  accent    indiquant   une    (lerivee;  exprimer   la 

inz  -\-  n 

fonction  k  au  moyen  des  fonctions  a,  6.  c,  d  et  de  leurs  dé- 
rivées. 

Applications  aux  deux  formes  de  l'intégrale  d'une  équation 
de    Riccati  : 

Ca-^/>  _    I    Ci p' ->-€/' 

y^Cc^d'         ^  ~  \   Cip-^q' 

(Voir  une  Note  de  M.  RalTy,  Noufelles  Annales,  1902, 
p.  529.)  G.  F. 

V  20.^.'i.  La  conique,  qui  touche  les  côtés  d'un  triangle  donné 
ainsi  que  les  |)erpendiculaires  élevées  du  centre  de  son  cercle 
inscrit  aux  droites  qui  joignent  ce  point  aux  extrémités  de 
l'un  de  ces  côi(-s,  est  tan;:ente  au   cercle  inscrit  au   triangle. 

(  Canon.) 

20.ji.  Les  axes  des  coniques  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  une  courbe  en  un  julint  M  donné  sont  tangentes 
à  une  parabole.  CA.   Pellet.) 


(  '-^y  ) 


mmim\L 


Nous  avons  la  douleur  de  l'aire  pari  à  nos  Iccleiirs  du 
décès  de  M.  le  colonel  A.  MannheiiM,  qui  a  succomlx- 
à  une  courte  maladie,  le  i  i  décembre  1906,  à  Tà^^e  de 
j5  ans. 

Celle  perte  sera  cruellemenl  ressenlie  dans  les 
milieux  scientifiques,  en  |)arli(ulier  aux  Noinellrs 
Annales,  donl  M.  Maurdieim  élail,  depuis  bien  des 
années,  le  fidèle  collaborateur.  Tous  nos  lecteurs  onl 
présentes  à  l'esprit  ces  Noies  brèves  et  ingénieuses  où 
l'auteur  mettait  en  lumière,  parfois  à  l'occasion  des 
sujets  les  plus  simples,  les  ressources  de  son  excep- 
tionnelle vision  géométrique. 

La  Rédaction  exprime  à  la  famille  du  regretté  Savant 
sa  bien  vive  et  douloureuse  s\mpathie. 

Le  temps  nous  fait  aujourd'hui  défaut  pour  parler  en 
détail  de  rœuvre  de  M.  Mannheim.  Nous  tenterons  de 
le  faire,  dans  un  très  prochain  numéro,  avec  le  soin  et 
le  res^iect  qui  conviennent. 

La   Rédaction. 


Ann.  lie  .\fat/ie/not..  'i*  ï^érie,  t.  VI.  (  Dércml)re  ioo().  )  S.\ 
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K13c] 
VOLIME  hIA  ThlIUlllliK  K\  lOXCIION  IMS  AKÈTES 
DK)l(nsriUIIO\  (IKOMhlillOIL; 

l'Mi  M.  G.   FONTliiNli. 


KlaiH  (litiint'  un  h'iiiirdrc  AlU^D.  solciil  a,  |3.  y,  0  les 
(•((«'KiriciiLs  l);»rv(:('iili(|iirs  doiil  il  faut  iilIccU'r  les  soiii- 
nifls  pour  i\t\c  le  Uarvcciitic  soil  le  cfiilrc  OkIo  la  splirrc 
ciixonsiritc.  On  a,  pour  l<ml  poml  M  ilc  l'espace, 


.M\    --    "/.  M()2  -   .  .,iiM. 


on  (léloi  iniiic  l<i  (  <in>laiilf  <ii  nifllani    M  .m   |M)inl   <  ),  cl 
l'on  a 

V  iMÂ'  =  >.(  MU-  -t-  ï{^). 


Si  Ion  niel  >(i((t>-i\  i-nn-nt  le  poinl  M  en  A,  B,  (>.,  1  ), 
<Mi  désif^iianl  pac  c/,  />,  r  les  (  oh-s  du  lriaiij;le  AliL,  <l 
par  a',  b',  c  les  longueuis  L)A,  DB,  DC,  on  a 

arî         -I- Y«*-4-?6'»  =  9.XR», 


on  a  (raill<iir> 
On   a   donc 


3  -H  Y  -♦-  -i  =  X- 


o  c»  /'î  a'»  JiH» 

c»  <)  rt'  6'*  7.  R» 

6»  a»  o  c»  7.  R» 

a'î  //»  r'«  o  1  R* 

I         I  I  I  ■ 
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ou 


() 

C2 

/>^ 

r/'î       1 

C2 

O 

«' 

/>î       I 

feî 

rt* 

() 

r'ï      I 

1 

1 

1 

0  I 

1  o 

X  aRî  -H 


c-        o       rt*       ^'' 
i*     a*      o       c'* 


a 


'1     ô» 


^'2 


O 


Si    l'on    iiiiilli|jlio  les  lii^nes  de   ce   dernier  déternil- 

a      b      c     a    b    c  •     \       .      ■ 

niinl  n;ii-  — >  y-,  >  -,  >  -,  rr  — >  iniis  les  Irois  premières  co- 
'        a      b      c      a    o    c      ^  ' 

a'  6'  I 

,  —  ^  j  ce  qui   ne  cnant'e  pas  sa 
c      c    a      a    b  ^  o      i 

valeur,  on  oblienl 


,  h'  c'     c'  a' 

Ion  nés  par  %- 


o  ce  bb'  aa 

ce'       o  aa'  bb' 

bb'  aa'  o  ce' 

aa'  bb'  ce'  o 


OU 


—  [aa'  ■+-  bb'  -¥■  ce'  )  (bb'  -\-  ce' —  aa'  )  {ce'  -^  aa —  bb'  \ 

ou,  d'après  la  fornuile  de  I3rassiiie  (  '  ), 
—  i6  X  (6VR)î. 


On  a  donc 


8  x(6V)î  =  A, 


eu  appelant  A  le  déterniinanl  qui  esL  uiulliplié  par  2K- 
daiis  la  relalion  écrite  plus  haut. 
C'est  la  formule  cherchée. 


(  '  )  La  formule  de  Brassine  (Aouvelles  Annales,  iS47<  P-  226^  a 
été  retrouvée  par  de  Staudl  {Jbid..  iSôg,  p.  '|4')-  J  ai  montré  ailleurâ 
que  celte  formule  s'obtient  en  trani^formant  par  rayons  vecteurs 
réciproques  la  formule  S  =  V PiP  —  <*)•••;  or  il  me  semble  main- 
tenant que  j'ai  vu  autrefois  cette  démonstration  dans  les  Nouvelles 
Annales. 
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[R7b'i] 

KbciiuiniK  m:  i\  m  (iii:  non  siiviii-:  ne  fokck 

CEMItlli:,  SACIIIM  i}\ï.  \A  ilUJKCroïKE  EST  II\E 
COMOIK,  Olhl.ltS  OIE  SOIKM  l.tS  COMMUONS  IM- 
TIALES  ; 

IM<    M.    r.viL-J.  bLCIl\K. 


(]e  probitine  a  élé  rt''.sc)lu,  comme  on  sait,  pai- 
.NJM.  Darboux  el  Halphen  (')  dans  le  cas  particulier 
où  la  loi  (Je  la  force  ne  dt'pend  (|ik'  de  hi  position  du 
mobile.  Je  me  propose  de  résoudre  le  probl«"'me  dans 
le  cas  plus  génrral,  en  supposant  la  loi  de  la  forer 
fonction  de  la  |)nsili()n  du  mcjbile  el  dfs  composantes 
de  la  vile>se  sur  les  axes  de  coordonnées. 


1.    Soient 


</y  ,/. 


dt  '  c/t        -^  dt  dt 

les  équations  du  mnuvcmcnt  rapporte  à  un  système 
d'axes,  avant  pour  orij^ine  le  tenlre  de  la  ft>rce,  la 
masse  du  point  élanl  suppcjsée  égab;  à  i ,  et  a  est  une 
fonction  dépendant  en  général  de  x,  j',  x' ^  y  \  enfin 

(  9.  )    /  (  a- ,  ^'  )  =  A  r*  H-  7.  B  jr^  -i-  '\'.y^  -^  iMt  -\-  -x  V.y  -^  F  =  o, 

linlégrale  générale  du  ,s\«i.iiir  m  ■.  Uillérenlious  i^i.) 
par  rapport  à  t,  on  aura 


(')    I)AIU)UCX,  Comptes  niulits.  I.  IA\\I\ 
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Si   nous  rendons  (  'x  »  lionioyt-ne  et   si    nous  dt'iignotis 
par  y  la  conslanle  des  aires,  on  aui;i  d'après  (3)  et  en 
ayanl  <^f(ard  au  tln'orrme  d'iMilcr  siii-  les  fondions  ho- 
mojjcin.'s 

d'où 

Differentions  une  seconde  fois  (3)  par  rapport  à  /,  et, 
en  ayant  égard  au  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions 
homogènes  et  aux  équations  (i),  [2)  et  (3),  on  aura, 
tous  calculs  faits. 

Remarquons  que  Le  numérateur 

pour  tous  les  j)oints  de  la  coni(|iie  (2),  est  une  cons- 
tante, et  cette  constante  a  pour  valeur  —  A,  A  étant  le 
discriminant  de  la  conique  (2).  On  aura  donc 


u  = 

'         /z" 

en 

ayant 

égard  à 

(4),  on 

aura  enfin 

u  = 

fz' 

A   .r'3 
Y  fy"   ~ 

A 

V 

1 

>''■■» 

d'où  l'on  déduit  les  trois  lois  de  forces 

Il  r  11  /•  r'3 


(6) 


On  retrouve  ainsi  une  des  lois  de  MM.  Darboux  et 
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lialplien,  el  driix  autres  lois.  Ces  deux  (l('ini«'Tes  lois 
ne  sont  pas  «li^tmchs,  elles  se  dt'(liii-.ciii  l'iitie  (le 
l'autre  piir  une  iteniiulalioii  des  axes  de  coordonnées. 
Il  snflil  alors  de  montrer  <|ue  la  deuxi«'n)e  loi  satisfait 
bien  au  |)iol>lèn)e,  c'est-à-dire  (|ii"elle  fera  décrire  à  son 
point  d'application  une  eoni<pie,  (pielles  (pie  soient 
les  conditions  initiales. 

2.   Nous  allons  nous  appuyer  sur  la  remarque  sui- 
vante :  soil 

(7)  ^,  =/'^,>'), 

une  é(pialion  dilVérenlielle  du  second  ordre.  Cette 
(•qualion  se  ram(''ne  toujours  à  des  quadratures  si 
f{x,y)es[.  une  lonclion  liomogène  el  de  degré  «— .j. 
En  efi'el,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

posons 

y  =  SX,         -^  =  7  ' 

et  l'équation  précédente  se  ratnène  à 
d*z 

.3.    Considérons   mainlenanl    les  é(piatiOM>  du    mou- 
veinenl  correspondant  à  la  loi  de  force 

ixrx'^ 
(  B  jr  -H  Cj  H-  K  )»  ' 
on  aura 

dx         ,  dv         , 

Tt  ""'''  'di  '"•^' 

dx  \xt"^  dy'  |Jix'* 

"57  "^  (Bx  — C^-t-  K)'^'  ~di  ^  (Bj--(-C>  -t-  E)'"^' 
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(  )ii  (lt''(liiiL  (les  dvu\  (loi  iiK'rcs  ('■(jiiiilioiis 


X 


où  V  est  la  roiislanlf  des  aires,  (Ton  eiiliii 

d*y  ^ t^ï 

dx^  (Bx-^Cj-^Ef' 

équation  difTérenlielle  de  la  Irajecloire  cherchée.  Celle 
équation  se  ramène  au  Ijpe  (^)  du  n"  2,  en  faisant  le 
changement  de  la  variable  indé|>endante,  en  posant 

Bx  H-  E  =  Kx,. 

En  cllVctuant  les  calculs  du  n"  l2,  on  aura  pour 
l'équation  de  la  trajectoire 

( 8 )  (Bx  -h  Cy  -h  E)^  =  ax^-  -^  *.bx  -h  c: 

elle  renferme  trois  pnr;im»''tres  ne  iiiiuiant  pas  dans 
l'expression  de  la  force.  Il  eu  résulte  que  les  trajec- 
toires correspondant  à  la  loi  précédente  sont  des  co- 
niques avant  la  droite  donnée 

B  .r  -f-  Cy  -f-  E  =  o 

pour  diamètre,  et  l'axe  des  r' pour  direction  conjuguée. 
Dans  le  cas  particulier  où  la  constante  C  =  o.  en 
reprenant  ré(|ualion  dilléienlielle  de  la  trajectoire,  on 
trouve  pour  la  liajetioire  des  coniques,  avant  la  droite 
donnée 

Bx-^  E  r=  o 
pour  asymptote. 

-i.  Remarquons  que  des  deux  premières  lois  de 
forces  données  par  (6),  ainsi  (|ue  tie  leurs  trajectoires 
correspondantes,   ou   déduit    comme    consécpieuce   leji 


(  5:^(3  ) 

(ItMIX     luis 

(9)  ■ ;,  r. 

(ax*-h-i/jxj  -h  cy*)*  i  ftx*-^  ibr-^  c}* 

(  )n  Irouve  ainsi  la  (Iciixii'iiie  loi  »!«'  .MM.  iJarhoiix 
cl  Hal|>lu'n,  <îl  nue  rionvellc  loi  (|iii  salisfail  an  pro- 
hlc'iiK".  ()n  vérifie  sans  |»cmc  (|iic  les  trajecloiies  cor- 
respondant à  la  dernière  de  ces  lois  sont  des  coniques 
tan{»enles  aux  deux  droites  données 

a  a:*  -H  a  /v  a?  -t-  c  =  o. 

o.  Nous  allons  montrer  (jue  des  (juatre  lois  données 
par  (6)  et  (9)  on  peut  déduire  quatre  autres  lois 
<lisliiicles.  Nous  allons  rappeler  queUpies  remarques 
faites  dans  un  travail  Sur  une  transformation  réci- 
proriue  en  Mécanique  [Bull,  de  la  Soc.  des  Sciences, 
t.  WXIIl). 

Supj)oson>>  un  tnohile  sollieilé  j)ar  une  force  cen- 
trale, et  soit 

F  =  Il  r 

la  loi  de  la  force  ;  le  centre  de  la  force  étant  à  l'origine 
des  axes  de  cooidonnécs,  //  est  une  fonction  (|uel- 
coiique  et  /•  le  ra^on  vecteur.  Si  le  temps  n\'nlr<-'  pa> 
explicitement  dans  la  fonction  u,  et  si,  pour  une  cer- 
taine fonction  de  u  pouvant  dépendre  en  <^énéial  de 
X,  y  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  ^,  on  sait  dé- 
terniincr  le  mouvement  correspondant  à  la  force  F,  on 
saura  aussi  dt-terininer  le  luouvement  si  lii  loi  de  la 
force  est  de  la  forme 

I 


où  -  est  l'inverse  de  la  fonction  précédente  et  sur  la- 
u  ' 

<juelle  on  a  fait  le  changement  de  x  cl  y  en  x'  et  7'  el 


(  ^>-^7  ) 

de  x'  el  j)^  (Ml   X  cl  j'.  \'a\  cHcl,  li's  i''(|ii,iii(»iis  du  moii- 
venienl  <;on('>[»t)iMlaiil  à  lu  |iirriii«'ic  loi   «If   loicc  sonl 

—, —  =  U-r,  —~-  =  uv- 

EfTpclmms  le  clKiiif^cincnl  des  (oiicliôns  cl  de  la 
variable  on  posant 

àx         ,  dy         ,  (Iti 

lit  -  '        dt        -^  dt 

Il  résiille  des  «'qnalions  du  mouvement  el  de  ces  der- 
nières relations  (|u"on  aura  aussi 

—  ^1^  —    •  r  —  'IZl  —     ' 

^  ~  dti  ~  ^^'         -^  ~  dti   ~-^" 

d'où    l'on  déduit,    pour    les   é(|ualions   du   mouvement 
du  point  .r,,  11, 

d'-Xy  I  d'y\  • 

et  la  proposilior)  est  démontrée. 

Cette  translormalion  nous  montre  que  la  trajectoire 
du  second  poinl  esl  la  courbe  bodographe  du  premier 
point,  et  inversement.  Nous  savons  aussi,  d'après  le 
travail  cité,  que  la  courbe  bodograpbe  correspondant 
à  une  force  centrale  est  la  polaire  réciproque  de  la  tra- 
jectoire par  rapport  à  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
centre  de  la  force  qui  est  pris  aussi  pour  origine  de 
l'hodographe,  son  rajon  étant  y/v,  y  étant  la  constante 
des  aires,  el  lourriée  d'un  angle  dioit  autour  de  ce 
centre.  Il  résulte  alors  que,  si  en  particulier  la  trajec- 
toire correspondant  à  une  force  centrale  est  une 
conique,  la  courbe  bodograpbe  sera  aussi  une  conique, 
et,  par  consécpient,  d'après  l'ensemble  de  ces 
remarques,  de  toute  loi  de   force  centrale,  faisant  dé- 
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crirr  ;'*  >n\\  |ioiiil  irii|i{ili(-:il  mn  une  (-()iii(|iti>,  on  |)i-iit 
(lôiliiirc  iiin'  iiiilif  loi  (le  loicr  fiii>;iiil  iiii>^si  (It'ciifc 
à  son  |>oiiil  (I  ii|)|ilK-;ilion  mit-  <'oiii(|ih>.  Il  I)'-miI|i;  aloi's 
d'api  rs  (())  j'I  (  ()  )  les  (|nalre  lois  (le  fort  «■  : 


(  M  j"'  -^-  C  y'  -f-  K  )» 
1^ Zi '■' 


(  «^'*  "i  h  x'  -^  c  )^ 


r, 


|ji  (  D  J-'-+-  E^''-(-  V )^ r,  \i.  («7.r'*-t-  T-bx'y' -^  cy'^)*  r. 


0.  Il  est  fiidle  (le  vt'-rilier  (lirocteiiH'iil  (|in(('s  <|iiiilrtf 
lois  de  force  sali^loni  ;iii  |»rol»|rini'.  l'Lii  end,  1rs  é(iii.i- 
lions  du  inoiivenif'ii t  coiiesjjondanl  à  l:i  |iremière  loi 
de  force  soiil  : 


dx'  (  Bj-'^- Cv'-r- E)' 

\i- î: -r> 


dt 
dt 


x^ 
dr'  (B.r'-t- Cv'— E)» 

"    =  i-^ r y 


<l.r 
dy 


•  1  où  l'on  a  (If'dint.  p;ir  division, 

'ly'  _  y 

dx'       X 

DifTérentions  celle  deroir-re  relalion  en  prenanl  .r' 
pour  vari;d)l('  indépendanle  el  en  regardanl  ./•  el  y 
lonelions  île  x'  piir  ririlrrmt'fliiiire  de  /,  on  aura 

dr* 


dr 
IF 


d  OÙ  enlin 


d'y'  _  Y    ! 

ils-  ~~  [k  (Wy -^  *^.>''-^-  ^)* 


qui  est  I  équation  diirérenliclle  de  la  courbe  liodo- 
;;iaphc  correspondant  au  mouvement  clierclié.  (>etlc 
cqiialion  ne  diffère  de  Tétpiation  du  n"  3  que  par  le 
changement  de  x  el  y  en  x'  et  y'  ;  il  en  résidlr.  par  un 


(  53ç)  ) 
calcul  scinhiahlo,  (jiie  la  courbe  hodo^'iMplic;  csl  iin<! 
conique  rcnfciinanl  IidIs  paramètres  arbiliaires.  Il 
suffit  ensnile,  comtm;  nous  l'avons  e\|)li<|U('.  de  clier- 
clier  la  polaire  r<''ci|)ro(|ue  de  celLr  coiirhc  par  rapport 
au  cercle  en  question  cl  rie  la  faire  tourner  iliin  iuii^le 
droit  autour  de  ce  centre  pour  avoir  la  trajectoire  du 
mouvement.  On  suivra  une  méthode  analogue  pour  la 
deuxième  loi  de  force. 

7.   Dans  le  travail  déjà  cité,  nous  avons  indiqué  une 
formule  analogue  à  celle  de  Binet,  à  savoir 


oîi  F  représente  la  force,  r  la  vitesse  et  a  l'angle  de  la 
vitesse  avec  l'axe  polaire.  A  l'aide  de  cette  formule,  on 
vérifie  que  les  deux  dernières  lois  de  forces  satisfont 
aussi  au  problème. 


8.  La  méthode  que  nous  avons  employée  nous 
montre  qu'il  existe  des  lois  de  force  satisfaisant  au 
problème.  Le  problème  sera  déterminé  et  entièrement 
résolu  si  le  nombre  de  ces  lois  est  limité  et  si  de  plus 
on  a  déterminé  toutes  ces  lois,  il  est  facile  de  voir 
que  le  nombre  de  ces  lois  est  limité  et  égal  à  huit, 
et  que  de  plus  il  n'existe  pas  d'autres  lois  de  force  que 
les  huit  lois  que  nous  avons  déjà  trouvées. 

En  effet,  supposons  le  centre  de  la  force  à  l'orii^ine 
des  axes  de  coordonnées,  la  loi  de  la  force  sera  alois 
de  la  forme 

F  =  ur. 

On  sera  alors  ramené  à  chercher  le  nombre  des  loi>  de 


(   fi.lo   ) 
force   salislai^aiil    .m   iiroKIrmc.  en   Milxlivisaiil    la   re- 
cherche en  plusieurs  cas  : 

i"   Ka  foix'lioii  //  ne  di^pond  (|uc  (J«'  x  et  y, 

■2"    I^a  lonclion  u  ilépenti  de  .r'  elj''; 

3"  La  foiMlioii  //  il»''j)«ii(l  (le  x'  ou^^'el  des  coordon- 
nées X  et  -)',  ou  d'une  seule  tle  ces  coordonnées,  ou 
encore  d'une  seule  des  coordonnées  x  ou  y  el  de  x' 
et  y,  ou  tl'une  seule  de  ces  composantes; 

Enliii  ; 

4°  La  lonclion  u  dépend  à  la  fois  de  x,  y,  x'  el  y' . 

Le  premier  cas  a  ('-lé  déjà  résolu  j)ar  .MM.  Darboux 
el  Halphen.  ISous  allons  reprendre  le  raisonnement,  en 
indicpianl  une  mélhotle  cpii  s  a|)p]i(pie  dans  tous  les  cas. 

Soient  : 

F  =  ^(x,y)r 

la  loi  de  la  force  el 

la  conique  correspondante. 

Si  nous  multiplions  la  première  des  équations  du 
mouvcmenl  corresiiondanl  à  celle  dernière  loi  de  force 
par  —  x'  el  la  seconde  par  y\  el  qu'on  les  ajoute,  on 
aura 

-,  (i^y 

T^--j^^  =  --{^(.r,y), 

OÙ  V  est  la  constante  des  aires. 

L'équation  de  la  coni(|ue  nous  donne 


d^r  _    A 


où  A  est  le  discriminant  de  la  conique  ;   on  aura  donc 
en  ajanl  égard  à  (  'j)  du  n"  1, 


(  'Mî  ) 

SI,  do  plii.'>,  ii<)ii>  rendons  I  ('qiiiilion  de  la  LDnnjne  lio- 
mogène,   on   anra,   en   ayant  égard  à  l'étjualion   de   la 

C(jniqne, 

y^î  =  a  x^-{-  X  h  xy  -f-  cy"^  ; 

on  aura  donc  linaleinenl 

Remar(|uons  (|iie  ces  relations  doivent  toujours  avoir 
lieu  en  tous  les  points  de  la  conique  y(j;,^)  =  o,  et 
cela  quel  les  que  soient  les  conditions  initiales;  car,  si  l'on 
passe  d'une  conique  à  une  autre  conique  de  la  même 
i'aniille  correspondant  à  la  loi 

F  =  ^{x,y}r, 

les  constantes  qui  figurent  dans  les  premières  fonctions 
de  (  lo)  varient  en  général  avec  les  conditions  initiales, 
mais  ces  relations  auront  encore  lieu  le  long  de  la 
seconde  conique. 

Je  dis  que  l'une  des  deux  équations  (lo),  dont  l'un 
des  nienibres  est  — v'^(T,r),  doit  être  une  ideniit'-. 
En  effet,  si  le  contraire  a  lieu,  il  sera  alors  possible 
d'établir  entre  x  ely  une  seconde  relation  distincte  de 
la  relation  y*(^,  jk)  ^  o,  ce  qui  est  absurde.  Il  résulte 
alors  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  deux  lois  de  force  dé- 
pendant delà  position  du  mobile,  et  ces  deux  lois  sont 
les  deux  lois 


(ax  -h  ùy  -^  c)'^  /       ,         /  ,vl 

•^  {ax--r-  ibxy  -^  cy^}^ 

que  nous  avons  trouvées  déjà. 

Il  en  résulte  comme  conséquence  que,  si  n  ne  dépond 
que  de  x'  et  y',  il  ne  peut  y  avoir  que  deux  lois  satis- 


rai>uiil  .m  j)i()blùine.  En  i-llel,  soit 
F  =  ç  (j"'.  y')  /• 

mil-  loi  (!<■  force,  l;M|(itlIi\  cl  a|>rL's  le  ii°  i,  correspond, 
|iar  une  liaiisiormalioii  corrélalive,  à  la   loi 


?<^ij) 


(iiii,  i(»mme  la  [>reniière,  satisfait  aussi  au  problème; 
iiiai^  cflle  dernière  loi  ne  dépend  cpie  de  la  position 
du  mobile  et,  d'apiès  la  remarque  précédeiile,  il  n'^  a 
que  (Jeux  lois  de  force  répondant  au  problème;  il  s'en- 
suit alors  qu'on  ne  peut  avoir  (jue  les  deux  lois 

ijL(  ax'-f-  hy' -\-  cy  r,  [x(aa:'*-i-  a  bx'y' -¥-  cy'^)'^  r, 

que  nous  avons  trouvées  déjà. 

Un  raisonriemenl  analogue  au  premier  raisonnement, 
et  en  ayant  égard  à  (4)  du  n"  I,  nous  montre  «pie,  si  la 
loi  (11-  Il  force  est  de  la  forme 

V  =  tiix'.  x,y  )  r  ou  F  =  (f{x',x}r, 

il  ne  peut  y  avoir  que  deux  lois,  à  savoir 


(ax  -t-  hy  -h  c  )'* 


(  a  j^'  -+-  -2  hx  -^-  c  )'- 


que  nous  axons  liouvées  déjà,  sans  quoi  il  sera  possibU? 
d  établir  enire  b's  coordonnées  j;et>'  une  seconde  rela- 
lion  (lr>liii(  le  de  I  Ce  pi  a  lion  de  la  conique  y' (^x,  ^)  =  o, 
ce  qui  est  ab^ul'de.  Il  en  résulte,  comme  consécpience, 
par  la  Ir  ansfoiiiialion  corrélalive,  qu'il  n'y  a  rpie  les 
deux  lors 

3 

x-^ (ax' -^  by' -H  c )' r,  x~* ( a x'-  -{-  i  h x'  -^  c )*  r . 

H  lions  ifsle  eriiin  à  examiner  le  eus  où  la  bMielioii  // 
di-pciid  à  la  lur-)  de  x,  )  ,  x'  vl y' . 


l  .>Î3  ) 
Reniar(|iioiis  (Tiihord  (pic  la  loi 

/  X'.r'-H  [x  y 
\Xa-+-  |xj  -i- 


/•, 


qui  réstille  comme  conséquence  des  relalions  (4)  du 
n"  I,  cl  où  ).,  {JL,  V,  X',  pi'  sont  des  conslanles,  satisfait 
au  problème,  de  mêuie  que  la  loi  qui  résulte  par  la 
transformation  corrélative 


Remarquons  aussi  que  ces  deux  lois  ne  sont  pas 
nouvelles,  c'est-à-dire  distinctes  de  celles  que  nous 
avons  trouvées  déjà.  En  effet,  il  suffit  de  faire  une 
transformation  des  axes  de  coordonnées  ayant  la  mênie 
orif^ine,  pour  ramener  ces  lois  aux  deux  lois 

K, — /,, 


(lixi^ix,yi  -(- v)^ 


que  nous  avons  déjà  déterminées. 

11  en  résulte  alors  ([ue  toute  loi  de  force  de  la  forme 

F  =  <f  ix,  y,  x\  y')  r 

doit,  d'après  (4),  se  réduire  à  l'une  ou  l'autre  des 
deux  lois  précédentes;  sans  quoi  il  sera  possible  de 
trouver  entre  x  et  y  une  seconde  relation  distincte  de 
la  conique  f{x,  y)  =  o,  ce  qui  est  ahsurde. 

En   résiim»',    le  problème   est  entièrement  résolu    el 
n'admet  d  autres  lois  tie  force  (iiie  les  liiiil  luis  : 


]xyax  -\-  by  -^-  c )-^ r, 

ix{iix-  -r-  2  bxy    -t-  c  y''- 

'■)    '/•, 

\L{ax'  -\-  ÙX'  -r-  C  >■■*/•, 

ij.  (  a  x'-  -r-  i  b  x'y'  -H  cy' 

M*/-, 

ixx'^{ax  -r  by  ^  c)-^r, 

[XX 

"^  (  ax-  -h  i  bx       -+-  c 

)~'r, 

X  x-^  (  a  x'  ■+-  by'  -i-  c  )■■*  /•, 

[XX 

-3(ax'^-\-  jtbx'     -h  c 

3 

i).  Nous  alli)ri>;  tiMiniiirr  |)iii-  i|ii«l(|iii'>  lii/on-iDcs 
géii(*raux  coiuluisaiil  à  ih-s  Iraji-cioites  (|iii  soiil  îles 
coni(|ues. 

THi\ORkME  I.  —  Si  /'<i/i  (iitrint:  niu'  <hititr  |)  »7  im 
poinl  ().  et  si  un  point  indlcriel  sr  niriit  duns  le 
/>l(in  de  Iti  (Iroifr  rf  du  point  sons  l'action  (l'une 
force  telle  que,  si  en  chaque  point  de  la  courbe 
liodographe  correspondant  au  mouvement  le  mo- 
ment de  la  vitesse  du  point  géométrique  de  la  courhc 
liodographe,  par  rapport  au  point  O  pris  pour  ori- 
gine de  la  courbe  liodographe,  est  proportionnel  au 
cube  du  moment  de  la  vitesse  du  point  correspon- 
dant de  la  trajectoire  p«tr  rapport  au  même  point  O 
et  irnersemcnt  proportionnel  au  cube  de  la  distance 
du  même  point  de  la  trajectoire  à  la  droite  t).  la 
trajectoire  sera  une  conique  ayant  la  droite  V) pour 
polaire  et  le  point  O  pour  pôle. 

Thi^-orkm!.  II.  —  Si  un  point  matériel  se  meut 
dans  un  plan  sous  V action  cV une  jorce  telle  que. 
si  en  chaque  point  de  la  courbe  liodographe  le 
moment  de  la  vitesse  du  point  géométrique  de  la 
courbe  liodographe,  par  rapport  à  un  point  fixe  O 
du  plan  de  la  trajectoire  pris  pour  raiginc  de  l'ho- 
dographe,  est  proportionnel  <ni  tiibc  du  monirni 
fie  la  vitesse  du  //oint  correspondant  de  la  trajec- 
toire par  ra/)port  au  même  point  fixe,  ta  trajec- 
toire sera  une  conique  ayant  le  point  fixe  pour 
centre. 

iiir.or. KMi    III.  Si  un   point    matériel  se   meut 

dans  un  plan  sous  l'action  d' une  force  telle  t/uc.  si 
en  chaque  point  de  la  courbe  hodo graphe  le  mo- 
ment de  la  vitesse  du  point  géométrique  de  la  courbe 


hodogvaphi-,  /xir  vnpi>itrt  à  un  i><n„t  Ji.re  ,/i,  /,lan 
de  la  ti  iiji'vlnin-  pris  pour  <>ri;/ine  d,-  In  courhe 
hodoiiniplti\  est  proportionnel  au  cube  du  moment 
de  la  vitesse  du  point  correspondant  fie  la  trajec- 
toire par  rapport  au  même  point,  et  inversement 
proportionnel  au  cube  de  la  distance  du  même  point 
de  la  trajectoire  au  point  fixe,  la  trajectoire  sera 
une  conique  ayant  le  point  fixe  pour  foyer. 

Les  réciproques  de  ces  théorèmes  sont  aussi  vraies. 

Ln  démonslralion  des  lliéorèmes  énoncés  ci-dessus 
peut  se  finie  en  s'appuyant  sur  le  ihéorème  général 
suivant,  qui  est  une  interprétation  géométrique  de 
I  une  des  équations  intrinsèques  d'Euler  : 

Si  un  mobile  se  meut  dans  un  plan,  le  moment 
de  la  vitesse  du  point  géométrique  de  la  courbe  ho- 
dographe  par  rapport  à  un  point  du  plan  de  la 
trajectoire  pris  pour  origine  de  Vhodographe  est  en 
raison  directe  du  cube  de  la  vitesse  du  point  cor- 
respondant de  la  trajectoire  et  en  raison  inverse  du 
rayon  de  courbure. 

On  peut  établir  ce  problème  soit  en  partant  de 
léquation  d'Euler,  soit  encore  en  partant  des  équations 
du  mouvement;  on  aura,  dans  ce  dernier  cas, 

où  Mt(r,)  est  le  moment  de  la  vitesse  du  point  géomé- 
trique de  la  courbe  hodographe,  par  rapport  à  l'origine 
des  axes  de  coordonnées  qui  est  aussi  Torigine  de  la 
courbe  hodographe. 

Si  nous  désignons  par  p  le  rayon  de  courbure  en  un 
Ami.  de  Matliémat.,  4*  série,  t.  M.  (  Décembre  1906.)        3.J 


|>iiiiit  lie  l;i   ti  ii|('(  tiiirc.  on  atir:i 


■^  h  m 


d'où  ciiliii 

A  1  iiid»'  (le  ce  lliéoièinc,  hi  (It-iiiuiisiriiiion  des  trois 
ihéorèincs  se  ramène  à  clierclier  les  courbes  telles 
qu'en  clia(jue  point  ou  ;iit 

pi  '       p»  pi 

où  K  est  une  coustanh',  </  «■si  la  distance  d Un  poiiii 
de  la  trajectoire  à  la  droilc  I),  />  (■>t  la  dislance  du 
point  fixe  à  la  laiij;(iilt'  à  la  Irajecloiie,  et  /•  est  l»; 
rajon  vecteur. 

Nous  avons  montré  dans  une  Note,  Si//-  le  rayaii 
de  courbure  dune  conique  {Nou<>\  in/i.,  4'  série, 
t.  IIl),  que  les  courbes  correspondantes  sont  bien  le> 
coniques  (pii  ligurent  dans  les  énoncés  des  ihéorrmes 
précédents. 


A(iHÉ(iArio\  m;s  sciknchs  M\riiHM\rioiKS 

COVCOIKS  m  19110*. 


SOLIIIO.V  IIE  LA  OI>;sri()\  n ANALYSE  ('); 

l'\u   M.    l'MUiOD. 


1°   Eliminons    >',  />,  ;;   entre    les    (piatic    piemirrcs 
écpialions,  après  simplification,  il  vient 

X  du  --  d2  —  f/  x  d'i  =  <) 

I,  '  y    loti    l'cU">iicc  (lall^  le  iiuiiicr»)  de  bcplciuLic.  \>.   \ '^. 


(  ^f-  ) 

ou 

.r(u'a,  d%  -f-  H^  d^)  -~  dt  —  q t  d'L  -  o. 
Mrnlilions  el  résolvons  les  ('(jualions 


3  =  a  -f-  KO-, 

J-iOrsque 

«a'  =  o,  «  =  aH  -+-  II,, 

H  cl  11,  étant  des  fonctions  de  Ji  seule;  alors  x,  y  e\.  z 
sont  seulement  fonctions  de  ^'i,  la  surface  S  se  n'duil 
à  une  courbe. 

Celte  condition  est  nécessaire,  en  efl'et;  il  finit  cjne 

'  I  I 

^a  _  J^a  _  £a 

ou 

•''a  ?.î"a  I  -f-  "aJ'  H-  lix'g. 


or 

I  -+-  U:x_X  =  o, 

donc  ces  égalités  n'ont  lieu  que  si 

.r^  =  o         ou         u'!^,  =  o. 
L'équation  générale  des  lignes  asjmptotiques  est 

D  f/a2  -{-  2  D  Va  d3  -h  DVpî  =  o. 
Le  plan  tangent  ajant  pour  équation 

Z  —  z  =p{\  —  X)  -{-  q(y  —j)^ 
on  a 

D'  =px'^'^-+-qj'lri—  z'^'^  =  o, 


(  ^>i8  ) 
L  é(|ii;ilit)n  JcimiiicJrc  csl 

Le  cotflicienl  de  dy-cr^j  est  mil.  donc  les  a  =  consl.. 
^^consl.  sont  conju^^uées  sur  S. 

LV'(|iialion  du  phiii  l;in<(rnl  nous  permet  de  voir  que 
ce  pliiii  passe  par  \c  |M.iiii  li\e  (<i,  o,  a);  ce  poiul  esl  le 
soiniiict  du  cône,  le  liru  csl  l'axe  des  z. 

'.>."  Déiivons  trois  fois  le  premier  membre  de  l'équa- 
lioii  (In  [ilaii  lani^cMl 


on  a 


(u  —  ^uâ)  X  -+-  j/'j  Y  —  Z  -1-  a  =  o, 

(  «a  —  ?  «âji  )  X   -H  «ifJ  V   -i-  I  =  o, 
(«a.— Puaif|)X-+-«a'?Y  =  o, 

(  Mal  —  3  Ua« |i  )  X  -H  iix*  [i  V  =  o. 

Les   deux   dernières    équations   doivent   être   iden- 
tiques: 

"g'  _   "a«^ 
«'a'         «a»? 

Intégrons,  on  a  daboid 

«  =  M»^-4-a.\  -i-  P, 

M.  N  et  P  étant  des  foncLions  queleoncjues  de  Jj  seule, 
l^our  achever  l'inlégralion,  posons 

K  ('lant  une  fonction  (Je  |j. 

L  é(juation  dillérenlielle  devient 

((K  — MK')  =  efjMK 


en  posant 


H,=  iMB,-+-N, 
B,=  MB;-t-P, 


(  '1<J  ) 

cl 

,  rK  —  ^^K'  ,^     .     . 

'«''  ^  I        MK      ^^"  "^      "^' 

le  produit  i-r-  est  mic  Ibiiction  r-  de  ,j  seule;  donc 

«  =  AB-HaBi-f-Hj. 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante  ;  l'équation  du 
plan  tangent  devient 

fAB  +  aB,-i-Bi— p(AB'-T-aB;  -+-B:)]X 

-+- (  AB' -+- a B ; -+-  B:,)Y  — Z-i-a  =  o. 

Ce  plan  passe  le  point  fixe 

(B  —  [iB'jX  -+-  B'Y  =o, 

(b,-&b;)X-hb;y-t-i  =o, 

( Bj—  ,3 b;  )X  +  Bj  Y  —  Z  =  o. 

Lorsque 

u   =  AB  —  aBi  -+-B2, 

u'^=  AB'+aB,  +  B.;. 

L'équation  différentielle  linéaire  est 

(«  —  2B1— BoiB'— (^a'i—  aB;  —  B.;  )B  =  o, 
où 

«=/»-*- 9-^'  '^=^'  «;i=7-         :t  =  z-px—pj- 

la  subslitution  donne  une  équation  tle  la  forme 
Pp-V-Qy  =  R. 

Les  équations  d'une  caractéristique  sont 
^  =  ^         et         z  —  px  —  qy  =  %, 

oix  p  el  q  sont  des  fonctions  de  -  et  du  parani(''lre  a: 
A  étant  une  fonction  quelconque  donnée  de  a. 


(  55<)  ) 

l,t>  surlact'"^  mlt'i^ialcs  sonl  h's  surfaces  S,  vi  les 
t'(|iialions  (|tii  ciélinisseiit  le  sommet  ciii  cône  relalil  à 
mie  limie  |îi  =  consl.  sont  indépendanles  de  a  ei 
.le    V. 

.•"    I^es  é(|tialii)iis  (le   la  droili'   I)  rtanf 


ai  J* -4- ^1  K  ~  C|     =o 


(r,Cî^  o), 


le  svslème  formé   j^ar  ces   deii\    ('■(|iintioiis  et   les    trois 
équations  |)réc<''(lcntes.  définissaiil  le  sommet  du  cône, 

(^loiNciil  a\  iiir  iiiH-  xtltilioii  :  donc 

a,|{'— ^,(  H  —  pB')-t-c,(BH',  —  B,H\)  =  0, 
a2B'-^j(H  —  pB')-+-eï(BB:—  HjB'»  =  0. 

La  fonction  H  «'lant  (|iick'on(|ue,  r>jais  donnée, 
BB;  —  B,B 


Rî 


=  f(^)- 


Inl 


egrons 


(le  même 


donc 


H,  =:  !•",(  i  )  -T-  B  X  cunsi., 
B,  =  Fi(  ji)  -+-  B  X  const.  ; 


«  =  (  A  -r-  a  X  consl,-4-  consl.^Fi  -^  aFi(  ^  )  -f-  Ft(  3). 
l*o^ous 

Bî=  hip-+-  /j. 
I^es  deux  équations  dilVf'renlielU's  deviennent 
B(/»ic,  —  6,  )  -+-  B'I  ^(i,—  /<,c,)  -f-  a|—  Â|C,  j  =  o, 

Ces     deux     i'(|ualions     sont     SHtisfail<'■^    (jiiellr    (|ue 
soit  H,  si 


/( ,  =  —  ,  /,,  =  -.,  /<  2  =  —  , 

c,  c,  Ci 


A,  = 


(  ^^^^«  ) 

l/( 'quaiioii  (lill'érenlielle  des  lignes  asvinptoliques 
f'sl  (l;uis  ce  cas 

Les  variables  sont  st''|)arées 

En  rappoilanl  ces  sinlaces  à  de  nouvelles  coordon- 
nées aj'anl  pour  axe  des  z  la  droite  D,  le  lieu  des  som- 
mets des  cônes  relatifs  aux  lignes  a  =  const.  sera  le 
nouvel  axe  des  z,  c'est-à-dire  la  droite  D,  et  Tau  ire 
lieu  sera  l'ancien  axe  des  z.  D'après  le  théorème  de 
Konigs,  les  plans  passant  par  la  droite  D  et  les  cùnes 
circonscrits  avant  leurs  sommets  sur  cette  droite  dé- 
terminent également  deux  réseaux  de  lignes  conju- 
guées; donc  les  courbes  a  =  const.  sont  situées  dans 
des  plans  passant  par  la  droite  D  :  il  est  facile  de  le 
vérifier  en  éliminant  B  et  ,3  entre  les  expressions  des 
coordonnées  qui  suivent,  on  a 

Les  équations  de  Taxe  des  :;  primitifs  dans  ce  nou- 
veau système  d'axes  étant 

«3^  —  63  >•  -^  C3Z  =  o, 

«i-r —  6;  )■  —  C'^z  =  o. 

Cette  réciprocité  nous  montre  que,  dans  le  nouveau 
système  d'axes,  les  expressions  des  coordonnées  se- 
raient de  la  même  forme  que  dans  l'ancien  svstème 
après  avoir  permuté  7.  et  p  puis  remplacé  les  coeffi- 
cients «,,  . . .,  Co  par  03,  . . .,  Ci. 

On  obtiendra  les  expressions  des  coordonnées  d'un 


(   ;*)52   ) 
poinl  (I  une  surface  du  (Iciixicmc  groupe  en  rein|)hii;ant 
les  coeflicients  ^/| ,  .  .  . ,  c,  par  «3,  .  .  . ,  c». 

Rendons  honiof^ènes  les  conrdonnt'es,  on  a  pour  les 
deux  groupes  de  surlaces 

p,T  =  — I, 

p^z  =  aA'B  —  AB  -+-  pi(Aj^-f-  ktx), 
pit  =  A'B  —  p, (/*,>' -+-/,r); 

p,a:  =  —  I, 

PjC  =  a  A'H  —  \îi  -h  p2(/iiy  -h  ki,T), 

Pî^    =A'B  —  pi(/jjJ-r-A-3J-). 

L'un  des  groupes  se  déduil  de  l'aulre  |)ar  la   Irans- 
formalion  lioinograpliicjue 

•r=X,        r  =  Y, 

t  -^  /il  Y  -4-  X-,  X  =  T  -)-  Aj  Y  -r-  A-j  \. 

D'ailleurs,  la  Iransfoinialioii  lioinographique 

x  =  -\, 

-  —  i^iy  —  A'iX  —     z, 

ramène  récjualion  d  une  surlace  du  premier  groupe  à 
la  forme  plus  simple 


pj-  =  i, 

ps  =  aA'B  -  AB, 
pZ  =  A'B 


Fb' 


•u         7 


_      ? 


A'  15 


=.«-- 


z  est  une  fonclion  de  a  seule:   donc    létpialion    d  une 


(  5ô:5  ) 

surface  csl  de  la  lorine 


■/<=)K^) 


f  cl  -c  ('laiit  dos  fonctions  rjucicnnfjnps. 


COIlIlESrOMïANCE. 


M.  Hilaire.  —  A  propos  des  deux  articles  de  M.  Bri- 
card  sur  la  Gcométric  de  direction  (avril  et  octobre  lyoG, 
p.  ijg  et  i33). 

Au  début  (Je  son  premier  article,  l'auteur  se  demande  si 
Laguerre  n'a  pas  été  conduit  à  la  Géométrie  de  direction  par 
des  considérations  de  Géométrie  dans  l'espace. 

Le  fait  est  certain;  dans  une  Notice  écrite  pour  le  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique  et  reproduite  par  les  Nouvelles 
Annales  {i8Sy,  p.  io5),  M.  Rouché  explique  d'une  façon  très 
nette  comment  Laguerre  a  puisé  dans  la  Géométrie  de  la 
sphère  l'idée  de  sa  théorie  des  cycles  (§  \'I,  p.  \^b  et  suiv.)- 

La  phrase  qui  termine  le  paragraphe  VI  (p.  i48)  résume  la 
Note  rappelée  par  M.  Bricard  au  début  de  son  second  article. 

Dans  le  premier  article  je  relève  une  faute  d'impression  ('). 


M.  Hilaire.  —  Sur  le  problème  de  Mathématiques  élé- 
mentaires proposé  au  dernier  concours  d'Agrégation  (sep- 
tembre 1906,  solution  de  l^L  Clapier,  p.  4iO- 

Le  lieu  demandé  par  la  première  partie  de  l'énoncé  s'obtient 
de  suite  par  l'application  du  théorème  très  général  que  voici 
(voir,  par  exemple,  un  article  île  M.  de  Saint-Germain,  X.  A., 
i88i,  p.  3;  et  38)  : 

^Soient  n  points,  \.  B,  C,  ....  L  affectés  chacun  d'un 
coefficient  spécial  a,  ^,7,  •  •  -,  ^  ;  si  l'on  désigne  par  -  la 
somme  % -^  'ii  ^-  •(  -\- . .  .-ir\  et  par  T  le  centre  des  distances 

(  '  )    loir  les  KrrHt;i. 
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fiioportionncllrs  relatif  tiu.i    n  />i>i/ilstt  aux  n  rnefjicients 
tlniun'S,  on  a 

(^f  tliéoiènn-  |)>iin;iit  •"•tre  runnii  ilfs  rninlidiils,  <Mr  il  ligure 
iiiijourd'hui,  sous  une  forme  un  peu  dillciente.  il  e>«l  vrai. 
«Ian<*  les  Irailés  de  Géoniélrie  (voir,  par  exemple,  le  Trait»'- 
de  M.  ("iiiicliard,  t.  II.  (Jomplémenis,  p.  171).  "ù  je  iln'ni  rriie 
est  allrihui-  à  Leibniz  1. 

On  a.  en  conserxanl  les  mêmes  notalinns, 

— J       ïaMA*  — lafÂ* 
Ml     = • 


ï 

Sur  cliaLUnc   des   deux    formes   on    voit    que,  laM.V    étant 

iKii-tant,  ÎNIT  l'est  aussi  :  donc  le  lieu  des  points  M,  tels 
«|ur  ail  MA  est  constant  est  un  cercle  {ou  une  sphère,  si  le 
point  M  n'est  pas  assujetti  à  rester  dans  un  m«>me  plan  t,  dont 
le  centre  est  le  point  T  et  dont  le  rayon  est  aussi  en  évidence. 

La  première  forme  convient  mieux  au  problème  d'a}iré{,'a- 
lioii,  parce  qu'elle  donne  immédiatement  le  ra\on  du  cercle 
in  fonction  des  côtés  du  triangle  AFJC.  On  peut  constater  de  la 
sorte  que  le  rayon  est  nul  pour  le  cercle  correspondant  à  la 
combinaison  des  trois  signes  ■+-.  M.  Clapier,  qui  appelle 
ce  cercle  S',  n'a  pas  signalé  celle  particularité. 

Kn  résumé,  sur  les  huit  cercles  formant  le  lieu  complet, 
seuls  les  trois  premiers  Sa,  Sb,  Se  sont  des  cercles  proprement 
i\\\>,  le  (|untrième  S'  se  réduit  à  un  point,  les  quatre  derniers 
sont  imaginaires. 


itiiti.io(iit\niiL 


Mi:i.\\<;ks  dk  Géomiîitrie  a  qlatui;  dimk.xsio.ns  ;  par 
h'.  ./<in//'rt'(.  —  I  vol.  grand  in-S  de  xi-22-  pages, 
av.  .^9  ligures.   I*ri\  :   -''^,:")o.    Paris.    (  laulhicr-V  illars, 

I()0<>. 

Ccl  Uuvrage  po>tliume  du  colonel  K.  Jonliret  fait  suite  au 
'l'raité   rh'nientaire   de    Géométrie   à   f/natre   ilimensions, 
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paru  eu  i<(<>)  ci  dimi  j'ai  ii'nclu  compte  ici  même  (•).  Son  but 
principal  est  do  iiioiiticr,  par  des  applications  diverses,  quel 
secours  la  Gêonn-lric  de  l'espace  et  même  la  Géométrie  plane 
peuvent  tirer  de  la  c<>nsi<lérati<>ii  do  fij^ures  à  quatre  dimen- 
sions. 

Ce  Livre  est  plus  riche  en  résultats  matliématiqucs  que  son 
prédécesseur;  il  est  aussi  plus  rempli  d'idées  personnelles  que 
ne  le  laisserait  croire  un  premier  examen  :  il  semblerait,  à 
\c)ir  le  nombre  des  citations  et  des  références,  que  l'aulour  a 
simplement  dépouillé  beaucoup  tle  Mtimoires  et  s'est  contenté 
d'en  transcrire  les  résultats  principaux.  Mais  le  colonel  Jouf- 
Irel  était  de  ces  savants  modestes  et  peu  communs  qui  s'ef- 
facent par  prédilection  et  qui  rougiraient  presque  qu'on  les 
soupçonnât  d'inventer.  A  regarder  les  choses  de  plus  près,  i»n 
se  rend  compte  de  l'eflort  qu'a  demandé  la  coordination  de 
travaux  souvent  très  ardus,  écrits  à  des  points  de  vue  très 
diUérenls  les  uns  des  autres;  on  est  frappé  de  l'originalité  de 
I  exposition;  on  se  trouve,  en  un  mot,  en  présence  non  d'une 
compilation  mais  d'une  œuvre  personnelle. 

Dans  les  deux  premiers  Chapitres,  l'auteur  revient  sur  les 
principes  de  la  Géométrie  à  quatre  dimensions  et  sur  les  trois 
premiers  polyédroïdes,  qu'il  étudie  plus  à  fond  que  dans  le 
Traité  élémentaire. 

Les  trois  Chapitres  suivants  constituent  la  partie  la  plus  in- 
téressante, à  mon  avis,  de  l'Ouvrage.  Ilssont  consacrés  à  l'hexa- 
gramme  de  Pascal,  considéré  d'abord  en  lui-même,  puis  dans 
SCS  relatifms  avec  la  surface  du  troisième  ordre,  et  enfin  dans 
ses  relations  avec  la  figure  à  quatre  dimensions  que  les  géo- 
mètres anglais  ont  nommée  hexastigine.  On  est  frappé  de 
voir,  à  mesure  que  le  champ  s'élève,  les  nombreuses  pro- 
priétés de  l'hexagramme  se  grouper  peu  à  peu  en  consé- 
quences simples  de  propriétés  presque  intuitives  de  l'hexas- 
tigme  :  l'auteur  ne  pouvait  choisir  de  meilleur  exemple  à 
l'appui  de  sa  thèse.  Notons  en  passant  que  les  trois  Chapitres 
dont  il  s'agit  contiennent  une  foule  de  renseignements  sur  la 
surface  de  troisième  ordre,  sur  ses  27  droites,  sur  d'autres 
surfaces,  etc.. 

Les  doux  Chapitres  suivants  traitent  des  hyperquadriques  et 

(  '  )  1903,  p.  220. 
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«If  leurs  intersections  aNCcdc  iiDUvelIcs  :i|>|ilic:iti()ns  à  lii  Géo- 
iiiclrie  (le  l'espace. 

Le  dernier  Chapitre  rn(iii  contient  des  dé\eloppeMiiiits 
philosophiques  sur  l;i  (juestion  de  l'objcctivilé  de  l'espace  à 
quatre  dimensions,  sur  la  possibilité  de  son  application  à 
l'intellifjence  du  monde  où  nous  >ivons.  De  telles  spéculatir)n^ 
conduisent  nécessairement  à  l'examen  de  certains  phénomènes 
dont  la  réalité  est  aflirmée  par  les  spiritcs.  L'auteur  jirésente 
les  arguments  de  Zdllner  avec  la  même  conscience  et  la  même 
mparlialité  qu'il  a  étudié  l'hexastigme Avec  trop  d'impar- 
tialité, dirai-je  presque,  car  on  aurait  aimé  connaître  ici  la 
pensée  intime  de  l'auteur. 

Les  .J9  figures  de  l'Ouvrage,  d<>nl  quelques-unes  sont  plus 
compliquées  encore  que  celles  du  Traiti'  vlrincnlaire.  ont 
été  evéculées  avec  la  même  perfection.  R.   15. 


i:EliriFI(:\TS  DF  MIIIIKMITIOIES  (iKVÉnALES. 


Caen. 


KpREivi;  KciUTi;. —  I.  Trftjertoires  orthogonales  des  stro- 
ph  oïdes 

t(x-  ->r y^)  —  aix^  —  ^v*)  =  o, 

n    étant    (irhitraire.    Construire    une    de   ces    trajectoires 
[l'équation  d'une  Irnjertoire  est  /•*  =  C^  sinO(l -t- •».  <"os'0  ij. 

II.  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  0\,  'JY,  on 
considère  un  point  A,  de  niasse  i,  assujetti  à  glisser  sur  0\, 
et  un  fioint  H.  île  niasse  8,  libre  de  se  mouvoir  dans  le 
plan  0\Y.  Les  deux  points  s'attirent  avec  une  force  égale 
à  8  AB  :  à  l'instant  initial  ils  sont  au  repos,  A  à  l'origine, 
li  en  un  point  Xc^  =^  y^  z^  \).  Mouvement  du  système  :  con- 
struire la  trajectoire  en  H. 

IÙ'HELVK  pRATioiE.  —  Etant  donnés  trois  axes  rectangu- 
laires OX,  OY,  OZ,  sur  la  parabole 

z  =  o,         x"^  —  ly  —  o. 


(  -^>7  ) 

on  prend  un  point  iiiiclconipa-  .M,  pur  hijtirl  un  niinr  Ml' 
parallèle  à  OZ  e(  èi^ale  au  donhle  de  l'aire  ront prise  entre 
l'arc  OM  et  sa  corde  :  rectijier  la  courbe  lieu  des  points  P. 
Calculer  l'aire  cylindrique  w  engendrée  par  les  droites  iMP 
et  comprise  entre  les  arcs  OM,  Of*  et  la  droite  MP.  En 
prenant  le  mètre  pour  unité  de  longueur  et  supposant 
l'abscisse  des  points  M,  P  égale  à  2,  calculer  tu  à  moins 
de  r"'\ 

ds  ==  (  I  H —  T-)  dx, 


I  3.r»  — 9.  î. 

4>  '.»'» 


"',  26 


4J. 


Grenoble. 


(Novembre  1906.) 


Composition.  —  i"  Intégrer  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles 

dx 

-7-  =  X  —  y  —  t  —  1, 

dt  -^ 

dy 

clt 

0°  Déterminer  une  solution  particulière  telle  que,  pour 
/  =  o,  on  ait  j-  =  o,  j'  =  o.  Construire  pour  cette  solution 
particulière  la  courbe  que  décrit  le  point  de  coordonnées 
X,  y  quand  t  varie. 

3°  Déterminer  :  |i"  l'aire  comprise  entre  cette  courbe, 
l'axe  des  x  et  la  droite  ar  =  i  ;  1°  l'aire  comprise  entre  la 
courbe  et  la  droite  x  =^  i. 

4"  Montrer  que,  par  le  point  x  =  i,  y  z=  —  i,  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 

Epreuve  pratique. —  I.  Calculer  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  l'aire  limitée  par  la  courbe 


y 


v/^ 


l'axe  des  x  et  la  droite  x  =  t,  lorsque  t  est  compris  entre  o 
et  I, 
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Cas  hiirltciilicrs  où  /  =  -,  ^  =  — 3.   fjuc  devieniutit   les 

^'1 


fiirinnlis  l</rs(/iic  t  frml  vers  1? 
II.    Mniitrtr  (jue  /  '('(/iKid'on 


f 


•"-  (h 


1  -i-  X*        2 


n'a  qu'une  racine.  La  calculer  par  npprnxiinations. 

(  Novcmine  lyoO.  ) 

Lille. 
ALGÈBRE  I:T  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

Kpni;i  VE  ÉcniTi:.  —  \.  a  et  b  désignant  deux  lonf^ueurs 
données  {a  >•  b),  et  Ox,  Oy,  Oz  étant  trois  axes  rectan^'n- 
laires,  les  équations 

X*         y* 
z  =  o,         —  -h  ~  —  ï  =^0 
a*         b^ 

représentent  une  ellipse  située  dans  le  plan  xOy  :  trou- 
ver et  construire  la  courbe  (V)  lieu  des  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  de  l'origine  sur  les  tangentes  à  l'el- 
lipse, former  l'équation  de  (V)  en  coordonnées  polaires. 

!2.  Calculer  l'aire  de  la  portion  de  plan  située  à  l'inté- 
rieur de  (Y  ). 

',i.  La  cniiibe  (  V  )  est  la  directrice  <!'  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  O-,  construire  la  projection 
sur  le  plan  xOz  de  l'intersection  de  ce  cylindre  ai-er  une 
s/i/ière  de  centre  O  et  de  rayon  a. 

l.  ('ail  nier  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  lintitée 
par  ce  cylindre  et  la  sphère  qui  viennent  d'être  dé  finis. 

o.  a  et  b  variant  de  telle  sorte  que  la  différence  a^  —  b' 
conserve  une  valeur  constante  donnée,  {V )  engendre  une 
famille  de  courbes;  former  et  intégrer  l'équation  diffé- 
rentielle des  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes. 


(  •'>->y  ) 

MKC.VMOUK. 

I.  Pendule  simple  dans  le  vide. 

II.  Un  voyageur,  qui  se  trouve  dans  un  wagon  en  marche, 
abandonne  librement  à  lui-même,  sans  vitesse  relative,  un 
point  matériel  pesant  en  lui  point  situé  sur  la  verticale 
médiane  du  ivagon,  à  ■>.'"  au-dessus  du  plancher.  On  de- 
mande d'étudier  le  mouvement  relatif  de  ce  point  pesant, 
par  rapport  au  wagon,  dans  les  deux  cas  suivants  : 

i"  Le  wagon  a  un  mouvement  uniformément  accéléré; 
son  accélération  est  de  o™,  5o  par  seconde,  et  sa  vitesse  est 
de  40'"°  à  l'heure,  à  l'instant  même  où  on  lâche  le  point 
pesant. 

•>°  Le  wagon  se  meut  avec  une  vitesse  constante  de  So*""  à 
l'heure  sur  un  cercle  de  80'"  de  rayon. 

(Novembre  1906.  ) 

Montpellier. 

lipREUVE   KCRiTK.   —    Quantités    imaginaires.    Représen 
tation    trigonométrique    et    exponentielle.     Formule     de 
Mo  ivre. 

Mettre  \og  nép  (x  -i-yi)  sous  la  forme  X-f-tY,  et  véi-i- 
fier  que  X  et  Y  sont  des  fonctions  de  x  et  y  vérifiant  l'équa- 
tion de  Laplace 

ùx^         oy- 

Partant  ensuite  du  développement  de  log(i  -><-  z)  en  série 
de  Taylor,  on  y  remplacera  z  par  /-(cosO  -i-  jsin6),  et  l'on 
séparera  dans  les  deux  membres  la  partie  réelle  de  la 
partie  purement  imaginaire,  ce  qui  donnera  deux  déve- 
loppements remarquables.  Ces  développements  sont-ils  va- 
lables pour  toutes  les  valeurs  de  r  et  de  0. 

On  fixera  ensuite  son  attention  sur  celui  de  ces  dévelop- 
pements qui  ne  contient  que  des  sinus,  et  l'on    montrera 

(I 
que  pour  r  =  i  il  représente  ->  et  l'on  se  proposera  de  re- 
trouver directement  ce  développement  en  développant  -  en 
série  trigonométrique. 


(  5Go  ) 

Éi'unvi:;  l'RATioiE.  —  On  considère  un  cercle  C  et  une 
t(in::en(e  ON  Jixes.  Par  O  on  mène  un  rayon  vecteur  OM 
et  l'on  projette  .M  en  N  sur  la  tangente  Jîxe.  On  prolonge 


OM  Je  iMP  =  MN.  Lieu  de  P. 

Lorsque  0  varie  de  o"  à  90",  /a  courbe  (  Pj  enferme  au- 
dessus  de  l'axe  OC  ««e  aire  que  l'on  demande  d'évaluer. 

(Novembre  1906.) 


Toulouse. 

ICpREivic  KcniTK.  —  I.  L'équation  d'une  droite,  rapportée 
à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  O^',  est 

y  =  tx  -f-  f^. 

OÙ  t  désigne  un  paramètre  variable. 

Construire  l'enveloppe  K  de  cette  droite. 

Calculer  la  longueur  d'un  arc  O.M  de  la  courbe  A,  le 
rayon  de  courbure  au  point  M. 

A  désignant  le  point  de  la  courbe  oii  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  est  égal  à  un,  calculer  l'aire  limitée 
par  l'arc  OA  et  par  les  tangentes  aux  extrémités  de  cet 
arc. 

Supposant  ensuite  que  t  désigne  le  temps,  le  point  de 
contact  de  la  droite  mobile  a  un  certain  mouvement  sur 
sa  trajectoire  K. 

Trouver,  à  un  instant  quelconque ,  la  vitesse,  l 'accéléra- 
tion normale  de  ce  mouvement,  et  calculer  l'énergie  ciné- 
tique du  point  à  l'instant  où  il  passe  en  A.  en  supposant 
la  niasse  du  point  égale  à  \. 


(  ^><>'  ) 

IF.    Trouver  l'intégrale  générale  de  l'ér/natlon 

d-.r  (t.r  ,    ■    .        ,    1 

—, -2  -, — h  3"  =  e~'  sin  ^  -t-  4  e'. 

lit'  lit 

lipRElVE    PRATIQUE.   —   1°  Calculer  la  quantité   o   tléter 
minée  par  la  formule 


0902 


ç  =  I  ,o56')  K  -—    --  (j  X  i<>-"  ( Jo3/  )  -I-  o, 

pour  t  =  32G. 

2"  Calculer  tp  par  la  formule  approchée 
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pour  la  même  valeur  de  la  variable  t. 

3"  Trouver  l'erreur  relative  commise  en  substituant  la 
formule  approchée  à  la  formule  exacte. 

Note.  —  Dans  les  formules  ci-dessus,  la  notation  \.a  in- 
dique le  logarithme  népérien  de  a. 

(Novembre  190C.) 


CERTIFICATS  DE  MÉCAMOIE  RATIOWELLE. 


Caen. 


Épreuve  écrite.  —  I.   Un  point  M,  de  masse  i,  est  assu- 
jetti à  rester  sur  la  surface  S  définie  par  les  équations 

x=:ucos'h,         y  =  us[n<li,         z  =  m'li; 

,               ■    ■            ,,           ,                            X-          mWo*      ,    ... 
il  est  attire  vers  l  axe  des  z  par  une   force :  a  l  in- 

stant  initial,  on  a 

,  du        m  co  d<l        10 

u  =  m,         ^  =  0,         ^  =  -^'         ^  =  -- 

Déterminer  le  mouvement  de  M  et  sa  pression  sur  S. 
A::i.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  VI.  (Décembre  i(io6.  )        36 


(  :^^>-^-  ) 


f/v  (lu  ni^M 

(  m'-+-  m-  )   -  ■    =  m- M, 


lll  '  dt  n   J 


H   \'  U-  -t-  //«- 


ll{  //*  -4-   //l*  (* 


II.  Une  plaque  très  ntiiice,  honini^'èiie,  snustrni/c  à  l'ar- 
tiiiti  tle  toute  force  crtérieurf .  a  hi  forme  d'un  triangle 
isoscèle  OAH  dont  la  hauteur  'Ml,  //isser  triée  de  l'angle  <>. 
est  égale  à  h  et  la  hase  AB  à  h  y/G.  La  [>liii]ur  peut  tnurmr 
autour  du  sommet  O  qui  est  fixe. 

Déterminer  son  mouvement  en  supjnisn ni  <juà  l'instant 
initial  elle  est  animée  d'une  rotation  m»  autour  d'un 
axe  qui  se  projette  sur  OAB  suivant  OH  et  fait  avec  cette 
droite  un  an^'le  de  jO". 

SOLUTION. 

Les  moments  iniiiripaiix  relatifs  an  puiiit  (J  s<>nt  pinpoi- 
tiotinels  a  i,  a,  J  el  l'on  esl  dans  le  cas  simple  du  mkhim- 
menl  de  Foinsot  (B  =  D  ). 

lù'HKUVi:  l'RATlol  i:.  —  Calculer,  à  o'.ooi  pris,  le  temps 
que  met  un  point  pesant  pour  parcourir  une  circonfé- 
rence de  i'"  de  rayon  située  dans  un  plan  vertical.  La 
vitesse  au  point  le  plus  haut  est  '>.  \fg  (>!,'  =  9",  809).  On 
demande  la  vitesse  au  jioint  le  /dus  Ixts  du  cercle. 

(  Juillet  igof).) 

Grenoble. 

Ki'UKcvK  KcRiTi;.  Un  losange  articulé,  pesant,  OABA', 
est  constitué  par  quatre  tiges  de  même  masse  iM,  de  même 
longueur  l.  L'un  des  sommets  O  du  losange  est  fixe;  le 
sommet  opposé  B  décrit  la  verticale  descendante  Oj,  du 
point  O.  Les  liaisons  sont  sans  frottement . 

(tn  désigne  par  aO  l'angle  AOA'  du  losange,  par  <l 
l'angle  que  fait  le  plan  du  losange  avec  un  plan  vertical 
fixe  ar,  (  )  ;|. 


(  5(;:^  ) 

i"  Déterniiiitr  le  moincnicnl  du  systîinc  et  discuter, 
dans  le  cas  particulier  où  la  dérivée  de  f)  par  rapport  au 
temps  est  nulle  à  l'instant  initial. 

•j"  On  considère  un  second  système  identi<iuc  au  précé- 
dent, assujetti  aux  mêmes  liaisons  et,  en  plus,  et  une 
liaison  nouvelle  obligeant  le  plan  du  losange  à  tourner 
uniformément  autour  de  O^j.  Déterminer  le  mouvement 
du  système. 

(  I,a  discussion  n'est  \)as  deniandcc  pour  celle  dernière 
qiio<tii>n.) 

lÙMuavic  l'iiATiQi  i:.  —  Une  plaque  homogène  d'épaisseur 
négligeable  a  la  forme  d'un  triangle  équilatéral  AB(j 
de  côté  a.  Ce  triangle  est  pesant  et  se  trouve  assujetti  à 


se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  /i.re.  En  H  et  G  sont 
implantés,  normalement  au  plan  du  triangle,  deu.r  clous 
de  masses  et  de  dimensions  négligeables.  Chacun  de  ces 
clous  est  l'axe  de  deux  roues  planes  infiniment  minces, 
circulaires,  pesantes,  qui  lui  sont  normales  et  qui  sont 
équidistantes  du  plan  du  triangle. 

Les  quatre  roues  ont  même  masse  m  et  même  rayon  r. 
Elles  s'appuient  sur  la  surface  intérieure  d'un  cylindre 
circulaire  droit  de  rayon  a  -+■  r  dont  les  génératrices  sont 
normales  au  plan  de  la  plaque;  elles  ne  peuvent  que 
nniler  sans  glisser  sur  les  cylindres.  Les  liaisons  sont 
sans  frottement . 

Soient   AU    la    hauteur   de   ABC  issue   de   A,    0  l'angle 


(  •'«>{  ) 

de  Ail  avec  la  verticate  (lesccmluntc  A;,  0'  la  dcrivcc  de  0 
par  rapport  au  temps  t. 

Dit  demande  :  i"  De  trotn'er  le  moment  d'inertie  Ix  du 
tria  ni:  le  AlUi  relativement  à  son  sommet  A; 

•/"  De  calculer  (pour  des  valeurs  de  0  et  0'  supposées 
connues)  les  vitesses  anf^ulaires  des  roues  par  rap/iort  à 
des  axes  de  directions  Jtres  ; 

3'  D'écrire  l'éf/uation  du  mouvement  du  système,  de 
déterminer  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites 
autour  de  la  position  d'écjuilibrc  stable  ; 

4"  />e  calculer  les  réactions  exercées  par  les  clous  sur 
la  plaque  AH("-.  ()n  admet  que  ces  réactions  sont  dans  le 
plan  de  lu  plaque,  normales  au  cercle  décrit  par  les 
points  B  et  (i.  (Juillet  igod.) 

Montpellier. 

l'2iM»i;rvK  KCHITK.  —  i"  Mouvement  d'un  cône  solide,  homo- 
^'ène  et  pesant,  dont  le  sommet  est  assujetti  à  se  déplacer 
sans  frottement  sur  un  j>lan  fixe  incliné  sur  t  horizon. 

•}."  Etudier  en  détail  le  mouvement  et,   en  particulier, 

reconnaître  si  le  cône  vient  toucher  le  plan  fixe,  dans  les 

hypothèses  suivantes  :  le  rayon  de  base  du  cône  est  éf,'al 

à  I,  la  hauteur  est  égale  à  2,  le  cosinus  de  l 'angle  du  plan 

3 
fixe  avec  l'horizon  est  égal  à  ——•  A  l'origine  du  mouve- 

•'  i55 

ment,  l'axe  du  cône  est  immobile  et  perpendirnlairr  nu 
plan  fixe  ;  le  cône  est  animé  d'une  rotation  donnée  autour 
de  son  axe. 

KpRKlVE  pRATiQl'i:.  —  Distribution  des  vitesses  dans  un 
solide  en  mouvement . 

Ouel  est,  (i  un  instant  donné,  le  lieu  des  points  <lu  solide 
dont  les  vitesses  concourent  en  un  point  donné.-* 

(  Juillet   lyof».) 

Rennes. 

Ki'HKi  vi;  TiiKouiQLK.  —  Une  barre  rigide  AH,  homogène  et 
pesante,  peut  tourner  librement  autour  de  son  extrémité  A. 
A  l'an  Ire  extrémité  B  s'attache  un  fil  flexible  incrtcnsible 


(    ;Vi:,   ) 

et  (II'  masse  négligeahlc  H')|'.  (jui  vient  passer  en  '»  dans 
an  anneau  très  petit,  et  retonifw  ensuite  verticalement, 
supportant  un  poids  V .  Tous  les  éléments  restent  dans  un 


même  plan  vertical;  les  points  Ji.res  \  et  O  snnt  sur  une 
même  horizontale,  la  distance  AO  est  égale  à  la  longueur 
de  la  barre;  il  n'y  a  pas  de  frottement. 

Déterminer  les  positions  d'équilibre  et  étudier  les  mou- 
vements possibles  du  système,  en  particulier  les  petits  mou~ 
vements.  Calculer  les  réactions. 

KpRKivE  PRATIQIK.  —  Centre  de  percussion  d'un"]  rec- 
tangle mobile  autour  d'un  de  ses  côtés  AB. 


Le  rectangle  considéré  comprend  un  c/iàssis  formé  d'un 
cadre  et  d'une  trai-erse,  qui  limitent  deux  panneaux 
A'B'G'D',  A'B'C'D'. 

Le  cadre  et  la  traverse  ont  la  même  densité  z;  les  pan- 
neaux ont  la  densité  p'=  ^  p. 


lUineiisiiins  : 


(  566  ) 

AB  =  -2'",  lo.  lîC,  -  (.'".Mo, 

A'Mrrri'".  |{  t;'=  (."".Go, 

H  A'  =  o'",  lo  \'\\'  -  .>"'.8i». 


Lari^t'ur  du  radir  :  o'",  lo 


Juillet   ir)ofi.) 


Toulouse. 

EpREl  vi;  Kciuric.  -  On  dunnc  un  cn/w  rirt  ulttirc  droit 
dont  In  hfisc  repose  sur  un  plan  horizontal .  dont  l'axe  S<  ) 
est  vertical  et  i/ui  est  ahsolunien!  Ji.re. 


Une  roue  circulaire  dunl  le  rayon  est  èf^'al  à  la  i^énira- 
trice  SB  du  cône  porte  à  sa  circonférence  un  canal  annu- 
laire de  très  petite  section,  dans  l'intérieur  duquel  un  a 
introduit  une  sphère  homoîrène  pesante  de  masse  ni,  d'un 
très  petit  diamètre  én^al  à  celui  du  canal  et  qui  peut 
frlisser  sans  frottement  dans  ce  canal. 

Le  centre  de  la  roue  s'appuie  sur  le  sommet  S  du  cône 
fixe;  elle  est  assujettie  à  rouler  d'un  /noui'ement  uni/orme 
sur  le  cône,  son  plan  restant  constamment  tancent  au 
cône,  de  sorte  que  les  rayons  de  la  roue  viennent  s'appli- 
quer sur  les  firénératrices  du  cône  et  les  points  de  la  cir- 
conférence de  la  roue  su/-  les  points  de  la  circonférence 
de  la  hase  du  cône. 

On  demande  d'étudier  te  ntoin, nient  relatif  di  la 
sphère  dans  le  canal. 

/données  :  %  l'an^^le  au  sommet  du  cône  ;  'u  la  vitesse  an- 


(  ^^<'7  ) 

i,'ui(tir('  de  m/a/io/i  consldiitr  du  /ihiii  ilr  la  rour  (tiilniir 
lie  chaque  i^'t'nrrntrirr  du  cà/ir;  K  /<■  rayon  de  ht  rom- ; 
m  la  masse  de  la  petite  s/Jière  nudnle  ;  Oq  l'an  file  forme 
par  le  rayon  SMo  '/''  la  rime  asec  l' horizontale  Sa:  à 
l'instant  initial. 

(ht  supposera  itttlle  la  vitesse  initiitle  lehttiKe. 

KpnKivr:   i'i«\rigLi:.   —   La  de/tsité  o  e/i   tout  i)oint  d'une 
sphère  de  rayon  éi^al  à  l 'unité  suit  la  loi 

0  =  -  e-'",         e  =  2, 71 8. '.S, 

r  tlésiq^nant  la  distance  dit  point  au  centre. 

(hi  demande  : 

i"  La  masse  totale  de  la  sphère: 

•1"  I^e  moment  d'inertie  de  la  sphère  autour  d'un  de  ses 
diamètres  ; 

3"  En  supposant  cette  sphère  animée  d'un  mouvement 

de  translation  uniforme  de d'unité  de  lonsrueur  par 
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seconde  et  d'un  mouiement  de  rotation  autour  d'un  de 
ses  diamètres  de  un  tour  en  >.'\  heitres,  de  calculer  la  dis- 
tance au  centre  de  la  percussion  capable  de  lui  commu- 
niquer ce  double  mouvement.  (Juillet  1906.) 


SOLITIOXS  DE  QIESTIOXS  PROPOSÉES. 


1967. 

(  1903,  p.  m.) 


Soient  AIB  une  corde  d'un  cercle,  AJB  un  des  arcs  sous- 
tendus,  l  et  J  étant  les  points  milieux:  M  étant  un  point 
quelconque  de  la  corde  AB,  élevons  par  ce  point  une  per- 
pendiculaire sur  cette  corde;  elle  va  rencontrer  une   des 

cordes  AJ  ou  JB  en    un  point   M|.    AJ   5/  ^--^  <  -,    et   JB 
si  ^T-j|T-  >  -•   Procédant    sur   la    corde    qui  comprend    M, 


(  568  ) 

cuniine  tan/ôt  su/-  AB  el  M,  on  obtient  un  point  Mj.  On 
obtient  ainsi  une  suite  de  points  Mj,  M,,  ...,  M,,  qui  ont 
pour  limite  un  point  île  l'arc  AJB,  le  partageant  dans  le 

rapport  -r-rr-    On   de/nande  les  coordonnées  du  point  M„. 

A.    l'i.l.I.KT. 

SOI.I  TION 

r.ir  M.   Lktikhck. 

AM         •      r^   .  1  .  I 

bupposons  -r-rr  <C.  - ',   O  elanl  le  centre  «lu  cercle,  prenons 
AB         2 

pour  axe  des  x  le  diamètre  OA,  pour  axe  des  y  le  diamètre 

perpendiculaire,    et   soit   a  =  arc   AJB.    Nous    définirons    un 

point   quelconque  G   de  la   circonférence   par  l'angle  de  OG 

avec  Ox. 

^'^'  .     r 

Le  rapport  •;  —  — — -  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A  = •  -4-.  .  .-+-(—  I)*-' h 

OÙ  /i],  /ij,  ...,  rt;,  ...  sont  des  entiers  égaux  ou  supérieurs 
à  i,et,  pour  la  commodité  de  l'écriture,  posons 

Xa-  = î-  ^ . . .  -h  (-  I  )^-  >  — 

avec   J 

Sk=  «i-H  «î-^--  .--H  ni,. 

Les  «1  premiers  poinl^^  .M],  Mj,  .  .  .,  M,,  i^ont  sur  les  droites 

AJ,     AJ],     ...,     AJ.v,— 1> 

issues  de  A;  les  rapports 

AM,        AM,  A  M,. 


AJ    '      'VJ,  '      AJ,,_, 

sont  égaux  respoctivcnnnt  à 

I     il,     >.'X,      ...,     7.'.X, 

tous   inférieurs  à  ->   sauf  le  dernier,  et   les  points  J,  Jj,   ..    , 


(  -^«9 

J-^.-. 

1  sont  (If 

tiriis  p 

;ii'  les  angles 

a         a 

-,      -  - ,      • • •  , 

■i.           2^ 

2*^ 

Les   n,    points    suivant-    M,,.i-     ^Iv,  +  >.    •••)    M^,    sont    sur 
les  droites  J.v,-iJ.ï,,  J.,,--i J.v,+i,    ...,  J.,,_iJ.v,_i  issues  de  J.»,-i  ; 

I  ^^' 

les  rapports  analogues  a  -r-j-  sont 

cl  les  points  J.,-, ,  J,,  .i,    ...,  Ji,-i  sont  définis  par  les  angles 
^^^^  ('—;')'     ^^- 1  (  '  — -i  )  '     •  •  ■  '     '^'-î- 


D'une  façon  générale,  si  n^=si^-{-m^  avec  o  < /w  S  n/,.^!, 
un  voit  aisément  que  le  point  iM„  est  sur  la  corde  (Ssi—\^si,-^m-\  ) 
dont   les    extrémités    sont    définies    par    les    angles    aX/^    et 

«(  Xa  -i ; —  1  >   et  que  I  on  a 


J.«l— 1  J.VL+m  — 1 


Gela   étant,  en  prenant  pour  unité  le  rayon  du  clm-oIc,  les 
coordonnées  du  point  .M«  sont  : 

X  =  cosaXyl.-^  ( — i)^2"(X  —  \k)  j  cosa    X^-t-  - — ■—-    —  cosaX^-  >, 

y  =  sinaXyi  -+-  ( —  i)*'2"(X  —  À/.)  )  sin  a     X/i  -+-  ^ — ■ —     —  sin  aX^.  |  , 
qui  peuvent  s'écrire 
x  =  cosaXAH-^— i)A+i2"+'(>^— ^xOs'ina  \lk^  t- ^1  sin^~'^^' 

J' =  sinaX/, -i-(— i)*"     2"-^'(,X  —  X/,  (cosa    X^-i- -^^^:î-|-     sin  '~,'^,  ^ 

.    Lorsque  n  croît  indéfiniment,  le  produit  2"  +  '(X  —  Xx)  reste 
toujours    en    valeur   absolue    inférieur   à    2,    sin tend 


\ti>  11.  ti  1,1  liiiiiif  ilo  M,,  est  le  |)i)iiil  tic  rniiiiiomicf*; 
cosaÀ,     siiia"/., 

.|ui  ^.lli^fail  liicn  aux  condilions  de  I  iiiuiné. 

..   A.M        1  ...  ,  B.M         1 

>i  — —  >  -,   on    ronsulerera    le    ra|t|»<)i(        --  <r        .t    Ion 

|ireiulra  <»|{  |M»ur  axe  îles  x. 


2006. 

I  tJ«.,.  |>.  4r 

Soit  m   lin  nombre  impair  positif  (juclaniquc.  Formons 
lu  suite 

\  V  /"  I'  [  \^'^  '"  I [  v^<  '"    -  '  )  '"  ]  1 

en  désignant.  sin\-ti/if  l'iis<ii,'c,  pur  \i'\  /'"  nombre  entirr 
défini  par 

X  —  I  <  \x\  %x. 

\°  Ihms  la  suite  ainsi  obtenue  il  ne  peut  y  avoir  plus  de 
deux  termes  èf^uiiix; 

1°  La  même  suite,  au  contraire,  contient  des  couples  de 


tir  mes  é^caux,  et  le  nombre  de  ces  couples  est 


1.4 


IAkmim.k.  —  l'iiiir  m  —  (j,  lu  suite  est  la  suivante 
3.    \,   -3,  C,  G,   7.   :,   S, 


?/  elle  contient  •/  =      -     couples  (b 
l  ^  J 


e  termes  éi,'aux. 

(  H.  MricaiiI).  I 


SOLITION 
Par  M.    Pahrod. 

i°Sil  V  avait  trois  ternies  ê;,'aux,  ils  seraient  cunséculifs  ;  on 
aurait 

a*l  hni  <(a  -i-  I  ;', 

a*l(A-T-2)m<(a-)-i;*, 
donc 

am  <  a^J'-H  I, 


(  -^T'   ) 


a  <'  /n  —  I  ; 
r'ost  duiu'  iiii|)os!-iljlL'. 

2"  Celle  suile   nMif«Tiiic  ili-   ii'imo  r^^'anx,   car  It-   iiomhic 
lies  termes  esl  sii|>t';rieiir  à  \.t  ilillÏMeiice  des  e\trèiiit-s  plii^  r 

m  —  [  \i' m  \. 

Il  y  a  donc  au  moins  [//«  J  —  i  couples  de  lermes  égaux.  A 
»leu\  termes  égaux  correspondent  les  inégalilés 


donc 


Or 


a^-l  hin  <(  a  -h  1  )*, 
a*^(A-i-  I  )m  <(  rt  -f- 1)2, 

/«  -- 
//t  <  2  rt  -4-  I ,         rt  >  


par  suite  pour  ces  termes 


La   diflcrencc   de  deux   termes  consécutifs  peut  élre   supé- 
rieure à  I  ;  on  aurait  alors,  par  exemple, 


a2l(  hm  <,{a-r- 1  )-, 
( a  -4-  2 )*!( /<  -I-  I  )  m  <  ( a  -I-  3 )=, 


donc 


el 


ni  lia  -\-  "i,         a  - 
r  "f  I 


,  ni  —  3 


Un    a    ainsi    |)artagé    la    suite    en    deux;    la    dinVience   tle-» 
extrêmes  de  la   première  esl  —  [v'^J^i,   le   nombre 

des  termes  est      —,  la  dillérence  esl  le  nombre  ilunt  il  faut 
augnienler  |  v '"  J  —  1   |iour  avoir  le  nombre  exact  des  couples 


(  ^>:^-  ) 


r"aii\  :  i>n  a  ainsi 


m-[Ti=m 


licmnrquc.  —  I.t;  llit'oirine  csl  onrorc  exact  <|iiaiiil  /»  c» 
pair.  <^>uaiul  m  e»l  un  inulli|ilc  «li*   j,  [lour  /j  =  —  on  a 


,/^ 


X  m  =  — 


et 


W'^-'"]-"^ 


ces  deux  icriiic!»  sonl  c^mun,  mais  aucun  de  ceux  (|ui  les  |»ié- 
rédent  ne  sonl  égaux. 

2035. 

i9a«.  p.  9';.) 

Soient  ABC,  A'H'C  deux  trian^'les.  Si  lesdroites  \\\  J5H', 
ce  lenconlrent  respectivement  les  côtés  a,  b,  c  du  premier 
triangle  en  trois  points  situés  sur  une  même  droite,  les    ' 
points  (a,  a'  »,  (b^  b'  ),  (c,  c' )  se  Joignent  aux  sommets  A'. 
R',  <-'  du  second  friani,'/e  par  trois  droites  concourantes. 

t  II.  15.) 


SOLUTION 
Par     M.    (J.    l'ilNTENK. 

Le  triangle  Ali<  i    l'-tanl    pris   comme   triangle  de   référence, 
soient 


ax  -h  a  j^  -^-  a  z  =  o, 

ex  -^  c'y  -+-  c"5  =  o 


bx  ->r  b'y  -H  6'z  =  o, 


les  équations  des  rùtés    du    triangle    .\'H'<y.    Si    l'on   désigne 
par  A,  .\',  A",  \>.  B',  ...,  les  mineurs  du  déterminant 


a  (i  a 
b  //  // 
c     c      c" 


(  :>73  ) 

aflcctés  dos  sij^iio'^  qui  roiuiriH'iil  le  doveloppcment  de  ce 
di'-loriiiiriiint,  i>ii  a  poiii  les  «  (loiclomices  du  |)oini  A',  par 
exeiiiplo, 

^  —  Z  —  ± 
A  ~  A'  ~"  A"' 

de  soile  qui;  la  didilo  A\'  roncoiitrc  le  cipIc  |}(J  ou  a  eu  un 
point  dont  les  cnordonMécs  sonl  O,  A',  A";  l'Iiypollièse  de 
renoncé  se  tiadiiil  donc  par  la  condition 


(0 


o     A'     A 

B     O    ir 

G      C     o 


Une  droite  pa^'Sanl  on  A'  a  une  équation  de  la  forme 

P(6r-t-  b'y  -\-  b" z)  -r-  -;{  ex  -f-  c'y  -i-  c'z)  =  o; 

elle  passe  au  point  (a,  a'),  si  l'équation 

a{ax  -+-  a  y  -H  a" z) 

-\-^{bx  -^  b' y  -4-  b" z)  -^  -({ex  -4-  c'y  -4-  c" z)  =  o 

peut  se  réduire  à  >r  =  o,  c'est-à-dire  si  Ion  peut  avoir 


a  a 
a"  X 


il  faut  donc  prendre 


6'  ^  -T-  c'y  =  o, 
b"'^  -h  c"-;  =  o; 


l  -1 
B        C 


et  l'équation  do  la  droite  considérée  est 

li(bx  ^  b'y  -+-  b" z)  -4-  C{cx  -+-  c'y  h-  c"-)  =  o 

en  écrivant  que  cotte  droite  et  lo^  deux  droites  analogues  sont 
concourantes,  on  lotonibo,  couinio  l'on  \oit,  sur  la  condi- 
tion (i). 

On  démontrerait  d'une  manière  toute  semblable  le  théo- 
rème suivant  :  Soient  ABCD,  A'BC'D'  deux  tétraèdres.  Si 
les  droites  AA',  BB',  CC,  DD'  rencontrent  respectivement 
/es  plans  a,  b,  c,  d  des /aces  du  premier  tétraèdre  en  quatre 


(  >i  ) 

/ini/its  situés  (/(tus  un  nir/iir  plan,  /rs  </ri>itfs  (  «,  a). 
{h,  h'),  ...  ciétcrntinent  <t\'ec  /rs  sommets  A',  H',  i'.'.  I)'  (/it 
second  tètritîilrc  fjualrr  plans  t/ui  ont  un  point  commun. 

Aulrcs    soliiliiins    de    M.M.   I'ainvin.    I'ariichp.    Mi  tali,  Sicaiid    cl 
Sondât. 


NOTE. 

\  oiri  une  (létnonsirntinn  pni  la  inôliiode  de  Grassmann  de 
l'extiMision  à  l'fspact'  iii(lii|ii(-c  |»ar  M.  Font<?né.  Un»'  (l<iii<>ri- 
stration  loute  semhlahic  s'appliqui-rail  à  la  question  SOii.i. 

Le  point  de  rencontre  de  la  droite  A  A' et  du  |)lan  a  ou  BCD 
est  donné  par  le  produit  réf^rcssif 

AA'.BGD  =  AA'GD.B  ^  AA'DIi.C  -4-  AAliCD. 

En  écrivant  (\\\f  co  point  et  les  trois  points  analogues  sont 
dans  un  inènn-  plan,  on  obtient  la  condition 

(.  A  A' CD  AVIU!  A  \  BC 

Bli'CI)  o  BH'DA  BB'AG 

CC'BD  C<:'DA           o  GC'AB 

niJ'B(^,  DD'GA  DD'AB  o 

l>  autre  part  la  droite  (  «,  a)  est  donnée  par  le  jiroduil  ré- 
^rc«sif 

B'G'D'.BGD  =  B'BCD.G'D'-4-  G'BCD.D'B'h-  D'BGD.B'C', 

«■I    il-    |)lan    passant   par  cetli-   ilroile  et  par  Ii'  point  A'  a  poiii 
expression 

B'BGD.G'r)'A'-+-G'BGl).irB'A'-^  D'BCIJ.B'G'A' 
=  B'BGD.ÔH-G'BGD.c'^D'BGD.rf'. 

l'in  écrivant  que  ce  plan  et  les  trois  plans  ?.naloj.'ue<  passent 
par  un  uiéine  point,  on  a 


(1) 


o  B  l'.CD  G' BCD  D'BCD 

A'CI)\  o  GGin  D'GDA 

A'DAB  B'DAB  o  DDAB 

A' A  ne  BABC  G'ABG  o 


(  5:5  ) 

Si  l'un  tTiit  II  relation  (  i  ) 

o       [î       Y  0 

%         O         "'  o' 


la  rclalioti  (  ■).)  s'i-ciil 


...     p,„     .^,„ 


=  o, 


o       -P"  ^f 


ce  qui  rmieiit  iiinriifeslomenl  au  même. 


H.    B. 


QUESTIONS. 


'  20o'j.  La  parabole  inscrite  ilans  le  quadrilatère  formé  par 
les  deux  axes  d'une  conique,  la  tangente  et  la  normale  en  un 
point  M  de  cette  conique  touche,  comme  l'on  sait,  la  nor- 
male au  centre  de  courbure  en  M.  Trouver  le  lieu  du  foyer  de 
cette  parabole  lorsque  le  point   M  se  di'place  sur  la  conique. 

(A.  Pellet.) 


2050.  Trouver  le  minimum  de  la  plus  courte  distance  des 
cercles  osculateurs  aux  sommets  situés  sur  le  grand  axe  et 
le  petit  axe  d'une  elli|)se.  pour  les  ellipses  ayant  même  cercle 
de  Monge  ou  même  axe.  (A.  Pellet.) 

2057.  Si,  dans  le  triangle  arithmétique,  on  multiplie  les 
nombres  figurés  successifs  (l'ordre  p  à  |)artir  du  premier,  par 
les  coefiicients  successifs  du  développement  tie  (.r-hrt)"à 
partir  de  C^,  et  si  l'on  ajoute  les  «  —  7  -+-  •  produits  alTcctés 


(  ''>:«  ) 

alternativement  du  signe  -+-  et  du  signe  — ,  la  somme  obtenue 
l'sl  nulle  pour  q''-.p\  et  |>oiir  q  :=  p  -\-  \^  />  -+-  i,  .  . . ,  n,  ce  qui 
suppose  /i>/>,  on  obtient  les  coefficients  du  développement 
de  (  .r -1- rt )"-/'-'.  G.   I'ontknk. 


•  SOriS.  lUius  le  triangle  AliC,  on  mène  le*  |)arallèles  /V  r, 
Bj^,  <],z  à  une  direction  donnée.  Démontrer  que  l'axe  d'iiomo- 
logie  A(Xijiv)du  triangle  ABC  et  xyz  toiiciie  l'ellipse  tangente 
aux  milieux  des  côtés  de  ABC  en  un  point  w  qui  est  le  centre 
commun  à  la  conique  Q  inscrite  à  ABC  en  x,  y,  z  et  à  la 
conicpie  B  inscrite  en  A,  B,  (]  au  triangle  des  droites  AÀ, 
Bu,  Cv.  (P.  Sondât.) 


ERRATA. 


Page  171,  ligne  12,  au  lieu  de  :  (5).  /ire  :  ( 


(  ^^77  ) 


Aitii:  ih:s  MAiit:iiEs  v\\\  m\m  ym\m)\m 

(TO.MK  M,   ',«  SKKIK). 


La  classificalion  adoptée  est  celle  de  rind<x 
du  Répertoire  bibliographique  des  Sciences  matliéniatiques. 


B.  Déterminants  ;  substitutions  linéaires  ;  élimination  ;  théorie 
algébrique  des  formes;  invariants  et  covariants;  quater- 
nions;  équipollences  et  quantités  complexes. 

l'ace». 
BlOa  Sur  les  substitutions  linéaires  i|ui   laissent  une 

forme    quadratique    invariante;    par    iM.    H. 

Laurent 234 


D.  —  Théorie  générale  des  fonctions  et  son  application  aux 
fonctions  algébriques  et  circulaires;  séries  et  dévelop- 
pements infinis,  comprenant  en  particulier  les  produits 
infinis  et  les  fractions  continues  considérées  au  point 
de  vue  algébrique;  nombres  de  Bernoulli;  fonctions 
sphériques  et  analogues. 

Dlb  Sur  la  limite  de  (iH )     quand   m  augmente 

au  delà  de  toute  limite;  par  .M.    V.  Janiet.. .  ■  63 
D3ba               Sur    la    série  de  Taylor   et    ses    points    singu- 
liers :  par  .M.  Eugène  Fabry 5o3 

D4b                  Sur  un  théorème  de  Weierstrass;  par  .M.  H.  Lau- 
rent   4")  ', 

D6i|i  Sur  une  inégalité  de  M.   Hadamard;  par  M.  E. 

Landau 1 3  j 


Ann.  de  ,\/at/téniat.,  4'  série,  t.  VI.  (Décembre  1906.)  3 


(  ^:^  ) 

Intégrales  définies,  et  en  particulier 
intégrales  eulériennes. 


E6  l)(-iiiiiiislriilii)ii  )|)-  l.i   foriiiiilf 

e-''dx  =  \  r  ; 


r 


pdr  M.  £".  Guilton iZ- 

F.         Fonctions  elliptiques  avec  leurs  applications. 

F4b  I' \|iie*'>iiin  (If   !>       «■(imiiio  quolii-iit  <lc  deux   sc- 

i 

ries  cnlif*res:  par  M.  A.    Vessnl-hing •17 

H.  —  Équations  différentielles  et  aux  différences  partielles; 
équations  fonctionnelles;  équations  aux  différences 
finies;    suites  récurrentes. 

Hlh  -Sur  les    coiirlies   de   poursuite  d'un   cercle;   pai 

M.    /,.    Ihninyer ....       ly.i 

I.         Arithmétique   et  théorie   des    nombres;   analyse  indéter 
minée;   théorie  arithmétique   des  formes  et  des  frac- 
tions continues;  division  du  cercle;  nombres  complexes, 
idéaux,  transcendants. 

I9b  Sur  Id   (Iciisilé  <Je^   imnilires  premiers  inférieurs 

à  une  srandenr  donnée;  par  M.  Paul  Lévy..     385 
I19c  Coiilributiori  à  i'i'lude  de  l'équation 

par  .\I.  .1.  Gvrardiii 222 


J.    —  Analyse  combinatoire  ;  calcul  des  probabilités;  calcul  des 
variations;  théorie  générale  des  groupes  de  transfor 
mations  {  en  laissant  de  côté  les  groupes  de  Galois  <  \   , 
les  groupes  de  substitutions  linéaires  '  H  )  et  les  groupes 
de  transformations  géométriques  (  I'  1  '  '■  théorie  des  en 
semblés  de  M.  Cantor. 

J2c  Sur   une   quesiion   de  probabilités;    par   M.    A. 

Dcltour 100 


(  h\)  ) 

K.  —  Géométrie  et  Trigonométrie  élémentaires  f  étude  des 
figures  formées  de  droites,  plans,  cordes  et  sphères); 
géométrie  du  point,  de  la  droite,  du  plan,  du  cercle  et 
de  la  sphère;  géométrie  descriptive,  perspective. 

P/ices. 

K2c  némnnslralion  de  \;\  rDiislructioii  trinivéo  par 
Hamillon  pour  di-lermincr  le  point  où  le  cercle 
des  neufs  points  d'un  irianjjle  touche  le  cercle 
inscrit  :  par  M .  A.  Mannheim 226 

K2c  Sur  le  théorème  de  Feucrhach  ;  par  M.  /^  Bou- 

vanl 5 10 

K2d  Sur  quchiues  cercles  du  plan  d'un  triangle;  par 

M.  Emile  Weber 34:5 

K2e  Sur  le  cercle  pédal;  par  M.  G.  Fontené 55 

K2e  Note  au  sujet  de  l'article  précédent  ;  par  M. /V.  fi.       Sg 

K2e  Noie    sur    la    généralisation    du    théorème    de 

Feuerbach;  par  M.   Emile  Weber 61 

K2e  Sur  le  cercle  pédal;  par  .M.  G.  Fontené 5o8 

K9b  Sur  le  théorème  de  Ptolémée  et  son  application 
aux  polygones  réguliers;  par  M.  J.  Juhcl- 
Rénoy 12 

K13c  Volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des  arêtes; 
démonstration  géométrique;  par  M.  G.  Fon- 
tené       53o 

K13c  ]i  Sur  une  surface  du  troisième  ordre  qui  est  l'ana- 
logue du  cercle  des  neuf  points;  par  M.  G. 
Fontené i  î  5 

L.  —  Coniques  et  surfaces  du  second  degré. 

L' 1  b  Note  sur  l'hyperbole  équilalère  inverse  d'une 
droite  OS  par  rapport  à  un  triangle  .\BC  et 
sur  le  triangle  pédal  du  point  S;  par  M.  A. 
Vacquant 892 

L' 1  e  Sur   la  projection   centrale;   par   M.   J.   Juhel- 

Rénoy 12^ 

L'6a  Note  à  propos  de  la  question  1960;  par  .M.   .4. 

Mannheim 228 

L-lb  Construction  de  la  surface  du  second  ordre  dé- 
terminée par  neuf  points  ou  neuf  plans  tan- 
gents ;  par  M .  Ch .  Méray 289 

L'21b  Sur  une  propriété  de  l'hyperboloïde  orthogo- 
nal et  sur  un  système  articulé;  par  M.  R. 
Bricard 6i) 


(  58o  ) 

M.        Courbes  et  surfaces  algébriques;  courbes 
et  surfaces  traiisceudautes  spéciales. 

M  Ib  >ur    la    loiisli  titlidu    des    courbes  alj^ébriqucs; 

[liir  MM.  Pernnt  cl    Moisson io<i 

M   1  b  Klude  <lc>  p(jinls  à    rinlini   d'ucic  murlie  algé- 

hrii|U(".  par  MM.  J'ertiot  cl  .\foissoti l'ir 

M' 2  e  Sur  un  ilii'oronir  do  Cliasles  et  d',\bel  :  par  M.  //. 

Ldurenl 2<><> 

M'5ca  Sur  une  propriélé  de  la  cissoïdc  cl  sur  les  cu- 
biques (jui  coïncident  avec  leurs  cissoïdales; 
par  M .  F.  Goniez  Teixeira 33^ 

M  3a  Sur  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure  des 
courbes  d'une  surface  passant  par  un  point 
de  cette  surface:  par  M.  Jean-Jacques  C/ia- 
pelon 1 8o 

0.  Géométrie  infinitésimale  et  géométrie  cinématique;  appli 
cations  géométriques  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces;  qua- 
drature et  rectification  ;  courbure  ;  lignes  asymptotiques, 
géodésiques,  lignes  de  courbure;  aires;  volumes;  sur- 
faces minima;  systèmes  orthogonaux. 

05d  Sur  la  surface  lieu  des  centres  de  cfiuiburc  des 
courbes  d'une  suiface  passant  par  un  point 
de  celle  surface:  par  M.  Jean-Juc/ues  Cha- 
pe/on      ....     I  Ho 

P.  —  Transformations  géométriques;  homographie;  homologie 
et  affinité:  corrélation  et  polaires  réciproques;  inver- 
sion; transformations  birationnelles  et  autres. 

Pif  l  ri  lli«'orciiic  sur  la  collinéation  et  la  récipro- 
cité ;  par  .M.  Sluyvaert 34^> 

P2a  Sur  les  courbes  invariantes  par  polaires  réci- 
proques ;  par  M.  S.  Lattes 3(>R 

P3b  \u  sujet  d'un  ihéorcme  connu  ,  par  .M.  Foiirhè.       i8 

P3b  .Note  au  sujet  de  l'article  précédent:  par  M  fi.  H.       19 

P4b  Sur  une  ;;énéralisation  de  la  transforniation  bi- 

rationnelle:  pur  .M.  //    Laurent 3.i5 

P6b  Sur  Id  Géoin<'lric  de  direction:  par  M.  //.   Uri- 

card I  jg 

P6b  Sur   la   Géométrie   de    direction    dans    l'espace; 

par  M.  //.  Hricard 4^3 


(  ;-)«i   ) 

Q.  —  Géométrie,  divers:  géométrie  à  n  dimensions;  géométrie 
non  euclidienne;  {/i<i/t\is  situs.  géométrie  de  situa- 
tion 

l'acri 

Qla  riiéorie  des  paralli-les  basi-e  sur   la   translalioii 

lecli ligne;  par  M.  Carlo  /iour/et ')8i 

R.  —    Mécanique   générale;  cinématique;  statique   comprenant 
les  centres  de  gravité  et  les  moments  d  inertie  ;  dyna 
mique;  mécanique  des  solides;  frottement;  attraction 
des  ellipsoïdes. 

RI  a  Sur  les  rourbcs  de  poursuite   d'un   cercle;  par 

M.  L.  Dunoyer igS 

Rlc  Note  relative  au    mouvement   de  rotation;   par 

M.  A.  de  Saint-Germain lo 

Rlc  Sur  une  propriété  de  riiy|)erboloïde  orthogonal 
et  sur  un  système  inarticulé;  par  M.  /?.  Bri- 
card 69 

R2b  Sur  les    centres   de    gravité;    par   M.  J.  Juliel- 

Rénoy Z^\ 

R6a  Sur  la  mise  en  équation  des  problèmes  de  Mé- 
canique; par  M.  /.  Hadaniard 97 

R7b,'i  Recherche  de  la  loi  que  doit  suivre  une  force 
centrale,  sachant  que  la  trajectoire  est  une 
conique,  quelles  que  soient  les  conditions 
initiales;  par  M.   Paul-J.   Suchar 532 

R7fa  Théorie  élémentaire  des  petites  oscillations  d'un 
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